Thermodynamik und Statistische Mechanik
TU Berlin, SS 2011

Prof. Dr. T. Brandes

8. Juli 2011



INHALTSVERZEICHNIS

1.5.1 Definitionen, Enthalpid . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 9

IL.5.2__Mathematischer Finschub: Variablentransformatiod . . . . . . . . . 10

|1 6.2 Reversibler adiabatischer Prozess 6¢Q) = a .............. 12
lL.6.3 Erste Motivation zur Einflihrung der Entropie: ideales Gag . . . . 12




Inhaltsverzeichnis iii

2.4.4 (Super)-Additivitdt, Extremalprinzig . . . . . ... ... ... ... 19
2.5 Entropie als Egggg@gg;g!gg'gl;é ........................ 20
2.5.1 Gibbs’sche Form des 1. Hauptsatzed . ... ... ... ... .... 20

2.5.2 Thermisches, mechanisches, materielles Gleichgewicht . . . . . . . 21

otnerme Kompre D dll
3.6.4 Minimalprinzip der Freien Energid . . . . . . . . . . . . ... ... 29

3.7 Enthalpie. Joule-T ggmggg-gggiesé ...................... 29
3.7.1 Definition der Enthalpid . . . . . . . . . . . . . ... .. .. .... 29




Inhaltsverzeichnis iv

413 Kritische Temperatur 7 . . . . . . . . .. . ..., 33

%ﬂm ......................... 34
: OSUNG « « o v o e 35

) ellung
5.5.1 Bekannte makroskopische Information . . . . . . . . .. .. .... 50

Ig,g,g Konstruktion der kanonischen gg;g!mgd .............. 50
5.5.3 Entropie. Anschluss an die Thermodynamik . . . . .. ... .. .. 51

4 eie_ Energie. Ideales Gas (/N _unterscheidbare Tei anj ...... 52

6 Mikrokanonische Gesamtheit und Iktuationen der Energid . . . . . . .. 54




Inhaltsverzeichnis Y

64 Harmonische Oszillatoren] . . . . . . . . . oo 81
|6 41 Thermodynamik eines Oszillatord . . . . . . . . . . . . ... . ... 81

6.4.2 N Harmonische Oszillatored . . . . . . . ... ............ 82
l6.4.3  Beispiele fur Phononen—DispersioH .................. 84

I§,4,4 Spezifische ﬂgg@d ........................... 85
6.4.5 Hochtemperatur-Limes. . . . . . . . . . . . . 86




Inhaltsverzeichnis Vi

©T. Brandes 2006, 2011



Inhaltsverzeichnis 1
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W. NOLTING, W. GREINER: Fur den Vorlesungsbetrieb an deutschen Unis.

N. STRAUMANN: (Thermodynamik) teilweise etwas praziser.

H. B. CALLEN: (Thermodynamik) Klassiker.

L. D. LANDAU

L. E. REICHL

R. REIF (deutsche Bearbeitung von Herrn Muschik, TU Berlin): wichtige Aus-
sagen zum Zusammenhang zwischen idealisierter Gleichgewichts-Thermodynamik und
Nichtgleichgewichts-Thermodynamik (Anhang).

C. KITTEL

K. HUANG

M. TODA/ R. KUBO 7/ N. SAITO
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Vorldufige Empfehlung (Thermodynamik-Teil dieser Vorlesung): Nolting durcharbei-
ten, mit Straumann (siehe web-page der Theorie in Zurich) und diesem Skript prazisieren,
parallel dazu Sommerfeld als sehr lehrreichen Klassiker und Callen als ausfuhrliche
Wiederholung/Vertiefungs-Erganzung lesen. Wichtig ist vor allem auch die Teilnahme
an den Ubungen (Diskussionen mit den anderen!)

NEU: Empfehlung (Statistik-Teil dieser Vorlesung): mit Nolting, Greiner und Kittel
zur Einfuhrung arbeiten, parallel Becker und Huang als Klassiker. Kritische Phanomene,
Phasenubergange, Mean-Field:

H. E. STANLEY

N. GOLDENFELD
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Schmidt-Zerlegung: NIELSEN, CHUANG.

Das Skript entspricht dem tatsachlichen Umfang der Vorlesung im SS 2011, wobei fol-
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aus dem Variationsprinzip), 8.3. (Fluktuationen im Ising-Modell) sowie 9.2.7 (Energie-
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Fur die Modulprifung sind die mit * gekennzeichneten Kapitel nicht relevant.
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1. THERMODYNAMISCHE ZUSTANDE

1.1 Einleitung

1.1.1 Systembegriff
1.1.1.1 Definition

Obwohl das Internet als Referenz nur mit Vorsicht genossen werden soll, hier gleich als
erstes:

WIKIPEDIA: Unter einem Zustand versteht man die Gesamtheit aller Ei-
genschaften oder Attribute, die zur Abgrenzung und Unterscheidung des je-
weils betrachteten Objekts von anderen Objekten notig sind.

Das ‘betrachtete Objekt’ wird in der Physik haufig als System bezeichnet. Die Auf-
teilung

Universum = System + Rest des Universums (Bad)

definiert die VVorgehensweise der Thermodynamik und Statistik: wir wollen nur Aussagen
Uber das System machen und nicht Uber das Bad. Die obige Aufteilung kann iteriert
werden, z.B.

System = Fisch, der im See schwimmt, Bad = See
System = Fisch mit See, Bad = restlicher Planet Erde
System = gesamter Planet Erde, Bad = ...

In der Praxis spielt diese Iteration allerdings meist wohl keine Rolle. Meist ist das
Bad ‘viel groer” als das System. Haufig, aber nicht immer kann die Riickwirkung des
Systems auf das Bad vernachldssigt werden. Grundsdtzliche Kritik an diesem Ansatz ist
moglich.

1.1.1.2 ‘Wande’

Das System ist vom Bad durch Wande abgetrennt. Die Wande sind idealisiert. Je nach
Art der Wand sind System oder Bad miteinander gekoppelt. Der Begri[_der ‘Wand’
ist vom mikroskopischen Standpunkt aus ein Schwachpunkt der gesamten Theorie - es
gibt keine verlasslichen mikroskopischen Modelle, weder in der Quantenmechanik noch
in der klassischen Mechanik. Gleichzeitig fuhrt der abstrakte Begri Lder Wand zu extrem
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nutzlichen Konzepten, namlich dem gesamten Begri [sdpparat der Thermodynamik und
spater der statistischen Physik.

1. Isoliertes System (mikrokanonische Gesamtheit): kein Austausch von Energie oder
Masse zwischen System und Bad mdglich.

2. Geschlossenes System (kanonische Gesamtheit): Energieaustausch zwischen Sys-
tem und Bad ist moglich. Kein Masseaustausch.

3. Olerdes System (grolRkanonische Gesamtheit): Energie- und Masseaustausch ist
moglich.

Interessant fur die Thermodynamik sind vor allem die beiden letzteren - sie fuhren
auf die Begri [e_ter Temperatur, Wdrme, Entropie, chemisches Potential.

1.1.2 Zustandsbegriff
Der Zustand eines physikalischen Systems wird beschrieben:

e quantenmechanisch durch einen (bzw. bei Entartung mehrere) Projektoren fur
Wellenfunktion(en) einer bestimmten Energie fUr isolierte Systeme, oder einen
Dichteoperator, der viele Projektoren zu verschiedenen Energien enthalt, fur ge-
schlossene oder o[ede Systeme.

— mikroskopisch durch Wellenfunktionen mit sehr vielen Freiheitsgraden, z.B.
Koordinaten fuir 1023 Teilchen.

— makroskopisch durch Wellenfunktionen mit z.B. nur einem Freiheitsgrad, z.B.
Schwingungsfreiheitsgrad fur kleinen Resonator, der aber trotzdem 10° Atome
enthalt.

e klassische Beschreibung

— mikroskopisch durch eine Verteilungsfunktion im Phasenraum mit vielen Frei-
heitsgraden.

— makroskopisch (thermodynamisch) durch einen Punkt auf einer Mannigfal-
tigkeit im Zustandsraum der Zustandsvariablen (Zustandsgrofien), die i.a.
wenige Freiheitsgrade des Systems representieren: z.B. die zwei Freiheitsgra-
de (Druck p und Volumen V') eines Gases mit einer festen Zahl N > 1 von
Molekulen.

Der Zusammenhang dieser einzelnen Beschreibungsarten ist teilweise Gegenstand der
Forschung, z.B.: wie kommt man konsistent von der Quantenmechanik zur klassischen
Beschreibung.

Die makroskopische thermodynamische Beschreibung interessiert uns im folgenden.

1.2 Thermodynamische Zustandsgrof3en: V, N, p

In der Thermodynamik versucht man, Systeme durch moglichst wenige Zustandsvaria-
blen (ZustandsgroRen) zu beschreiben, z.B. Volumen V, Teilchenzahl N etc. Erstaun-
licherweise und wie die Erfahrung zeigt, gelingt das haufig sehr gut. Viele technische
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Anwendungen (Motoren etc.) kann man verstehen und weiterentwickeln, ohne auf mi-
kroskopische Modelle zurtickgreifen zu mussen.

Die Thermodynamik fuhrt nun i.W. weitere Zustandsgrolien wie den Druck p, die
Temperatur 7" und die Entropie .S ein (steigender begri Cicher Schwierigkeitsgrad!). Fra-
gestellungen fUr ein gegebenes System:

e wieviel ZustandsgrofRen sind erforderlich, um einen Zustand zu charakterisieren:
Anzahl der erforderlichen reellen Parameter, d.h. die Dimension der Zustands-
mannigfaltigkeit.

e welche ZustandsgroRen sind physikalisch (technisch) Uberhaupt nutzlich.
e Zusammenhdnge zwischen Zustandsgroflen (Zustandsgleichungen).

e Mikroskopische Bedeutung der Zustandsgrofien.

Die Beantwortung dieser Fragen ist i.a. nichttrivial. Eine gut verstandene Theorie exis-
tiert eigentlich nur fur Gleichgewichtszustédnde einfacher Systeme.

Definition: Gleichgewichtszustinde sind Zustande, die sich zeitlich nicht @ndern.

1.2.1 Volumen V

Konzeptionell wohl am einfachsten. Man kann prinzipiell auch zwei- oder eindimensionale
‘Volumina’ haben. Frage nach der Gultigkeit der Thermodynamik z.B. flr eindimensio-
nale Systeme. Interessanter wird die Frage der Volumen-Definition wahrscheinlich fur
komplizierte Geometrien wie z.B. Fraktale (‘Thermodynamik auf Fraktalen’) oder in der
allgemeinen Relativitdatstheorie.

1.2.2 Teilchenzahl N

Schon schwieriger: setzt ja den Teilchenbegri C(Atome, Molektle) voraus, der bis Anfang
des 20. Jhdt. umstritten war. Gut geeignet z.B. fur Gase, aber nicht fur Medien, die als
Kontinua beschrieben werden. Chemiker verwenden stattdessen haufig die Molzahl.

1.2.3 Druck p

Senkrechte Kraftkomponente pro Flache, wobei hier zundchst Krafte der Newtonschen
Mechanik gemeint sind und keine verallgemeinerten Krafte. Durch Vergleich des Energi-
einhalts £ und E+J§F eines isolierten Systems bei Volumenanderung von V nach V +§V
definiert man

isoliertes System. (1.2.1)

Die Einschrankung ‘isoliertes System” wird sich weiter unten als ‘kein Warmeaustausch”
(keine Anderung der Entropie S) herausstellen.

AUFGABE: Druck zwischen zwei unendlich groBen Kondensatorplatten im Vakuum
mit Abstand a, Flachenladungsdichten o1, o,. Vorzeichen diskutieren.
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1.2.4 Extensive und intensive Zustandsgroflen

Traditionelle Einteilung nach Verhalten bei Systemvergrofierung: V', N extensiv (additiv
bei Zusammensetzung von Systemen); p intensiv.

1.2.5 Zustandsgréfien und Fluktuationen

Vom mikroskopischen Standpunkt betrachtet, kann eine thermodynamische Beschrei-
bung eines Systems niemals ‘vollstandig’ sein. Der Druck eines Gases auf einen Zylinder-
kolben z.B. wird zeitlich fluktuieren. Die thermodynamischen Zustandsgrofien konnen
aus mikrosopischer Sicht ‘nur’ geeignete Mittelwerte sein. Die (komplizierte) Frage, wie
sich diese Mittelwerte aus mikroskopischen Theorien definieren und berechnen lassen,
wird im zweiten Teil dieser Vorlesung (Statistische Mechanik) behandelt.

1.3 1. Hauptsatz

Energieerhaltungssatz, fuhrt auf die Begri LeWdrme und Temperatur.

1.3.1 Temperatur: Vorbemerkung

Die intensive ZustandsgroRe ‘Temperatur” ist konzeptionell schwieriger. Zwei Wege, sie
einzufuhren:

1. Existenz der Temperatur als ‘Nullter Hauptsatz’ postulieren Uber Aquivalenzklassen
von Gleichgewichtszustanden und ‘Kontakt™ mit Warmeaustausch zwischen zweli
Systemen.

2. Uber die Entropie S als 7 = £, d.h. Vergleich des Energieinhalts E und E +
O F eines geschlossenen (aber nicht isolierten) Systems bei Entropiednderung ohne
Volumenadnderung.

Beide Wege sind abstrakt und erfordern implizit oder explizit den Warmebegri[,_tlen
wir jetzt einfiihren.

1.3.2 Gesamtenergie U, Arbeit und Wirme

Postulat Fur thermodynamische Systeme existiert eine weitere Zustandsgrofie, die Ge-
samtenergie U des Systems.

Anderungen dU der Gesamtenergie erfolgen

1. durch Verrichten von Arbeit 1 am oder durch das System, die sich durch wenige
makroskopische GroRen parametrieren ld8t, z.B. durch Volumen@nderung dV

SW = —pdV (1.3.1)
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2. durch Austausch von Energie §Q, die nicht durch einfache makroskopische, elek-
tromechanische GroRRen parametriert wird und als Wirme bezeichnet wird.

1. Hauptsatz Anderungen dU der Gesamtenergie U eines thermodynamischen Systems
unterliegen der Energieerhaltung,

dU = 6W + 8Q. (1.3.2) I

Das gilt ‘immer’, d.h. auch im Nichtgleichgewicht.

1.3.3 U als Zustandsgrofle

Wir nehmen als Beispiel ein System, das durch zwei Zustandsgrofien beschrieben wird,

z.B. p und V. Dann ist die ZustandsgroRe U eine Funktion U = U(p, V) auf dem Zu-

standsraum (positive p- und positive V-Achse). Ubergsnge zwischen zwei Zustanden

(p1, V1) und (p2, V2) erfolgen durch Verrichten von Arbeit W und/oder durch Wédrme-

austausch 6@ und werden durch eine Kurve v in der p-V-Ebene beschrieben. Es gilt
1 1

U(pz,V2) — U(p1,V1) = W+ 6Q. (1.3.3)
Y Y

Die linke Seite, d.h. die Anderung der Gesamtenergie, hangt nicht von ~ ab: U ist eine
ZustandsgroRe. Dahingegen hdngt die verrichtete Arbeit und die ausgetauschte W&drme
von + ab, d.h.
1 1
AW =AWy = oW, AQ=AQ[] = §Q (1.3.4)
Y Y

mussen explizit durch das Kurvenintegral berechnet werden.

AUFGABE: Explizite Berechnung von AW fur einen vollen Zyklus in einem Kreispro-
zell (Carnot-ProzeR) in der p-V-Ebene.

Im Gegensatz zu dU sind 6W und 6Q keine exakten Dilerentiale: ihr Integral ist
wegabhdngig. Insbesondere macht es keinen Sinn, z. B. von der ‘Wdarme Q(p,V) im
Zustand (p, V)’ zu sprechen. ANALOGIE-BEISPIEL: ‘a certain gentleman owns a little
pond”, CALLEN p.19: Teich mit ZufluRB/Abfluf und Regenfall/Verdampfung.

1.3.4 Alte Wirmestofftheorie

Hier wird, wie der Name sagt, von der Existenz eines ‘Wdrmesto [esf ausgegangen, der
bei thermodynamischen Prozessen von einem System auf das andere Ubertragen wird.
Damit hatte man dann, im Gegensatz zur modernen Formulierung der Thermodynamik,
Konzepte wie die ‘Wdrme Q(p, V') im Zustand (p, V')’. Diese Theorie ist ‘Uberholt’: Pro-
bleme z.B. schon beim Erkldaren von Reibung (Rumford, Bohren von Kanonenrohren).
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1.3.5 Mathematischer Einschub: Pfaffsche Formen)
FORSTER III.

Definition Eine Dilerkntialform 1. Ordnung (Di [erkntial) w auf einer Teilmenge U des
R"™ (n Dimensionen) hat die Form

w(x) = wi(x)dxry + ... + W (X)dzy, (1.3.5)
mit Funktionen w;(x).

Definition Eine Dilerkntialform w auf einer Teilmenge U des R™ heillt exakt, wenn es
eine Funktion f: U — R gibt mit

w(x) = df (x). (1.3.6)

In diesem Fall gilt
wx) =df(x) = if(x)dacl + ..+ if(x)d:::m (1.3.7)
81’1 axn

und die Richtungsableitung von f(x) in Richtung h ist gegeben durch w(x)h =
df (x)h = V f(x)h, d.h. sie ist durch das Skalarprodukt des Gradienten von f im Punkt x
mit dem Richtungsvektor h gegeben. In diesem Sinne ist eine Di Lerkntialform die Verall-
gemeinerung der Richtungsableitung: anstelle des Gradienten einer gegebenen Funktion
f hat man jetzt in w(x) = wi(xX)dz1 + ... + w,(x)dx, einen Vektor mit beliebigen Kom-
ponenten wi(x), ..., wn (x).

Satz Eine Dilerkntialform w auf einer einfach zusammenh@ngenden Teilmenge U des
R™ ist exakt, falls
Ow; _ Ow;

Z?xj 8352- ’

1,7 =1 ..n. (1.3.8)

Wichtig fur die Thermodynamik sind nun Kurvenintegrale: Ist w = df exakt, so sind
Kurvenintegrale entlang einer Kurve
1 L

w = . wy)vedt = f(ye) — fOr) (1.3.9)
v i

unabh@ngig vom Verlauf der Kurve.

BEISPHEL: konservatives Kraftfeld F(x), DilLerential der Arbeit w = Fdx, Kurven-
integral A{Fdx wegunabhdngig, deshalb existiert Funktion —®(x) (Potential, Minus-
Zeichen ist Konvention)

w=Fdx = —dd(x) = - VO(x)dx ~~» F = —-VO. (1.3.10)

AUFGABE (einfach): Welche der folgenden Di Lerkntiale in der p-V-Ebene sind exakt
und warum: a) dW = —pdV’; b) dH, mit H = U + pV und der inneren Energie U(p, V).
AUFGABEN: Integration von Di Lerkentialformen. Integrierender Nenner.
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1.4 Gleichgewicht und Temperatur

1.4.1 Das ideale Gas: thermische Zustandsgleichung

Man schlieft N nicht miteinander wechselwirkende Einheiten (Atome, Molektle, Kugeln,
was auch immer) in ein Volumen V ein und miftt den Druck p im Gleichgewicht nach
langer Zeit, z.B. in einer Art Kolbengeometrie oder mit infinitesimal kleinen beweglichen
Teilstlicken in der Wand. Bringt man zwei solcher Systeme miteinander in Kontakt,
so dalR Widrme ausgetauscht werden kann, findet man im Gleichgewicht, Zeit ¢t — oo,
(Boyle-Mariottesches Gesetz)

JZA%1 — p2Va2 = const = kpT. (14.0)

N1 N>

unabhangig von der Form der Volumina und den Eigenschaften der Einheiten. Man
bezeichnet die beiden Systeme dann als miteinander im thermischen Gleichge-
wicht befindlich, und T heilit die Temperatur beider Systeme. Hierbei ist kp =
1.3810723J/K die Boltzmann-Konstante, die hier aus Konventionsgriinden eingefuhrt
wurde.

1.4.2 Verallgemeinerung fiir beliebige thermodynamische Systeme

Definition Zwei thermodynamische Systeme befinden sich im thermischen Gleichge-
wicht miteinander, falls sich bei Warmekontakt ihr Zustand nicht andert.

Postulat Fur thermodynamische Systeme im Gleichgewicht existiert eine Zustands-
groRe, die Temperatur 7" > 0. Systeme, die sich miteinander im Gleichgewicht befinden,
haben die gleiche Temperatur.

1.4.3 Das ideale Gas: kalorische Zustandsgleichung

Man findet, daR die innere Energie eines idealen Gases nur von der Temperatur abhangt,
U=U(T), ideales Gas. (1.4.2)

1.4.4 Nichtideale Gase

Fur diese kann man, ausgehend vom idealen Gas, eine Virialentwicklung der thermi-
schen Zustandsgleichung p = p(V, T, N) nach Potenzen der Dichte N/V ansetzen:

NkpT N N G

B

= 1+ —c()+ — )+ .. 1.4.3
p % ‘,Cz( ) % c3(T) ( )

mit temperaturabhdngigen Virialkoeffizienten: c(7") ist der zweite Virialkoe [zieht,
c3(T) der dritte Virialkoe [zieht etc.
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1.4.5 van-der-Waals Gas

Eines der wichtigsten Modellsysteme der Thermodynamik: beschreibt Phasenuibergange.
Thermische Zustandsgleichung gegeben durch
1 1

p+a— (V- Nb)=NkgT (1.4.4)

2
\V

mit Konstanten a, b.
AUFGABE: Virialkoe [ziehten des van-der-Waals Gases, Diskussion.

1.5 Waidrmekapazitdaten

1.5.1 Definitionen, Enthalpie

Nutzlich zur Beschreibung von Ubergingen zwischen thermischen Gleichgewichtszustinden
mit Temperaturanderung und Warmeaustausch 0Q). Betrachte wieder die innere Energie
U des Systems Die Wadrmednderung gemdf} 1. Hauptsatz ist 6QQ = dU — W = dU +pdV'.
Nun ist 0Q) kein exaktes DiLerkntial, allerdings hat man fur isochore Prozesse (dV =
0): 6Q = dU, die Warmednderung bei Temperaturdanderung ist fur Prozesse mit kon-
stantem Volumen definiert als spezifische Wirme bei konstantem Volumen

oy S
U
ar

Cy = (1.5.1)

Insbesondere fur die Chemie ist das unpraktisch, da man dort haufig isobare Prozesse
(dp = 0) betrachtet. Deshalb definiert man

H=U+pV. (1.5.2) I

AUFGABE (einfach): zeige, dall dH ein exaktes DiLerkential ist.
Es gilt dH = §Q + Vdp, die spezifische Wiarme bei konstantem Druck ist

I%I |:I
H

ar

Definition Enthalpie

c, (1.5.3)

vgl. Skript FREDENHAGEN. Wegen H = U +pV und p = const gilt dann

S '?f/
Co= 77 o7 (1.5.4)

Bemerkung: es ist vor allem auch sinnvoll, die Enthalpie H hier bei der Diskussion von
C,, einzufiihren, um unségliche Konstruktionen wie fg Zu vermeiden.
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1.5.2 Mathematischer Einschub: Variablentransformation

Von vielen gefurchtet, ist dieses in Wirklichkeit aber einfach, wenn man es gut erklart:
Wir wollen z.B. C, und Cy flr ein System mit zwei Zustandsvariablen miteinander

vergleichen,
e
oT

ar , or

C, —Cy (1.5.5)

p

In dieser Dilerenz ist die innere Energie U einmal eine Funktion U = U(T, p) von T, p,
einmal eine Funktion U = U(T,V) von T, V. Wir konnen einfache Zusammenhange
zwischen den Ableitungen herleiten, indem wir das Dilerkntial dU jeweils als Funktion
von T, p und als Funktion von T,V betrachten:

v

daUu = T dl'+ — dp, T —p Ebene (1.5.6)
= 1 % -
= % ur+ & 4V, T—V Ebene (1.5.7)
aT v .
I%[I]Iy__l -] I:%I/I:I L) .
= — dl+ — — dT+ — d ieder T — Ebene.
ar v o, T, ap P Weter Lo Ebe

Erste und letzte Zeile vergleichen: das sind alles Funktionen von 7" und p, die Di [erkntiale
dp und d7T" sind unabhdngig:

L1 1 C 1 C 1 1 C 11061
o eU Aoy

= (1.5.8)
oT oT oV oT
I i R e |4_L|%| 1 P
U U Vv
— = — — . (1.5.9)
1.5.3 Differenz C, — Cy
Das ist jetzt einfach
C,—Cy = v V +p V allgemein. (1.5.10)

v . or , P or

L),

Beispiel: fur ein ideales Gas gilt U = U(T), also 3y , =0 und

= Nkp, ideales Gas. (1.5.11)
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1.6 Prozesse

Prozesse sind idealisierte Ubergsdnge zwischen thermodynamischen Zustanden. Prozesse
dienen als

e Ersatzmodelle fur eine Zeitentwicklung (Dynamik) von Maschinen, z.B. Kreispro-
zesse fur Dampfmaschinen etc.

e Modelle zur Illustration thermodynamischer Konzepte, z.B. Aufnahme/Abgabe
von Wdrme, Energieumwandlung von Arbeit in Warme etc.

e Einfuhrung des neuen Konzepts der Entropie.
Man unterscheidet (vgl. Sommerfeld § 5)

1. adiabatische Prozesse: keine Wdrmednderung, 6QQ = 0: abgeschlossenes System
(mikrokanonisch).

2. isotherme Prozesse: keine Temperaturdanderung, System in standigem thermischen
Gleichgewicht mit Warmebad bei einer festen Temperatur (kanonisch).

Weitere wichtige Unterscheidung:

1. reversible Prozesse: kontinuierlicher Ubergang zwischen Gleichgewichtszustdanden
durch stetige Veranderung von Zustandsgrolien, jederzeit umkehrbar. ‘Lauft in un-
endlich kleinen Schritten, hinreichend langsam’ (quasi-statisch). Genaue Definition
strenggenommen nur im Rahmen der Nichtgleichgewichtsthermodynamik mdoglich:
wieder ein Schwachpunkt der Gleichgewichtsthermodynamik. Stetige Kurven z.B.
im p-V Diagramm.

2. irreversible Prozesse: Prozesse, die nicht reversibel sind.

Beispiel fur 2: Gay-Lussac’s Uberstromversuch: ideales Gas stromt von Gefa mit
p1, V1 in leeres Gefdl (‘plotzlich Schleuse 6 [ndn”), danach p,, V5, keine Warmednderung,
keine Arbeit, selbe Temperatur, Sprung zwischen zwei Punkten im p-V/-Diagramm. Bei-
spiel fur 1: Gas im Kolben, langsames Verringern des Druckes durch langsames Verrin-
gern des Kolbendeckel-Gewichts.

1.6.1 Mathematischer Einschub: Zustandskoordinaten

(STRAUMANN, Kap. 4) Reversible Zustandsanderungen werden durch eine Kurve im
Zustandsraum beschrieben. Ein Koordinatensystem im Zustandsraum ist gegeben durch

1. die Temperatur 7.

2. die Arbeitskoordinaten im Differential der reversiblen Arbeit, z.B. Koordina-
te Vin oW = —pdV fELnS_ylstem mit nur einfacher mechanischer Arbeit. Allgemein
schreibt man 6W = [, y;dz’ mit den Arbeitskoordinaten z* und den Arbeits-
koe [ziehten y;, z.B. bei elektrischer, magnetischer Arbeit etc.
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Insgesamt hat man damit Koordinaten fUr eine n + 1-dimensionale Mannigfaltigkeit von
Gleichgewichtszustdanden, zwischen denen man sich auf Kurven mittels reversibler Pro-
zesse bewegt. Insofern ist die Temperatur die zusdtzliche Dimension der Thermodyna-
mik, von der SOMMERFELD spricht. Das Differential der reversiblen Wirme ist
dann Qrey = dU — W, den Index ‘rev” verwendet man, wenn man reversible Pro-
zesse betonen mochte. Durch Umparametrisierung mittels Zustandsgleichungen, z.B.
p = p(V,T) kann man naturlich neue Koordinaten einfuhren, z.B. p, V statt 7',V etc.

1.6.2 Reversibler adiabatischer Prozess Q) =0

Betrachte ein einfaches thermodynamisches System, beschrieben durch zwei Zustands-
groRen. Innere Energie U als Funktion der zwei Variablen (7, V). Der 1. Hauptsatz mit
0@ = 0 (kein Wdrmeaustausch) liefert dU = 0W = —pdV, wobei p = p(T, V).

U= ppdV 1 Hauptsgtg 11 (1.6.1)
oU oU oU
dU o7 Vd o TdV Cyd PG TdV (1.6.2)

1.6.2.1 Reversibler adiabatischer Prozess flir ideales Gas

In diesem Fall,

au

—pdV =Cydl, == dV =0 (1.6.3)
 NkgT
%

In der T'— V —Ebene definiert das eine Kurve, die den adiabatischen Prozel} beschreibt.
Einfache Integration mit Annahme Cy, =const fuhrt auf Adiabatengleichung

av

CydT. (1.6.4)

TV'~1 = const (1.6.5)

C
pV?7? = const, fyzc—p. (1.6.6)
v

AUFGABEN: 1. Herleitung hiervon. 2. Anwendung: Abkuhlung von Luft in der Hohe.

1.6.3 Erste Motivation zur Einfithrung der Entropie: ideales Gas

Im 1. Hauptsatz stehen ja sowohl exakte Di [ertiale dU als auch nicht-exakte Di [erentiale
dQ, dW. ldee: mache d@ durch Einfuhrung eines integrierenden Nenners exakt. Das
geht mit dem 1. Hauptsatz und dU = Cy(T)dT + 0dV = Cy(T)dT fur das ideale Gas:

Cy(TYAT = dU =dQ +dW =dQ —

Cy(1)dT  NkpdV aQ
T v T

N ’;:dev (1.6.7)

(1.6.8)
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Die linke Seite ist eine Summe von exakten Dilerkntialen und damit ein exaktes Di[e-]
rential, deshalb muf

dQ
== 1.6.9
ds T ( )
ebenfalls ein exaktes Dilerkntial sein. Das macht nur Sinn, weil wir fur dWW das Di[e-l
rential der reversiblen Arbeit —pdV, d.h. reversible Prozesse, angenommen haben. Dann
ist die Temperatur 7" der integrierende Nenner fur das nicht-exakte DiLerkntial dQ

der reversiblen Warme, und dS wird als exaktes DiLlerkntial der Entropie bezeichnet.



2. ZWEITER HAUPTSATZ UND ENTROPIE

2.1 Einleitung

Der zweite Hauptsatz wird axiomatisch formuliert, er macht eine Aussage Uber Prozesse,
die in der Natur nicht vorkommen. Zur Quantifizierung dieser Aussage fuhrt man die
Entropie ein, der ein zentraler Begri[Cih der Thermodynamik ist.

Fur eine axiomatische Diskussion, siehe LIEB, YNGVASON, Phys. Rep. 1999.

2.2 Formulierungen des 2. Hauptsatzes

(Vgl. z.B. STRAUMANN). Zwei dquivalente Aussagen Uber unmdagliche thermodynami-
sche Prozesse.

2.2.1 Clausius

Es kann nie Wdrme aus einem kalteren in einen warmeren Korper Ubergehen, wenn nicht
gleichzeitig eine andere damit verbundene Anderung eintritt.

2.2.2 Planck

Es ist unmoglich, eine periodisch funktionierende Maschine (Perpetuum Mobile zweiter
Art) zu konstruieren, die nichts anderes bewirkt als Hebung einer Last und Abkuhlung
eines Wdrmereservoirs.

2.2.3 Beweis der Aquivalenz beider Aussagen

Schema: Warmespeicher 1 (warm) und 2 (kalt) mit ‘Maschine” dazwischen. Zeige Clau-
sius falsch ~~ Planck falsch und Planck falsch ~~ Clausius falsch.

2.3 Carnotscher Kreisprozess

2.3.1 Definition, Wirkungsgrad

Carnot-Maschine: Thermodynamisches System, zwei Wdrmebader, reversibler Kreis-
Prozess im p-V-Diagram.

1. Isotherme Expansion, Warme @)1 > 0 von Wdrmebad mit Temperatur 73 in das
System.
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2. Adiabatische Expansion.

3. Isotherme Kompression, Warme )2 < 0 vom System ins Warmebad mit Tempe-
ratur 1, < T17.

4. Adiabatische Kompression.

1. Hauptsatz (Energieerhaltung): vom System q_bgegebene Arbeit = A > 0 gleich
gesamte Wdrmebilanz = @ = Q1 + Q2 > 0, d.h. Anderung der inneren Energie 0 =
—A+Q.

Definition: Wirkungsgrad 7 ist die vom System abgegebene Arbeit dividiert durch
vom warmeren Bad zugefuihrte Wdrme

A 149 (2.3.1)

=0T Q1

AUFGABE: zeige 0 < n < 1.

Abgegebene Arbeit A > 0 ist deshalb ein Bruchteil A = nQ1 > 0 der zugeftihrten
Wadrme. Bemerkung: Mit den Vorzeichen im folgenden aufpassen. In jeder der folgenden
Gleichungen checken, dass beide Seite positiv oder negativ sind.

2.3.2 Optimalitdt und Universalitit der Carnot-Maschine
(Val. z.B. wieder STRAUMANN).

Satz (Optimalitit und Universalitit der Carnot-Maschine) a) Keine Maschine
in einem Kreisprozess zwischen zwei gegebenen Warmebadern hat einen grosseren Wir-
kungsgrad » als die Carnot-Maschine.

b) Fur alle Maschinen mit reversiblem Kreisprozess zwischen zwei gegebenen Warme-
badern ist der Wirkungsgrad » gleich.

Beweis a): Carnot-Prozess als Kdltemaschine umkehren, dann Q1 < 0, Q2 > 0,
A < 0: Wegen der Reversibilitat ist die der Maschine zugefuhrte Arbeit A < 0 ein
Bruchteil A = nQ; der abgegebenen Wdrme genau wie beim nicht-umgekehrten Fall.
Mit Q1 = Q2/(n — 1) istdann A = —Q2n/(1 —n).

Jetzt zweite Maschine als Warmemaschine mit Wirkungsgrad r’, abgegebene Arbeit
A" > 0 ist ein Bruchteil A’ = »'Q} > 0 der zugefuhrten Warme. Benutze Carnot-
Kdltemaschine, um @, < 0 als Q2 = —Q’, wieder ‘nach oben zu pumpen’ (ins Warmebad
mit Temperatur 771). Carnot-Kdltemaschine braucht hierzu zugefuihrte Arbeit 0 > A =
Q5on/(@ —n), d.h. mit Q, = (' — 1)Q; folgt A = Q\n(n’ —1)/(1 — n). Die gesamte, aus
beiden Maschinen gewonnene Arbeit ist

/ —
Al = A+ A= Q+n0 — D/ — Q= HQ&- (2.3.2)
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Das kdltere Reservoir ist jetzt wieder im Anfangszustand, man hat das warmere Bad
abgekuhlt und beide Maschinen zusammen wirden dabei Arbeit Ata @bgeben falls
Atotal > 0, was nach dem 2. Hauptsatz (Planck) nicht geht, also muss gelten Aotal < 0.
Daraus folgt ” < n. Damit ist Teil a) bewiesen. Teil b): Vertausche Rolle von Maschine
und Carnot-Maschine (geht, weil Maschine reversibel arbeitet). Dann wie in a) n < 7/
und weil o’ < n (Teil a) immer gilt, folgt hier n = ' QED.

Vergleich reversibel/irreversibel bei gleichen Warmebadern: der irreversible Prozeld
muB einen kleineren Wirkungsgrad als der entsprechende reversible Carnot-Kreisprozel3
haben, nir < n. Bei gleicher gewonnener Arbeit A verbraucht der irreversible Prozel
A = nirQ1 deshalb mehr Wdrme als der reversible ProzeR.

2.3.3 Absolute Temperatur

Fur reversible Kreisprozesse ist der universelle Wirkungsgrad n unabhangig von der Art
der Maschine und deshalb nur eine Funktion der Temperaturen 77 und 7, der zwei
Wadrmebader. Wegen n = 1 + % kann man schreiben (beachte Q2 = —|Q2| < 0)

%%E = #(T1,T>). (2.3.3)

Eigenschaften von f: Betrachte zwei Carnot-Maschinen in Reihe: drei Warmebader mit
T1, Ty, T3; Warmetransfer Q1 rein, ) raus, Q, rein, Q3 raus. Dann gilt

%E = f(TlvTZ)v %E: f(T2>T3)> %E: f(T]_,T3) (234)

und deshalb f(T1,T%) f(12,T3) = f(T1,T3). Fur mehrere ‘Zwischenbader” entsprechend

J(T1, 1) f(12,13)...f(INn-1,TNn) = f(1T1,TN),

alle ‘Zwischentemperaturen™ mussen sich wegheben. Deshalb f(71,72) = g(11)/9(1%)
mit einer Funktion ¢(T"), die noch bestimmt werden muB. Die Funktion ¢g(T") bestimmt
die absolute Temperatur Ty, : Die Temperatur 7" war bisher ja nur Uber die ideale
Gasgleichung bestimmt. Man definiert 72 = ¢(7"). Dann gilt Q1/|Q2| = T3S /T35,

AUFGABE: Zeige fur einen Carnot-Kreisprozess mit einem idealen Gas Q1/|Q2| =
Ty /T>.

Deshalb gilt 72 = ¢(T) « T. Wir wahlen die Proportionalitdtskonstante als eins
lassen im folgenden den Index ‘abs” wieder weg. Wir haben

o _n
Q2] T’

Die so definierte absolute Temperatur ist materialunabhangig. Fur den Wirkungsgrad
gilt die wichtige Gleichung (beachte wieder @, = —|Q»| < 0)

reversibel. (2.3.5)

T
n=1- Tj (2.3.6)
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Fur irreversible Prozesse gilt im Vergleich zum entsprechenden Carnot-Prozel8 zwischen
den gleichen Warmebadern wegen '™ < "V

T . Qirr
ﬁ = 1_ nrev <1-— nlrr — ’Qirr (2.3.7)
irr
L L ﬁ, irreversibel. (2.3.8)
|Q|2rr T

2.4 Entropie

Jetzt wird die Existenz der Entropie als ZustandsgroRe flir ein beliebiges thermodyna-
misches System (nicht nur fiir das ideale Gas wie in Kap. [[.6.3)) gezeigt.

2.4.1 Satz von Clausius

Satz (Clausius) FUr reversible Kreisprozesse eines thermodynamischen Systems gilt
fur das Integral Uber einen Zyklus

ey _
e — o, (2.4.1)'

Fur irreversible Kreisprozesse eines thermodynamischen Systems gilt fur das Integral

Uber einen Zyklus
=
5Qirr
T < 0. (2.4.2) I

Der Beweis kann unterschiedlich geftihrt werden, vgl. SOMMERFELD und NOLTING.
Mit SOMMERFELD gehen wir aus von einem infinitesimalen Carnot-Prozess,

T T, (2.4.3)
wobei wiederum §Q; > 0 die dem System reversibel zugefuhrte Warme und 6Q» < 0 die
vom System reversibel abgefuhrte Warme ist. Jetzt zerlegt man den Kreisprozess z.B.
im p-V-Diagramm in unendlich viele infinitesimale Carnot-Kreisprozesse. Die Summa-
tion Uber den @amten UmrilR des Prozesses im p-V/-Diagramm wird dann gerade zum
Linienintegral % =0.

Fur irreversible Kreisprozesse benutzt man wieder die gleiche Zerlegung in infinite-
simale Kreisprozesse, von denen jetzt allerdings einige nicht mehr reversibel sind, z.B.

zwischen 77 und 75 mit

5Q1 _ ~3Qs

2.4.4
< (24.4)

vgl. Gl. (Z37)). Aufsummation ergibt wiederum C}% <0.
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2.4.2 Entropie als Zustandsgréfle

Wegen E@}% = 0 existiert eine Zustandsgrofe S, so dal dS = dQrey/T €in exaktes
DiLerkntial ist. Das bedeutet, dall das Integral zwischen zwei Punkten A und B im
Zustandsraum

B Qe
A T

= S(B) — S(4) (2.4.5)

unabhdngig vom Integrationsweg ist. Die ZustandsgroRe S wird als Entropie bezeichnet.
Sie spielt eine zentrale Rolle in der Thermodynamik.

2.4.2.1 Beispiel: Entropiednderung beim idealen Gas

Fall 1: reversible isotherme Expansion von p1, V1 nach p,, V2. Dann ist wegen dU =0 =
0Qrev — pdV

S(B) — S(A) = = 22 — NigIn

T A T Vl

5wy _ P pav V2 (2.4.6)
A

d.h. die Entropie hat sich vergrofert. Entropie des Warmebades verringert sich um genau
den gleichen Betrag, deshalb keine Entropieanderung fur das abgeschlossene Gesamtsys-
tem (Warmebad plus Gas).

Fall 2: irreversible Expansion (Gay-Lussac’s Uberstromversuch): ideales Gas stromt
von Gefdl mit pp, V1 in leeres GefaR (‘plotzlich Schleuse 6[ndn”), danach p,, V>, keine
Warmednderung, keine Arbeit, selbe Temperatur, Sprung zwischen zwei Punkten im
p-V-Diagramm. Entropie ist Zustandsgrofie, die Entropiednderung kann durch einen be-
liebigen reversiblen ProzeR berechnet werden, also z.B. den von Fall 1. Deshalb auch hier
naturlich S(B) — S(A) = NkgpIn % da End- und Anfangszustand im Zustandsraum in
beiden Fdllen gleich sind. Es ist kein Wdrmebad notig hier: Auch in abgeschlossenen
Systemen kann es zum Anwachsen der Entropie kommen.

2.4.3 Anwachsen der Entropie (zweiter Teil des zweiten Hauptsatzes)

Anwachsen der Entropie: Bei irreversiblen Prozessen A — B in adiabatisch abge-
schlossenen Systemen wdchst die Entropie an.

Beweis: Kombiniere A — B mit reversiblem Prozess B — A zu Kreisprozess A —
B — A, so daR nach Clausius
]
5Qirr q 5Qrev + q 5Qirr
4 T

0> =

- T = S(A) — S(B) +0, (2.4.7)

da auf A — B das System abgeschlossen ist, d.h. 6Qj = 0. Deshalb folgt S(B) > S(A).
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2.4.4 (Super)-Additivitidt, Extremalprinzip

Bisher hatten wir die Stoffmenge N als festen Parameter betrachtet, jetzt fuhren wir
ihn als Zustandsgrof3e ein. Wir definieren

Definition Ein einfaches System ist ein thermodynamisches System mit n + 2 un-
abhangigen Zustandsgrofien, wobei n die Anzahl der Arbeitskoordinaten (z.B. n = 1
in dW = —pdV) ist. Ein einfacher Sto [[i3t ein einfaches System mit n = 1.

Wir betrachten im folgenden einen einfachen Sto [,_dlie Zustandsgrofien konnen als Tem-
peratur, Volumen V, und Sto[mknge N gewdhlt sein, oder alternativ

Definition Kanonische Zustandsvariablen fur einen einfachen Sto Csind
U, V,N. (2.4.8)

Wir betrachten jetzt ein ‘verallgemeinertes Gay-Lussac Uberstromexperiment’: zwei
gleichartige einfache Stolelin den Zustdnden X; = (U, V1, N1) und X, = (Uz, V2, No)
werden miteinander ‘grokanonisch” in Kontakt gebracht (Energie- und Masseaustausch
moglich).

Annahme: Werden zwei gleichartige einfache Sto [elin den Zustdnden X; = (U1, V1, N1)
und X, = (U, V2, N2) miteinander ‘grokanonisch” in Kontakt gebracht (anfangs inho-
mogen, Energie- und Masseaustausch moglich: bewegliche Wand, die Wadrme und Masse
durchldRt), stellt sich als homogener Endzustand wieder ein einfacher Sto [1in Zustand
X =(U,V,N) mit

Vo= i+ (2.4.9)
N = Ni+N, (2.4.10)
U = h+0U> (2.4.11)

ein.

Hierbei wird die Wechselwirkungsenergie der Systeme mit der Wand explizit nicht bertick-
sichtigt.

Der obige Mischvorgang ist irreversibel (es sei denn, der gesamte Anfangszustand war
bereits homogen: z.B. Wand in einfachen Sto[Ciin Zustand X = (U, V, N) adiabatisch
einziehen, trennen und wieder zusammenbringen - ‘nichts passiert’). Deshalb gilt nach
dem zweiten Teil des zweiten Hauptsatzes

S(X = X1+ X)) > 5(Xp) + 5(Xy). (2.4.12)

Hierbei bedeuten X; und X, die zwei Teil-Zustdnde des inhomogenen Gesamtsystems
vor dem Mischen. In Worten ist das ein

Maximalprinzip der Entropie (einfacher Stoff): Die Entropie eines Systems im
Gleichgewichtszustand X = (U, V, N) ist maximal im Vergleich zu den Entropien S(X1)
und S(X — X;) der ‘gehemmten Gleichgewichtszustdnde’ der getrennten Systeme.
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AUFGABE: Ideales Gas im Zylinder im Wadrmebad (Temperatur 77), beweglicher un-
durchlassiger Kolben zwischen zwei Volumina V3 und V' — V1 mit gleicher Teilchenzahl.
Berechne V; fur den Gleichgewichtszustand explizit durch Anwendung des Maximalprin-
zips der Entropie.

2.5 Entropie als FundamentalgrofRe

2.5.1 Gibbs’sche Form des 1. Hauptsatzes

Der erste Hauptsatz kann fur reversible Prozesse geschrieben werden als
dU = dQ + dW =TdS + dW. (2.5.1)

Fur irreversible Prozesse (Beispiel Gay-Lussac’s Uberstromversuch) sind dQ und diW
keine DiLerentialformen, man hat z.B. Springe im p-V-Diagramm. Der erste Hauptsatz
gilt dann naturlich immer noch, aber eben nicht in obiger Form mit Di Lerkntialformen.
Die Form dU = dQ + dW = TdS + dW fur reversible Prozesse ist sehr nutzlich, weil
man auf ihr die ganze Maschinerie des thermodynamischen Di Lerkntialkalkuls aufbauen
kann. In der Ableitung nach N im Di Lerential

L
T

bezeichnen wir p als chemisches Potential. Der erste Hauptsatz fur einen einfachen

Sto [Tautet damit
dU =TdS — pdV + udN, (2.5.3) I

wir konnen udN als die erforderliche Arbeit zum Hinzufligen der Sto Lmenge (Teilchen-
zahl) dN bezeichnen. Es gilt

dS = —dU + %dV . %dN, 1. Hauptsatz (2.5.2)

L1 1 L1 1 1 [1
T oUu V,N’ T 191% U,N’ T ON U,V' o

Die Entropie als Funktion S = S(U,V, N), d.h als integrierter 1. Hauptsatz, zusam-
men mit dem aus dem 2. Hauptsatz folgenden Extremalprinzip, definiert die Thermo-
dynamik eines einfachen Sto [esl Wir fassen also zusammen:

Thermodynamik eines einfachen Stoffes (Entropie-Darstellung) Samtliche ther-
modynamische Information eines einfachen Sto [edlist in der Entropie-Funktion S(X) =
S(U,V, N) enthalten. Es gilt

e Die Entropie S(X) ist mazimal im Vergleich zu der Summe der Entropien S(X1)
und S(X — X1) der ‘gehemmten Gleichgewichtszustdande’ zweier getrennten Syste-
me,

S(X) = 5(X1) + 5(X — X).
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e Die Entropie ist extensiv,

S(AX) = AS(X), \ > 0.

e Die Entropie ist konkav in ihren naturlichen Variablen,

StX1+(1-1)X2) >tS(X1))+(1-1)S(X2), 0<t<1.

Die letzte Aussage (Konkavitat) folgt aus den ersten beiden (AUFGABE).
Die GrolRen Temperatur 7', Druck p, und chemisches Potential ;. kann man jetzt
mittels Gl. (Z5.4) definieren, also z.B. die Temperatur als

1_05

, thermodynamische Temperatur. (2.5.5)

2.5.2 Thermisches, mechanisches, materielles Gleichgewicht

Gegeben zwei Systeme in Gleichgewichtszustanden X; und X, = X — X; im gehemm-
ten Gleichgewicht miteinander, d.h. vor Einstellen des Endzustands bei Kontakt mittels
einer durchldssigen, beweglichen ‘idealen’ Wand. Die Entropie eines Systems im Gleichge-
wichtszustand X = (U, V, N) ist maximal im Vergleich zu den Entropien X3 und X — X
der ‘gehemmten Gleichgewichtszustande’ der getrennten Systeme. Ist die Entropie von
X = X1 + X5 bereits maximal (so dal ‘nichts passiert’), mu notwendig gelten

0 = Vi[S(X1)+S(X — X1)] (2.5.6)
~ Tl = TZ; p1 = p2, m1 = p2, (257)

d.h. die intensiven GroRen Temperatur, Druck, und chemisches Potential beider Syste-
me mussen Ubereinstimmen. Die drei Grollen Temperatur, Druck, und chemisches Po-
tential charakterisieren deshalb das Gleichgewicht (thermisch, mechanisch, materielles)
zwischen zwei Gleichgewichtssystemen fur einfache Sto[e.]

AUFGABE: Zylinder mit beweglichem Kolben im Wdrmebad der Temperatur 7.
Anfangszustand (gehemmtes Gleichgewicht) mit Volumen (Druck) Vi(p1) links, V2(p2)
rechts, gleiche Teilchenzahl N links und rechts, V1 + 1V, = V. Zeige, dal im Endzustand
Vi = V, = V/2 durch direkte Berechnung der Entropieanderung und Anwendung des
Prinzips der maximalen Entropie.

2.5.3 Homogenitit der Entropie

Das ist eine einfache Folgerung aus des Extensivitat S(AX) = AS(X),A > 0. Durch
DiLerkntiation nach A erhdlt man ndamlich eine Eulersche Differentialgleichung,
d ——Jg
—S/\XE = XVSIX) = Xi— = S(X). 2.5.8
HSOOH VS() = Xige =S(X) (25.8)

7

Mit X = (U, V, N) folgt
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1 . .
S = T (U +pV — uN), Homogenitatsrelation.

(2.5.9)




3. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE

3.1 Andere Darstellungen der Thermodynamik

Die Entropiedarstellung S(U,V, N) ist schon fur unsere bisherige formale Diskussion.
Haufig liegt thermodynamische Information aber in anderer Form vor, z.B. Zustands-
gleichungen (thermisch, kalorisch).

Im folgenden wieder Beschrankung auf einfachen Sto ]

3.2 Innere Energie (Energie-Darstellung)

Definition Die innere Energie als Funktion von Entropie, Volumen und Teilchenzahl
U=U(S,V,N) (3.2.1)
definiert die Energie-Darstellung eines einfachen Sto [esl
Die Funktionen S(U, V, N) und U (S, V, N) sind dquivalent: fasse V, IV als feste Parameter
auf, dann gilt wegen der Positivitdt der Telrm_gleratur,
1o
T o v

dall S monoton mit U anwdchst. Deshalb existiert die Umkehrfunktion U = U(S,V, N),
die ebenfalls monoton mit S anwéchst [1.

Das ist nicht so Uberraschend, der 1. Hauptsatz hat ja auch die Form dU = TdS —
pdV + pdN. Aus dem Maximalprinzip der Entropie folgt das

>0, (3.2.2)

Minimalprinzip der Energie (einfacher Stoff): Die (innere) Energie U(X) eines
Systems im Gleichgewichtszustand X = (5, V, N) ist minimal im Vergleich zu den Sum-
men der Energien U(X1) und U(X — X;) der ‘gehemmten Gleichgewichtszustdnde’ der
getrennten Systeme.

Beachte, daR hier X = (S,V,N) und nicht (U,V,N). Anschauliche graphische Dar-
stellung des Minimalprinzips in CALLEN. Beweis (CALLEN) im ‘Geiste des zweiten
Hauptsatzes™: Annahme, U sei nicht minimal. Dann kann man dem System Energie in
Form von Arbeit bei konstanter Entropie reversibel entnehmen und diese Arbeit 61
vollstandig in Warme §Q = T'dS umwandeln - dabei erhoht sich die Entropie S, was
nicht sein kann, da nach dem Maximalprinzip der Entropie S bereits maximal war.

Die (innere) Energie U(X) eines Systems im Gleichgewichtszustand X = (S, V, N)
ist also eine konvexe Funktion von X.

! vgl. z.B. Forster ‘Analysis 1. Beispiel: f(x) = ¢*, Umkehrfunktion In(z).
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3.3 Volumen (Volumen-Darstellung)

Wird (soweit mir bekannt) nicht benutzt, ist aber auch moglich: Wegen der Positivitat
des Drucks,
% 1
p
T oV un ( )

wdchst S monoton mit V. Deshalb existiert die Umkehrfunktion V' = V (U, S, N), die
ebenfalls monoton mit S anwachst. FRAGE: Extremalprinzip fur Volumen, Anwendung?

3.4 Freie Energie : Definition

Gegeben sei die Energie U = U (.S, V, N). Statt der Entropie ist die Temperatur einfacher
zu messen, wunschenswert wdre deshalb eine Transformation auf die Variablen X =
(T,V,N). O}, O
VERSUCH: Benutze ' = &g VN und lgse durch Integrieren als S = S(T,V, N) auf
und setze in U ein: dabei allerdings Informationsverlust wegen unbekannter Integrati-
onskonstante Uy (deren Ableitung Null ergibt ~~ selbe Temperatur).

Deshalb Einfuhrung der Legendre-Transformation fur die

Freie Energie F

i
F=U-TS=UE.V.N)~ Zz S (3.4.1)
V,N

Es gilt oLedsichtlich
dF =TdS — pdV + pdN — TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN, (3.4.2)

d.h. F' hangt in der Tat von (7, V, N) ab.

3.5 Einschub: Die Legendre-Transformation

(MECHANIK-SKRIPT). In der klassischen Mechanik stellt sich beim Ubergang vom
Lagrange- zum Hamiltonformalismus die Frage, wie wir die Ableitungen ¢; der verallge-
meinerten Koordinaten in der Lagrangefunktionen L durch die Impulse p; = g—[ﬁ ersetzen,
ohne die in L enthaltenen Information zu verlieren.

3.5.1 Beispiel

Wir betrachten zundchst ein Beispiel (CALLEN, THERMODYNAMICS). Sei L = L(q)
gegeben. Wir schreiben das zur geometrischen Interpretation unten als einfache Funktion
in der Form y = f(x) mit einer unabhdngigen Variablen z, also f = L und z = ¢. Jetzt
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wollen wir statt x die Ableitung p = f/(x) nach z benutzen, um y als Funktion von p
darzustellen. Dann gilt mit der Umkehrfunktion ()%,

— ! — n—1 — — I:I/—l El
p = f@~wze=()"®~y=f@=f ()"0 =9k, @51

also die gesuchte Darstellung y = g(p) als Funktion von p. Allerdings ist das nicht
gleichwertig zum ursprunglichen y = f(x), denn wollten wir daraus die ursprungliche
Funktion f(x) rekonstruieren, mussten wir

f =90 ~g ' (NH=p=r(), (3.5.2)

d.h. eine DGL losen, die allerdings mit f(x) auch f(z + ¢), ¢ € R als Losung enthdlt!
Die Losung ware also nicht eindeutig. BEISPIEL.:

2 2
y = f(z)=a" p:f/(x)ZZfo(x)=prg(p)=pZ (3.5.3)
_2|:L,_2|:|df_d L1 P
=P = 2 g0 o f@W=2 fogm=die fRate @)= @+’

Wir konnen f(z) also nicht eindeutig rekonstruieren, da wir die Integrationskonstante ¢
nicht kennen: Statt der ursprunglichen Parabel erhalten wir lauter verschobene Parabeln.

3.5.2 Konvexe Funktionen

Benotigt wird als ein anderes Verfahren, ndmlich die sogenannte Legendretransforma-
tion. Diese spielt auch in der Thermodynamik bei der Konstruktion der thermodynami-
schen Potentiale eine groRe Rolle. Die Legendretransformation wird zundchst fur konvexe
Funktionen f(z) einer Variablen z diskutiert. Zur Erinnerung (FORSTER, Analysis I)

Definition Eine Funktion f: D € R — R heilit konvex, wenn fur alle z;,2, € D und
alle A mit 0 < A < 1 gilt

fQz+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= A)f(z2). (3.5.4)
Die Funktion heit konkav, wenn — f konvex ist.

Als Eselsbricke: ‘konvex’ und ‘konkav’ gibt es auch bei optischen Linsen. Hier schauen
wir ‘von unten’ auf den Graph der Funktion f: wie eine konvexe Linse (SKIZZE). In
eine konkave Linse kann man Kaffee hineingieRen.

Im folgenden betrachten wir konvexe Funktionen. Die Konstruktion der Legendre-
transformation funktioniert aber entsprechend auch fur konkave Funktionen - der Un-
terschied ist ja nur ein Minuszeichen (das aber manchmal zur Verwirrung fuhren kann:
aufpassen). Insbesondere ist die Entropie S(X) in der Thermodynamik eine konkave
Funktion ihrer natiirlichen Variablen X = (U,V, N) (innere Energie, Volumen udn Teil-
chenzahl), es gilt also

SOX1 + (L — N)X2) > AS(z1) + (L — NS(z2), 0< A<l (3.5.5)

Dies folgt aus dem Prinzip der Maximierung der Entropie mit Bezug auf gehemmte
Gleichgewichtszustdande (vgl. oben sowie STRAUMANN, ‘Thermodynamik’).
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f(x) f(x)
b)

p variiert

> (Xp - 9(p))

g=max_ (xp = f(x))

-~
.
.
-~

Fig. 3.1: Legendre-Transformation: a) Einfache Legendre-Transformation L£[f] einer konvexen
Funktion f(x) und ihre geometrische Bedeutung; b) zweifache Legendre-Transformation
LL[f] ergibt wieder die ursprungliche Funktion f.

3.5.3 Konstruktion der Legendretransformation

Um f(z) eindeutig durch seine Ableitungen p = f/(z) beschreiben zu konnen, betrachten
wir folgende Konstruktion (ARNOLD): Sei y = f(z) eine konveze, zweimal di [erenzier-
bare Funktion mit f”(x) > 0. Wir nehmen eine Steigung p und betrachten den Abstand
der Geraden y = pzx von der Kurve y = f(z) in vertikaler Richtung. Dieser Abstand
px — f(x) = F(p,z) hat ein Maximum (SKIZZE) an einer Stelle z(p), wenn wir z vari-
ieren. Es ist bestimmt durch 0 = 8Fa—(§’“”) =p— f'(z), also p = f'(x) wie gewlnscht. Wir
definieren also

Definition Die Legendretransformation fur eine konvexe Funktion f(x) mit f”(z) > 0
ist definiert durch

LIf1(p) = g(p) = mfx(px — f(x)), Legendretransformation. (3.5.6)

Hierbei ist x = z(p) und p = f'(z).

Es gilt also g(p) = px(p) — f(z(p)) = F(p,xz(p)) mit dem oben eingefuhrten Abstand
F(p, ), vgl. Fig. Bl a).

Der Wert g(p) ist der y-Achsenabschnitt der Tangente an f(z) mit Steigung p. Wir
beschreiben die Kurve also durch ihre Tangenten - diese sind festgelegt durch die Stei-
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gungen p und die Achsenabschnitte g. Die Angabe von g(p) definiert also genau die Schar
von Tangenten, die die Kurve f(x) einhullen.

AUFGABE: Zeige, dass g(p) konvex ist.

In einem weiteren Schritt kann man jetzt die Legendre-Transformation der Legendre-
Transformation betrachten, d.h. die zweifache Legendre-Transformation LL[f] = L[g].
Dann gilt

LLIf1= T, (3.5.7)

die Legendre-Transformation ist involutiv (ihr Quadrat ist die ldentitat), man kommt
also wieder zur urspringlichen Funktion zurlick. Geometrisch bedeutet dieses, dass man
aus den Tangenten mit Steigung p und den Abschnitten g(p) die ursprungliche Funktion
f wirklich wieder rekonstruieren kann, vgl. Fig. (311 b).

Die mehrdimensionale Legendre-Transformation geht nun ganz entsprechend, obwohl
dort etwas mehr formale Maschinerie beztiglich Auflosbarkeit bei Funktionen mehrerer
Variablen aufgefahren werden. muf3, vgl. STRAUMANN.

3.5.4 Legendre-Transformationen in der Thermodynamik

Diese dient dazu, extensive Grolien (Entropie S, Volumen V, Teilchenzahl N durch in-
tensive Grolien zu ersetzen, die aus U(S, V., N) durch erste Ableitungen gebildet werden.
Je nachdem, welche und wieviele der extensiven GrolRen man ‘wegtransformiert’, erhdlt
man aus U(S,V, N) eines der thermodynamischen Potentiale: Freie Energie, Ent-
halpie, Freie Enthalpie, Gibbs-Potential, groflkanonisches Potential (s.u.). Je nach zu
beschreibender Situation sind die Potentiale mal mehr oder mal weniger gut geeignet.

3.6 Minimalprinzipien, Stabilitat
Zundchst erinnern wir an das
3.6.1 Minimalprinzip der inneren Energie
U(X) =U(S,V,N) ist minimal im Vergleich zu den Linearkombinationen
UAX1+ (1 - NX2) <AUX1) + (1 - NU(X2), (3.6.1)

d.h. U(X) ist konvex, vgl. Bild. Wir lassen der Einfachheit halber N konstant, dann
ist die Matrix der zweiten Ableitungen von U(S, V)

1
DU(S, VY= 8y B (3.6.2)

ovos V2

Q
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positiv definit, d.h. Skalarprodukte hD?h in alle Richtungen h sind positiv. Die Diago-
nalelemente und die Determinante mussen deshalb positiv sein,

2?u  2’U

95 9V O> 0 (3.6.3)

VoS  ov?

o*U o*U
Insbesondere folgt
1

U _ 0 %L 1 T
— =T = — = =—>0 3.6.5
o5z a5 VT 5 T T 70 (369

1
wobei wir den 1. Hauptsatz T'dS = dU — pdV = CydTl + (L—g—‘b/ - — p)dV benutzten.
Wegen T > 0 folgt daraus

Cy >0, Positivitidt der spezifischen Wiarme Cy, (3.6.6)

als wichtige thermodynamische Aussage.
AUFGABE: Zeige (z = z(y, z) etc.)

L, e

dy ox 7 9y . 0z , Ox

z

=1 (3.6.7)

3.6.2 Determinanten-Kalkiil

Vgl. LANDAU-LIFSHITZ. Wir definieren fur zweikomponentige Funktionen von zwei
Variablen, f(x) = (u(z,v),v(z,y)), die Jakobi-determinante, d.h. die Determinante der
Jakobimatrix (Funktionalmatrix)

(u, Ou  Ou
683 = deth(x)EE% %z@ (3.6.8)
Es gilt die Kettenregel flr zwei hintereinandergeschaltete Funktionen
fle(x)) = (ut(z,y),s(x,y)), v(t(z,y),s(z,y))) (3.6.9)
Df(g(x))] = [Dfl(g(x)[Dg](x) (3.6.10)
det D [f(g(x))] = det[Df](g(x)) det[Dgl(x) (3.6.11)
Ou,v) _ Hgu v gRdt S 9(u,v) A, s) 2612
Moy - D B DHE o B oagawy GO
Nutzliche Regel B:
0wy) _ I%I—” - (3.6.13)
oz, y) Ox y' o

? Hier ist f(x) = (u(z,y),v(z,y)) mit v(z,y) = y, deshalb ¥ = 0 und g—; = 1, woraus die angegebene
Formel folgt.
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3.6.3 Isotherme Kompressibilitit

Jetzt konnen wir fur das Minimalprinzip der inneren Energie schreiben

32_(] 92U 8%DL—3’L

0<Hasz aves H= 5 v> ov s _ 9T, —p) _ OT,p) T,V)
i (5, V) oS, V) a(T,V) a5, V)

C1 1]

dp oaT

= % o _ (3.6.14)
oV T oS % CV %_\; .

Wegen T > 0, Cy > 0 folgt fur die Positivitat der isothermen Kompressibilitéit

, isotherme Kompressibilitat (3.6.15)

als eine notwendige Stabilitdtsbedingung fur Gleichgewichtszustande.

3.6.4 Minimalprinzip der Freien Energie

Wir lassen der Einfachheit halber wieder N konstant. Dann gilt fur die partiellen Ablei-
tungen der Freien Energie F(T,V) wegen dF = —pdV — SdT

]

O?F(T,V) '%'s T

7 = - = =-—_<0 (3.6.16)
o172 T v Cy

PRTV) _ _Z_;P =t oy (3.6.17)
V2 B o o Ver 7 o

vgl. Gl. 3835) und Gl. (36.15). Deshalb ist die Freie Energie konkav in 7' und
konvex in V. Wegen der Konvexitdt in V' bei festem T gilt insbesondere das

Minimalprinzip der Freien Energie Die Freie Energie F' fur einen Gleichgewichts-
zustand (V, T ist bei fester Temperatur 7' (Wdrmebad!) minimal relativ zur Summe der
Freien Energien der gehemmten Gleichgewichtszustanden (V1,7), (V — V4, T).

3.7 Enthalpie. Joule-Thomson-Prozess

3.7.1 Definition der Enthalpie
Gegeben sei die Energie U = U(S,V, N). Statt des Volumens den Druck einfuhren,

Enthalpie H
I%[I] 1

H=U+pV =UE.V.N) - 5> V (3.7.1)
S,N

Die Enthalpie eignet sich wegen
dH =TdS + Vdp + udN (3.7.2)

sehr gut zur Beschreibung von Prozessen, die bei konstantem Druck ablaufen, insbeson-
dere dem wichtigen
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3.7.2 Joule-Thomson-Prozess

Technisch ist dieser wichtig als Teil-Modell bei der Verflussigung von Gasen (Linde-
Verfahren). Im Modell geht ein Gasvolumen V; unter stets konstantem Druck p; rechts
in ein neues Volumen V5 links unter stets konstantem Druck p; Uberﬁ Bei adiabatischer
Isolierung findet kein Warmeaustausch statt. Die verrichtete mechanische Arbeit ist
1 V1 — poVh, deshalb ist U, — Uy = AU = AW = p1 Vi — po Vo ((p1Va: von aussen Arbeit
am System verrichten, erhoht die innere Energie des Gesamtsystems, —p»,V> wird vom
Gesamtsystem als Arbeit nach aussen verrichtet). Deshalb ist bei diesem Prozess

Hy = H,, (3.7.3)

d.h. die Enthalpie ist konstant.

Jetzt betrachtet man eine Version, wo sich die beiden Drlicke nur infinitesimal unter-
scheiden, und fragt nach der Temperaturanderung beim Ubergang von links nach rechts,
d.h. dem

0= IT?;I—? , Joule-Thomson-Koe [zieht (3.7.4)
H

Etwas ungewohnt ist jetzt das Potential H konstant in dieser Ableitung, die allerdings
elegant umgewandelt werden kann: Man geht zu den (angenehmeren) Variablen 7" und
p Uber,

11
I%I 1 O(T,H) (T, H) OH
or  _ oI H) _e@p _ _ oTp _ _ P = (3.7.5)
- T o H) T ApH) T ToH e
o u o, 1) 56 2.1 aT p

Sy
Eine der Ableitungen ist einfach (N= const hier), ndamlich 7 b= C,, nach Definition
Gl. (@53). Weiterhin aus
C_ 101 C_ 101
oS

dH = TdS+Vdp=T( 5 dT+ ‘Z—S dp) + Vdp (3.7.6)
- P

ot o8

~ = =V+T — . 3.7.7
b . . (3.7.7)
3.7.3 Maxwell-Relationen
11
Es zundchst so aus, als konne man die Ableitung g—i nicht weiter vereinfachen.

Das ist allerdings nicht der Falll Wir wollen hier die Ableitung der Entropie S(p,T)
loswerden und durch etwas Einfacheres ersetzen. Wir sind in den Variablen (p,T"). Die
Entropie kann man durch Ableitung eines geeigneten thermodynamischen Potentials

3 Das ist anders als z.B. beim Einstromen von Gas aus Vi, p1 links in ein Vakuum rechts, im dem sich
ein Druck erst aufbaut (anfinglich po = 0, danach p2 = p1), vgl. Aufgabe 5, Blatt 2.
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ausdrucken, das von (p,T") abh@ngt. Man besorgt es sich durch Legendre-Transformation
des 1. Hauptsatzes,

dU = TdS —pdV, jetzt swap T mit S und p mit V (3.7.8)
G = U-TS+pV, Legendre-Trafo nach gewunschten Variablen
dG = —%%l;#ﬂp, G heillt Gibbs-Potential
S = — a—g , S aus Potential in richtigen Variablen erzeugt
1 P 1
I%I—S = — G _ — G _ — I%I—V Ableitungen vertauschen.(3.7.9)
W opOT ~  OTop or ’ A5
m GO
Zusammenhange wie g_s = — %p  folgen also aus der Vertauschbarkeit der 2.
P 7 p

Ableitungen thermodynamischer Potentiale. Diese Zusammenhange werden Maxwell-
Relationen genannt.

3.7.4 Inversionskurve beim Joule-Thomson-Prozess

Der Joule-Thomson-Koe [zieht kann jetzt durch die Zustandsgleichung p = p(V,T) und
C,, ausgedruckt werden! Es gilt also

(3.7.10)

Es folgt sofort, daf der Joule-Thomson-Koe [zieht fur ein ideales Gas Null ist. Fur § > 0
erfolgt Abkuhlung bei Druckabnahme, d.h. Entspannung (Spraydose), fur § < 0 erfolgt
Erwdrmung bei Entspannung (Ypfate beim Ausstromen von Wassersto [,_/gl. SOM-

MERFELD). Die Kurve § = %—Z " = 0 im p-T-Diagramm heifit Inversionskurve.

Fur das van-der-Waals-Gas ldaRt sich hierfur eine gendherte Kurve in Form einer Para-
bel ableiten (GREINER). Man kann mittels der Virialentwicklung, Gl. (1.4.3) und dem
zweiten Virialkoe [ziehten wiederum in Ndherung (REIF) herleiten, daf3

L s
T

) — T

o 5 G, 0

— () . (3.7.11)

3.8 GroBkanonisches Potential
Vor allem spdter wichtig fur die Statistik. Man definiert es als
Grof3kanonisches Potential
Q(T,V,) =U — TS — uN. (3.8.1)
Interessant ist die entsprechende Homogenitatsrelation, vgl. Gl. (Z5.8),

Q(T,V,u) = —pV. (3.8.2)
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3.9 Gibbs-Potential

War uns schon beim Joule-Thomson-Experiment begegnet und ist insbesondere nutzlich
fur Systeme mit mehreren Komponenten (s.u.). Man definiert

Gibbssches Potential (Freie Enthalpie)
G(IT,p,N)=U—-TS +pV, (3.9.1)
die entsprechende Homogenitdtsrelation ist

G = uN. (3.9.2)



4. PHASENUBERGANGE UND KRITISCHE
PHANOMENE

4.1 Einleitung

Die Thermodynamik eines einfachen Sto [eslwird durch die Entropie S(U, V, N) beschrie-
ben. Im Gleichgewicht mufR Stabilitat herrschen (deshalb ist S konkav). Es kann vorkom-
men, dal} die Entropieflache S(U, V, N) flache Stiicke enthdlt, was immer noch konsistent
mit der Konkavitat ist. In solchen Féllen konnen thermodynamische GrolRen unstetig
werden (z.B. das Volumen als Funktion des Drucks bei konstanter Temperatur). Expe-
rimentell stellt sich heraus, daR man es dann mit der Koexistenz mehrerer Phasen des
Stolesl zu tun hat.

4.1.1 Experimenteller Befund (Beispiel)

vgl. SOMMERFELD Paragraph 16. Mit Wasser geftllter Zylinder im Warmebad kon-
stanter Temperatur 7', anfangs Kolben auf Wasseroberflache. Volumen vergrofiern durch
Hochziehen des Kolbens fuhrt zu Aufspalten in zwei Phasen (Wasser und Wasserdampf),
so dall der Druck p unabhdngig vom Volumen V' konstant bleibt. Volumen sehr stark
vergroBern: alles wird zu Wasserdampf, der dann weiter expandiert wird. Volumen sehr
stark verkleinern: alles wird zu Wasser, das dann weiter komprimiert wird. Der Ubergang
(reines Wasser - Gemisch - reiner Wasserdampf) wird als Phaseniibergang 1. Ord-
nung bezeichnet.

4.1.2 p-V-Diagramm, Potentiale bei Koexistenz fliissig-gasformig

Aus den experimentellen Befunden folgt die Existenz horizontaler Abschnitte im p-V/-
Diagramm mit den entsprechenden Konsequenzen (z. B. Bild 2.5., STANLEY ‘Introduc-
tion to Phase Transitions and Critical Phenomena”): lineares Stiick in der freien Energie
F(V), Knick im Gibbs-Potential G(p), Sprung im V-p-Diagramm.

4.1.3 Kiritische Temperatur 7T,

Experimenteller Befund: Im p-V-Diagramm horen die horizontalen Abschnitte oberhalb
einer kritischen Temperatur 7, auf. Der Ubergang (Existenz horizontaler Abschnitte -
Nichtexistenz horizontaler Abschnitte) wird als Phaseniibergang 2. Ordnung (kriti-
sches Phinomen) bezeichnet. Kritische Phanomene gehtren mit zum Interessantesten,
was die Physik zu bieten hat.
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Fig. 4.1: (Stanley, ‘Introduction to Phase Transitions and Critical Phenomena”, Fig. 2.5)

4.2 Clausius-Clapeyron-Gleichung

Einer der frihen Erfolge der Thermodynamik. ‘Grundpfeiler der Wadrmelehre und der
physikalischen Chemie’ (BECKER). Wir wollen die Kurve p(1") im p-T-Diagramm fin-
den, deren Punkte den Phasentibergangen 1. Ordnung, d.h. den horizontalen Abschnitte
im p-V-Diagramm (Koexistenz flussig-gasformig) entspricht.

Herleitung (BECKER): System in [£.1.1] als Carnot-Maschine (reversible Dampfma-
schinel) im p-V Diagramm auf horizontaler Abschnitte zwischen V5, (vollstandig flussige
Phase) und V; (vollstdndig gasformige Phase): isotherme Expansion bei 7', Verdamp-
fungswirme () zufuigen. Adiabatische Expansion auf 7' — dT'. Isotherme Kompression
bei 7" — dT', dann wieder adiabatische Kompression zum Ausgangspunkt. Deshalb mit
Carnot-Wirkungsgrad n, dT klein gegenuber T,

_T—dT _ A _ (- Vo)dp

=1 4.2.1

U T 0 0 (4.2.1)

dp = @ Clausius-Clapeyron-Gleichung. (4.2.2)
dT (VL —=W)T’

AUFGABE: Herleitung aus horizontalen p(V)-Abschnitten im p-V'-Diagramm und dem
entsprechenden linearen Teil der freien Energie F'(V,T). Hinweis: Verdampfungswarme
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Q als TAS, (AS Entropiedi [erknz) ausdrucken.

4.2.1 N&herungslésung

Annahme @ = const, V3 — V, =~ V = Volumen der gasformigen Phase, die als ideal
(pV = NkgT) angenommen wird. Dann

dp _ Q@ _ Qp
dT VT2 NkpT?

__Q
~ p(T) = poe N*BT. (4.2.3)

4.3 Das van-der-Waals-Gas

Phanomenaler fruher Erfolg (1873, Doktorarbeit von van-der-Waals) einer phdnomeno-
logischen Theorie mit zwei Parametern (a und b), die (nach etwas Modifikation, s.u.)
Phasenubergange (1. und 2. Ordnung) tausender von Systemen (gasformig/flussig) be-
schreibt, frihes ‘Highlight’ der theoretischen Physik . Bedeutend als

e Theorie der ‘realen’ Gase.

e ‘Universelle Theorie‘: kein ‘wildes Herumfitten’ fUr jedes neue System (‘Gesetz der
korrespondierenden Zustande”).

e Fruhe Erkldrung eines kritischen Phanomens, allerdings mit den ‘falschen’ (mean-
field) Exponenten.

4.3.1 Zustandsgleichung

Modifizierte Idealgas-Zustandsgleichung,
1 , 1

mit Konstanten a« > 0, b > 0. Phdanomenologisch ist Nb das durch die endliche Mo-
lekulgrofle ausgeschlossene Volumen, und der ‘E [eKtiv”-Druck im Innern ist grofRer als
Druck auf die Wand (Molektile werden durch attraktive, langreichweitige Wechselwir-
kungen ins Innere gezogen), deshalb ‘Kohdsionsterm’ a{\,f—j > 0.

4.3.2 Instabilitit

Instabile Bereiche im p-V/-Diagramm (negative Kompressibilitat) verletzen Stabilitatsbedingung:
Dort versagt die van-der-Waalssche Zustandsgleichung. Desweiterem in diesem Bereich:

e Freie Energie F(T,V) wird konkav im Volumen V' im Widerspruch zum Minimal-
prinzip, vgl. 3.6.4

e Gibbs-Potential G(T',p) wird mehrdeutig in p im Widerspruch zur Eindeutigkeit
einer Funktion.
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Die Mehrdeutigkeit von G(T,p) im instabilen Bereich ldt sich auf die Mehrdeutigkeit
von V(p) zuruckfuhren (vg. CALLEN). Zusammenhang mit Katastrophentheorie.
Deshalb

4.3.3 Modifikation der Zustandsgleichung

im instabilen Bereich (durch Maxwell), so daB eine thermodynamisch gultige Beschrei-
bung im gesamten p-V/-Diagramm moglich ist. Idee: Die so modifizierte van-der-\Waalssche
Zustandsgleichung beschreibt Phasenubergang 1. Ordnung zwischen flussiger und gasformiger
Phase.

Zwei mogliche Vorgehensweisen:

1. Ersetze freie Energie F'(V,T) durch ihre konvexe Hulle, d.h. Stutzgeraden von
unten zwischen V5> und Vi an die Kurve F'(V,T = const) im instabilen Bereich. Im
p-V-Diagramm wird ein Teil der p(V)-Kurven dann durch eine Gerade (Maxwell-
Gerade, siehe Bild).

2. Ersetze mehrdeutiges Gibbs-Potential G(T',p) durch den jeweils kleinsten Zweig
im Einklang mit Minimalprinzip fur G(T,p). Dann hat G(T,p) fur festes 7" einen
Knick bei einem bestimmten Druck p (Bild).

Mit der ersten Methode folgt fur die horizontalen Stticke im p-V/-Diagramm

) )
(Vi —Vo)=F—-Fi = dF=— pdV (4.3.2)
1 1

Geometrische Interpretation: Maxwell-Gerade separiert die ursprlingliche van-der-Waals-
Kurve so, dal’ die Flachen oben und unten gleich sind (Maxwell-Konstruktion).

4.3.4 Kritischer Punkt

aus Diskussion der kubischen Gleichung .31, siehe z.B. NOLTING. Es existiert ein
kritischer Punkt (p., V., 1.), der durch

T et

~Ver)t= = =0 =T.=0 4.3.3
( f{T) 8‘/ e ) 8‘/2 ( )
charakterisiert ist.
1]
e Wegen g—{’} = 0 ist am kritischen Punkt
T=T¢
kr =00, T =T, Kompressibilitat divergiert. (4.3.4)

e FUr T > T, gibt es keine Instabilitaten (keine Maxwell-Geraden) und deshalb
keine Phasenubergange 1. Ordnung mehr zwischen den zwei Phasen (flussig und
gasformig), die sich flr 7" < T z.B. durch ihre Dichtedi Lerenz pf —pg unterscheiden.
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Definition Ein Ordungsparameter ist eine Funktion von thermodynamischen Varia-
blen f(T,...), die fur alle Temperaturen oberhalb einer kritischen Temperatur T, ver-
schwindet, f(T' > T,,...) =0.

Bei T' = T, tritt ein Phasenubergang 2. Ordnung ein. Man findet durch Rechnung fur
das van-der-Waals-Gas

a 8a
= 72" V., =3bN, kpT.= —. (4.3.5)

Pe 27b

4.3.5 Gesetz der korrespondierenden Zustinde

Wir fuhren dimensionslose Parameter ein:
p/pe=P, V/V.=V, T/T.=T, (4.3.6)
in denen sich die Zustandsgleichung schreibt als
(P+3/V>)(3V —1)=8T. (4.3.7)

In Einheiten der kritischen Parameter p. etc. haben alle van-der-Waals-Gase die gleiche
Zustandsgleichung, unabhangig vom Wert der Parameter a und b. Das heift, Fluide mit
denselben Werten P, V und T sind in korrespondierenden Zustanden.
Ein Kombination der Parameter ist
PVe

Z. = T = =0.375, v.-d.-Waals Gas (4.3.8)

| w

= o

, ideales Gas. (4.3.9)

4.4 Kritische Exponenten

Diese beschreiben das Verhalten eines thermodynamischen Systems in der Nahe der
kritischen Temperatur, d.h. fur kleine

(4.4.1)

Wichtig fur Vergleich Experiment-Theorie! Universalitat: Die kritischen Exponenten fur
eine bestimmte thermodynamische Grole sind gleich fuir viele, mikroskopisch sehr unter-
schiedliche Systeme. Die Grunde hierfur sind tiefliegend und werden im Rahmen weiterer
Theorien (Skalenhypothese, Renormierungsgruppen-Theorie) untersucht.

4.4.1 Kiritische Exponenten beim van-der-Waals-Gas

Sie konnen aus der Zustandsgleichung (P +3/V2)(3V — 1) = 8T gewonnen werden. Dazu
fuhrt man neue Variablen in der Ndhe des kritischen Punktes ein,

P=P-1 v=V-1 e=T-1 (4.4.2)
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Im folgenden schreiben wir p statt p’. Dann haben wir
(p+1+3/(v+1)?)(3Bv+2) =8(c + 1). (4.4.3)

Wichtig ist allerdings das Auftreten der Bifurkation bei 7" < T, d.h. das Aufspalten in
zwei unterschiedliche Phasen (flussig/gasformig). Fur 7" > T, sind die folgenden Expo-
nenten entlang der van-der-Waals p(V')-Kurve zu berechnen. Fur T' < T, sind sie entlang
der zwei Bifurkations-Zweige zu berechnen (BILD, vgl. auch NOLTING), und fur T' = T,
entlang der Kkritischen Isotherme.

4.4.1.1 Kritische Isotherme, Exponent §
Definiert tber
p="Dl|(p - pc)/pc\5sgn((p —p)) T=T, v—0p—0, (4.4.4)

beschreibt dieser Exponent das Verhalten der kritischen Isotherme in der N@he von
(Ve, pe). Ublicherweise benutzt man hier die DichtediLerenz (p — p.)/pe, vgl. STANLEY,
die man aber in die Volumeng@nderung umrechnen kann,

1 1 1 1= 1
Prpe Xy Ty T T T vl
Fur T = T, konnen wir die van-der-Waals-Gleichung ohne Maxwell-Konstruktion ver-

wenden. Durch Entwickeln findet man (NACHPRUFEN!)

—1=—v+ 0. (4.4.5)

3
p= —§v3 + O(®w*), Exponent § = 3, (4.4.6)

was bereits wegen der kubischen Form der van-der-Waals-Kurven zu erwarten war.

4.4.1.2 Kompressibilitat, Exponenten ~, v/
Definiert uber (vgl. STANLEY)

1] ,
C'(—e)7(@+.) T<T,

CeL+.) T>T.V=V. (4.4.7)

ke /K9 =

mit der isothermen Kompressibilitdat des idealen Gases bei (p, T, V) = (pe, T, V2.),

i 1
pid = = 4.4.8
T= (4.4.8)
Fur T > T, konnen wir wieder die van-der-Waals-Gleichung ohne Maxwell-Konstruktion
verwenden. Dann ist

P = 8T/@BV —1)—3/V?
o

— = —24T/4+6
oV 7= 1 1
Kp = LoV _ ~1 =¢ 1, Exponent y=1. (4.4.9)

Vw71
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4.4.1.3 Ordnungsparameter pg — pg, Exponent 3
Definiert Uber

pi—pg =Bt7, t—0". (4.4.10)

Die Berechnung hier ist etwas komplizierter, da man jetzt unterhalb 7 ist und im Prinzip
die Maxwell-Konstruktion durchfihren muf3. Man kann aber wieder um kleine Abwei-
chungen um den kritischen Punkt (p., T¢, V) herum entwickeln und findet (AUFGABE)

Exponent 5 =1/2. (4.4.11)
4.4.1.4 Spezifische Wdrme, Exponenten a, o/
Definiert Uber (vgl. STANLEY)

':)1'( ) YL+ ) T<T
. _6 - + ces < C
Cv = Aol +.) T>T., V=V, (4.4.12)

Fur T > T, konnen wir wieder die van-der-Waals-Gleichung ohne Maxwell-Konstruktion
verwenden. Dann ist

Exponent o = o/ = 0. (4.4.13)

4.5 Magnetische Systeme
In diesen lautet die DiLerkntialform der reversiblen Arbeit
dW = HdM (4.5.1)

mit den Betrdgen H des Magnetfelds und dem Betrag M der Magnetisierung, vgl. STAN-
LEY, CALLEN. Wir haben also im Vergleich zu den bisher betrachteten Systemen (Flui-
den/Gasen) die Analogie

Vs—-M, p— H. (4.5.2)
Entsprechend lautet der 1. Hauptsatz
dU = 6Q + HdM. (4.5.3)

Die thermodynamischen Potentiale werden ebenso entsprechend modifiziert, z.B. F'(T', M) =
U — TS freie Energie und G(T,H) = U — TS — HM Gibbs-Potential.

In Analogie zu den Warmekapazitdaten, Kompressibilitdt etc. hat man (wir schreiben
jetzt E fur die Enthalpie)
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Magnetische Response-Funktionen

ou
Cy = 7 , spez. Warme, M const (4.5.4)
gE
Cy = ErR spez. Wdrme, H const (4.5.5)
gM
Xr = i isotherme Suszeptibilitat (4.5.6)
%}Eﬁ
xXs = —— , adiabatische Suszeptibilitat (4.5.7)
QH
&MEE
Es gilt (AUFGABE)
XT(CH — CM) = Toz%{. (4.5.9)

4.5.1 Phaseniiberginge bei magnetischen Systemen

Wiederum durch Nichtanalytizitdten in den Potentialen: BILD, Gibbs-Potential und M
als Funktion von H fur T' > T,., T < T.. Freie Energie und H als Funktion von M fur
T>1T., T <T. Man hat also

M(H —07) =0, oberhalb T, (4.5.10)
M(H — 07) #0, unterhalb 7.: endliche Magnetisierung . (4.5.11)

4.5.2 Kritische Exponenten

In Analogie zum van-der-Waals-Gas wiederum mit e = 7/7T, — 1,

M H —0) (—%}5, Ordnungs-Parameter (4.5.12)
—e) T <T.
XT ( 6_)7 TsT (4.5.13)
(—e) ™ T ;
— —e)~ ¢ < ¢
Cyg(H=0) « o TST (4.5.14)

4.5.3 Exponenten-Ungleichungen

Am einfachsten fur magnetische Systeme herzuleiten (STANLEY, NOLTING), gelten
sie jedoch allgemein.
Wir gehen aus von x7(Cy — Cy) = Ta%, Gl. @539) und

2
v _ o5l __oF

- — = F konkav in T, 45.15
oT 5, 0T, 72 — 7 ( )

C]\/[E
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wobei wir die Di[erkntiale

08 08
dU = TdS+ HdM = T8_TdT+ a—MdM+HdM

dFF = =-5SdT'+ HdM (4.5.16)
benutzt haben. Deshalb gilt die Ungleichung

Ta? Ta?
Cpy==-2H 40y, > 200, (4.5.17)
% Xr

Desweiteren gilt in der Nahe von T,

Cy x (=)™, xro(—e)™", agox (-’ (4.5.18)
Wir benutzen jetzt das folgende
Lemma Sei f(z) < g(z) und f(z) o z* und g(z) o z? fur z — 0*. Dann folgt A > ¢.

Damit folgt in unserem Falle 2(3 — 1) ++' > —a’ oder

o' +23++'>2  Rushbrooke-Ungleichung , (4.5.19)

vgl. die Anekdote in STANLEY.

Weitere Ungleichungen (Coopersmith, Gri [Xh] Buckingham-Gunton, Fisher etc.)
gibt es ebenfalls. Spdter stellt sich heraus (Skalenhypothese), dal} aus den Ungleichungen
Gleichungen werden.



5. STATISTISCHE MECHANIK

5.1 Grosse Systeme

Systeme mit einer sehr groRen Zahl F' > 1 von mikroskopischen Freiheitsgraden. Haufig
spricht man auch von makroskopischen Systemen. Diese Definition ist naturlich un-
scharf: Abhdngigkeit von der ‘mikroskopischen Tiefe’ der Betrachtung. Beispiel Gas aus
N Molekulen, Molekule aus M Atomen, Atome aus () Quarks, Quarks aus ... etc. :
‘Abwdrts-Hierarchie’ wird Ublicherweise auf einer bestimmten Ebene abgebrochen.

Abhangigkeit vom Standpunkt, Beispiel: ein Sandkorn, Masse 1 Gramm. Aus Sicht
der Atomphysik makroskopisch. Aus Sicht der Geophysik mikroskopisch ~~ Unterschei-
dung mikroskopisch / makroskopisch ist nicht absolut.

Frage: welche Aussagen lassen sich mit Hilfe mikroskopischer Theorien (Hamiltonsche
Mechanik, Quantenmechanik) Uiber grosse Systeme machen?

5.1.1 Klassische Hamiltonische Systeme

System mit F' > 1 Freiheitsgraden, verallgemeinerte Koordinaten g¢s,...,qr und verall-
gemeinerte Impulse ps,...,pr und Hamiltonfunktion H(q, p) (¢ Vektor aller ¢;, p Vektor
aller p;), Hamiltonsche Gleichungen

_9H . _ 0H

= P = — . 5.1.1

i

Der 2F-dimensionale Phasenraum des Systems wird traditionell auch als '-Raum be-
zeichnet (redundante Definition?).

Definition: Anfangswertaufgabe Gegeben (¢,p) zur Zeit t = to. Bestimme (q,p)
gemass den Hamiltonschen Gleichungen zur Zeit t # to.

Bemerkung: normalerweise ¢t > tg, aber man kann auch rtickwarts in der Zeit entwickeln.
Zeitentwicklung beschreibt Trajektorie (Kurve) im Phasenraum.

e PROBLEM 1: Die Anfangswertaufgabe kann in den meisten Féllen praktisch nicht
gelost werden. Selbst wenn man (q,p) zur Zeit t = to kennt, weiss man fur ¢ # tg
dann schon nicht mehr, wo sich das System im IM'-Raum befindet.

e PROBLEM 2: Ein (Anfangs)-Zustand (q,p) kann praktisch gar nicht prapariert
werden.
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5.1.2 Quantenmechanik

System mit F'+ F > 1 Freiheitsgraden (Fs Spin-Freiheitsgrade), verallgemeinerte Koor-
dinaten ¢1,...,gr und verallgemeinerte Impuls-Operatoren p1,...,pr und Hamiltonoperator
H. Schrodinger-Gleichung fur Wellenfunktion |W(t))

oW (1)) = H[W(@)) (5.1.2)
im Hilbert-Raum.

Definition: Anfangswertaufgabe Gegeben |W(to)), bestimme |W(t)) gemdss der Schrodinger-
Gleichung.

Bemerkung: normalerweise ¢t > tg, aber man kann auch rtickwarts in der Zeit entwickeln.

Definition: Spektralaufgabe Lose das Eigenwertproblem HY = EW (Bestimmung
aller Eigenwerte und Eigenvektoren von H).

AUFGABE: diskutiere, inwiefern folgendes gilt: a) Spektralaufgabe gelost ~ Anfangs-
wertaufgabe geldst. b) Anfangswertaufgabe gelost ~~ Spektralaufgabe gelost.
Wie in der klassischen Mechanik hat man:

e PROBLEM 1: Die Anfangswertaufgabe kann in den meisten Féllen praktisch nicht
gelost werden.

e PROBLEM 2: Ein (Anfangs)-Zustand kann praktisch gar nicht prapariert werden.

Zusatzlich in der Quantenmechanik: die Spektralaufgabe kann in den meisten Féllen
praktisch nicht gelost werden. Abschatzung (£; = 0): Losung erfolgt im Hilbertraum
Hi ® ... ® Hp. Schon fur F' = 1 i.a. nicht losbar wegen dim(H1) = oo (unendliche
Matrix) ~ hier ist die Theorie schon z.B. fur ein Teilchen in einer Dimension am Ende.
Annahme einer Ndherung dim(H;) — d, dann Eigenwertproblem fur d*-dimensionale
Matrix, z.B. d = 10, ' = 102 fuihrt auf ¢f' = 101°”, eine riesige Zahl:

5.1.3 Turm-Zahlen: power-towers
Ublicherweise hat man Potenzformen wie

N =10%, (5.1.3)

das ist bereits eine grosse Zahl. Jetzt kann man sich aber auch fur ‘grossere’ Zahlen
interessieren, wie z.B.

N = 100" (5.1.4)
etc. Es gilt z.B.
102 = (10'%)(10'%), aber
1010 = 10(10')(01) — 410" @O, (5.1.5)

Im zweiten Fall ist der Unterschied zwischen einer 10 und einer 20 im Exponenten schon
viel gewaltiger.
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5.1.3.1 Power-Towers

Man definiert (vgl. http://mathworld.wolfram.com/PowerTower.html) a 17 k, k = 1,2, ...
als ‘a hoch a hoch ... 2’ (k mal, @ 1T 1 = a) und bezeichnet diese Zahl als den power-
tower der Ordnung k.

Interessant ist z.B. das analytische Verhalten von Funktionen wie z 77 k oder (e*) 11
k, sowie unendliche power-towers wie

hz) =z 17 oo. (5.1.6)

5.1.3.2 Zusammenhang mit der Statistik

Man konnte versuchen, eine Klassifizierung vorzunehmen:

1. Klassische Hamiltonische Systeme fuir F = 10 17 2 Freiheitsgrade fuhren auf DGL-
Systeme 1. Ordung der Grosse 2F, Losen bis zur Zeit T' mit Aufwand, der durch grosse
Zahl ~ 2T F = 2710 17 2) bestimmt wird.

2. QM Spektralaufgabe fur F' = 10 17 2 Freiheitsgrade mit Hilbertraum der Di-
mension d fur jeden Freiheitsgrad fuhren auf d*-dimensionale Matrix, z.B. d = 10 mit
a =1017 3.

Power-Tower-Exponenten hier ‘nur’ k£ = 2 (Klassik) bzw. k£ = 3 (QM). FRAGE: In
welchen Bereichen der Physik gibt es hohere k ?

5.1.4 Fazit

Die Spektralaufgabe ist praktisch nie lgsbar. Es gilt also folgende Aussage: die mikro-
skopische Beschreibung von Systemen mit einer (sehr) grofRen Zahl von Freiheitsgraden
ist i.a. nicht durchfthrbar.

Mdoglicher Ausweg: Maschine, die 1. das gesamte Spektrum eines gegebenen Hamilto-
nians liefert und 2. damit physikalisch relevante Grossen (wie z.B. die Siedetemperatur
von Wasser bei 1 atm) berechnet. Erster Punkt vielleicht irgendwann moglich (Quan-
tencomputer?), aber Realisierung des zweiten Punktes schwer vorstellbar.

Erfolgreiche Auswege in der Physik bisher:

e phanomenologische Theorie: Thermodynamik

e statistische Methode

5.2 Die statistische Methode

vgl. auch z.B. HUANG. Ansatzpunkte zur Behandlung grosser Systeme:

1. ANSATZPUNKT: vollstandige mikroskopische Information Uber ein gegebenes
System ist o[edsichtlich i.a. nicht verfuigbar. Dieses ist (wahrscheinlich) ein prinzipi-
elles Problem (nicht durch bessere Computer, bessere mathematische Methoden etc.)
Iosbar. Deshalb Abschied nehmen vom ‘mechanistischen Denken’ und sich stattdessen
mit weniger zufrieden geben.
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2. ANSATZPUNKT: motiviert durch die Thermodynamik, wollen wir uns nur fur
ein paar wenige Eigenschaften (makroskopische Observablen A) des Systems interes-
sieren. Fuhrt auf Frage des Messprozesses, selbst schon in der klassischen Mechanik.
Beispiel: Observable A = N, = Teilchenzahl in einem Teilvolumen v eines Gases mit
Gesamtvolumen V, Teilchenzahl IV, Energie F als abgeschlossenes System. Mikroskopi-
sche Berechnung mittels

I |
p(x) = 0(x — x;), Teilchenzahldichte. (5.2.1)
=1
e klassisch:
L1 y—y
N,() = %z  0(x —x;(t)) (5.2.2)
v i=1

mit x;(¢) aus den Hamiltonschen Gleichungen.

e quantenmechanisch
1

No(t) = (@) dPzp(x)|P@)). (5.2.3)

mit |W(t)) aus der Schrodinger-Gleichung.

3. ANSATZPUNKT: Die Observablen A(t) fluktuieren mit der Zeit t. Erfahrung
zeigt, dass diese Fluktuationen sehr klein sind, falls es sich um grosse Systeme handelt
(N > 1 im obigen Beispiel). Im klassischen Fall durchlduft das System auf seiner Tra-
jektorie im '-Raum sehr viele, verschiedene mikroskopische Zustande (¢, p), die A nicht
dndern (QM Fall entsprechend). Sehr viele, verschiedene Mikrozustéinde fuhren zum
selben Makrozustand.

5.2.1 Zeitmittel. Grundannahme der Statistik

Grundannahmen fur Systeme im Gleichgewicht:

e zeitliche Mittelwerte von makroskopischen Observablen A,

— 1 l:ll+t _
A(T,t) = T, dVA{)=A (5.2.4)

sind konstant fur hinreichend lange Mittelung (d.h. hinreichend grosses 7') und
unabhangig vom Anfangszeitpunkt ¢ der Mittelung.

e (Hauptannahme der Statistik): Ersetze die mikroskopische Dynamik, d.h. die Kur-
ve t — q(t), p(t) im Phasenraum bzw. ¢t — |W(¢)) im Hilbertraum, durch

a) eine zeitunabhangige Wahrscheinlichkeitsverteilung f(q, p) im Phasenraum bzw.
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b) eine zeitunabhangige Wahrscheinlichkeitsverteilung p,, fur Eigenvektoren |¢,)
von H|¢y,) = E,|1,) im Hilbertraum.

Annahme: dann gilt

1
A = dgdpA(q.p)f(q.p), Klassisch (5.2.5)
_ 1

A = Prn{Un|Altn), quantenmechanisch, (5.2.6)

n

d.h. samtliche zeitliche Mittelwerte A makroskopischer Observablen A werden -
anstelle einer mikroskopischen Berechnung - als Mittelwerte mit Wahrscheinlich-
keitsverteilungen berechnet.

Hauptaufgabe der Statistik ist die Begrindung und Herleitung dieser Wahrschein-
lichkeitsverteilungen derart, dass Konsistenz mit der zugrundeliegenden mikroskopischen
Theorie besteht. Die Verteilungen hangen stark von weiteren makroskopischen Bedin-
gungen ab (z.B. Unterschied o [edes, geschlossenenes oder abgeschlossenes System). Das
fuhrt direkt zur Ensembletheorie.

5.3 Mathematischer Einschub: Zufallsvariablen |

(vgl. z.B. BRONSTEIN.)

5.3.1 Zufallsgrossen

Eine diskrete Zufallsgrosse X kann die Werte z1, z2, ..., x4 mit den Wahrscheinlichkeiten
pn = P(X =x,), {p,} Wahrscheinlichkeitsverteilung (5.3.1)
annehmen (P steht fur Wahrscheinlichkeit). Es gilt

1
pn, =1, Normierung. (5.3.2)

n=1

Eine kontinuierliche Zufallsgrosse X mit Werten zwischen —oo und oo nimmt einen Wert
im Intervall [a, b] mit der Wahrscheinlichkeit

(-
Pla<z<b)= drp(z), p(z) heisst Wahrscheinlichkeitsdichte. (5.3.3)

a
Es gilt

-
dzp(xz) =1, Normierung. (5.3.4)

—00



5. Statistische Mechanik 47

Definition Der Mittelwert (Erwartungswert) von einer Funktion f(X) einer Zu-
fallsgrosse X ist definiert als

1

(f(x)) = pnf(zn), diskret (5.3.5)
[

(f(X)) = dxp(z)f(x), kontinuierlich . (5.3.6)

Insbesondere kann man diskrete ZV als Spezialfall von kontinuierlichen betrachten, wenn
man setzt

[ — L —
p(x) = pnd(x — zp) ~ (f(X)) = dep()f(z) = paf(zn). (5.3.7)
n=1 - n=1
Es gilt folgendes
Theorem:
Fur jede ‘vernlinftige’ Wahrscheinlickeitsdichte p(x) gilt
1
lim 1p I%I = i(x). (5.3.8)
e—0¢ €

vgl. z.B. FORSTER, Analysis 3.

5.3.2 Mehrdimensionale Zufallsgréssen

Dieses sind Zufallsvektoren X = (X1, X», ..., X5) mit N Zufallsvariablen als Komponen-
ten und

Dn = Iéb_]XzX), diskret (5.3.9)
o

P(al S 1 S bl, AN S TN S bN) - dl’l...dl’Np(xl, ...,l’N), KBI'&.].O)

ai aN

als Verteilungen (Dichten).
Definition Die Zufallsvariablen X, X», ..., Xy heissen unabhangig, falls

p(z1,...zn) = pP(z1)..pM (zn), kontinuierlich (5.3.11)
pn = P(X=x,)=P(X1=11,)..P(Xy =2n,)=pP..p0, diskret.

5.4 Die Shannon-Information einer Verteilung p,

Radikale Abkehr von mikroskopischer Beschreibung. Ausgangspunkt: man weiss so gut
wie gar nichts Uber das zu beschreibende System. Beschreibung mittels Wahrscheinlich-
keitsverteilungen f(q, p) bzw. p,, die unter VVorgabe bestimmter bekannter Informationen
konstruiert werden.

Wir betrachten nun gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen p,,. Ziel: Vergleich ver-
schiedener Verteilungen.
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5.4.1 Codierungstheorie

(Zweiter Weltkrieg, Entschlusselung von Codes)

Betrachte ‘Nachricht’ aus N Bits ey, ey, ....,en, Wobei das Bit ¢, an der Stelle k& den
Wert 0 mit der Wahrscheinlichkeit p und der Wert 1 mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p
annimmt. Fur lange Nachrichten (grosse N) werden mit grosser Wahrscheinlichkeit p/N
Bits den Wert 0 und (1 — p) N Bits den Wert 1 haben. Solche Nachrichten nennen wir
typisch, alle anderen untypisch. Die Wahrscheinlichkeit fur eine typische Nachricht aus
N Bits ist

PPN = p)A PN = NIl N 5o, W. fur typische Nachricht (5.4.1)
Hier haben wir folgende Definition eingefuhrt:

Definition Die Shannon-Information einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p,, ist de-
finiert als

| —
|

I[p.] = Pa NP < 0. (5.4.2)

Fur Bits mit nur zwei Werten 0 und 1 verwendet man meist den Logarithmus zur Basis
2,

PN - p) N = N (5.4.3)

Ip] = plogyp+ (1—p)logy(1—p). (5.4.4)

Die informationstheoretische Erkenntnis ist hier folgende:

e Typische Nachrichten haben alle die gleiche Wahrscheinlichkeit (N — o0), namlich
pler,ea, ..., en) — 2N12[Pl Es gibt also hochstens 2—V/2[P] typische Nachrichten, zu
deren Codierung man also asymptotisch eine Anzahl von — N I7[p] Bits benotigt!

e FUr p = 1/2 ist Io[p] = —1: es gibt 2V typische Nachrichten, N Bits werden
benotigt. Fur p = 1 ist I»[p] = 0: es gibt eine typische Nachricht der trivialen
Form EyFE1E;...F1, und kein Bits wird zu ihrer Kodierung benotigt: man kennt
die Nachricht ja bereits, wenn sie ankommt.

Fur den Fall d = 2 prazisieren wir:
Definition Die Folge e, ep, ..., en heisst e-typisch, falls
2NEII=E < pley, e, ... en) < 2V PP (5.4.5)

‘Noiseless Coding Theorem’ (Shannon): Fur alle e > 0 und § > 0 existiert ein (gentigend
grosses) N, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine Folge ej, ez, ...,en e-typisch ist,
mindestens 1 — ¢ betragt.
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Entsprechend kann man jetzt statt Bits mit zwei Werten Bit mit d Werten (‘Dits’
oder einfach Buchstaben) nehmen und alles verallgemeinern: Betrachte ‘Nachricht’ aus
N Buchstaben ey, ep, ....,en, Wobei ¢, den Wert E, mit der Wahrscheinlichkeit p,,
o = 1,....d, annimmt. FUr lange Nachrichten (grosse N) werden mit grosser Wahr-
schein%it p1 N Buchstaben den Wert FE4,..., und pyN Buchstaben den Wert E,; ha-
ben ( —; /N = N). Solche Nachrichten nennen wir typisch, alle anderen untypisch.
Die Wahrscheinlichkeit fur eine typische Nachricht aus N Buchstaben ist wieder

PN N N — 0o, W fur typische Nachricht (5.4.6)

Beispiel: Ich mochte eine Nachricht mit N Buchstaben des Alphabets auf Deutsch
an jemanden senden, z.B. einen Te hnitt aus dem ‘Faust’. Analog zu d = 2 jetzt
pler,e2,...,en) — dN1alPl mit I, = _p,log, p.. Die Codierung der Nachricht benttigt
also typischerweise —N1; ‘Dits’, wobei I; mit den Wahrscheinlichkeiten pa,pg, ... fur
Buchstaben in deutschen Texten berechnet werden kann.

AUFGABE: Ermitteln Sie (durch Zahlen oder mittels computerisierten Einscannens
und Schreiben eines entsprechenden Computer-Programms) die Shannon-Information
a) des ‘Faust’, b) der Bibel (Luther-Ubersetzung), c) des Landau/Lifschitz (deutsche
Ausgabe). Sie sollen hier keine aufwendige Statistik betreiben, aber dokumentieren Sie
zumindest, wie Sie lhre Statistik betreiben.

5.4.2 Konstruktion von Verteilungsfunktionen p,

Wir drehen jetzt den Spiess um und betrachten die Verteilung {p,} als zunéchst nicht
bekannte Grosse, die bestimmt werden soll. Ansatz: bestimme p,, so, dass folgendes gilt:

— Samtliche Information Uber die Verteilung sei in Form einer Anzahl N,; vorgege-
bener Mittelwerte a,, von Observablen A gegeben. Dann fordern wir

L 1
1 = pa, formal ansehen als A© =1 (5.4.7)
an = (AM) = paAa!"), n=1,..,Ny (5.4.8)

— abgesehen von diesen Mittelwerte liege keine weitere Information Uber die p, vor.
Wi:vy‘aihlen die p, dann so, dass die Shannon-Information der Verteilung, I[p.] =
o Pa INpe, minimal wird. Fur die Codierungsbeispiele oben bedeute diese Wahl, dass
wir die maximale Anzahl von Bits zur Codierung von Information (‘Nachrichten’) benttigen.
Dieses ist eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen, Losung erfolgt mittels
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Lagrange-Multiplikatoren und Variation.

1 1
I[pa] = Pa Inpa ~ 5I[pa] = (|npa + 1)5pa (5.4.9)
an = paAo{") 0= Aai");épa (5.4.10)
—— 1y —
~0 = Inp, + 1+ A A (5.4.11)
¢ P
_1-)20)_ (n) oM
py = e N7 ai NMda (5.4.12)

Benutzt wurde hier folgendes: Wenn o = 1, ..., d, sind von den d Variationen dp, wegen
der Nj; +1 Nebenbedingungen ja nur d — Nj; — 1 Variationen unabhangig. Die A sind
deshalb so gewdhlt, dass die Koe [ziehten von N,; + 1 der dp,, verschwinden, so dass die
restlichen Jp,, dann frei variierbar sind.

Wir definieren

Zustandssumme 7
h i
E_ My (n) 4 (M
e n=1 a

7 =0 = : (5.4.13)
(0%
so dass die Verteilung korrekt normiert ist:
1 _PNMh)\(n)A(”)i _ _ _
Do = 7€ n=1 “ verallgemeinerte kanonische Verteilung. (5.4.14)

5.5 Die kanonische Verteilung

5.5.1 Bekannte makroskopische Information

Bei zeitunabh@ngigen Hamiltonians sind das die Erhaltungsgréssen: gesamte Ener-

gie, Impuls, Drehimpuls (Spin und Bahn), eventuell weitere (Baryonenzahl etc. je nach
mikroskopischer Tiefe). Von diesen spielt i.a. nur die Gesamtenergie E eine Rolle: linea-

rer Impuls und Drehimpuls kénnen z.B. durch Ubergang in bewegte Koordinatensystem
wegtransformiert werden. Gesamtenergie entspricht nach Noether der Zeit-Translationsinvarianz:
entscheidende Symmetrie fur das Gleichgewicht.

5.5.2 Konstruktion der kanonischen Verteilung

Konstanz der Gesamtenergie entspricht den abgeschlossenen Systemen (mikrokanonisch).
Wir wollen aber auch kanonische und grosskanonische Systeme beschreiben. Bei der ka-
nonischen Verteilung ist die Gesamtenergie nicht konstant, sie hat aber naturlich im
Gleichgewicht einen bestimmten Mittelwert

U = (H). (5.5.1)
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Wir verwenden deshalb unsere allgemeine Methode mit Ny, = 1, p, T_ialfﬁH mit der

Umbepennping AD = 3. Dann bestimmen sich 3 und Z aus U = £+ "H,e PHe und
Z= e PHa Mit H, = (a|H|a) = E, (Energie-Eigenwert) folgt
| I |
Z = e PPa  kanonische Zustandssumme  (5.5.2)
sowie
—BEa
Do = %, kanonische Verteilung (quantenmechanisch) . (5.5.3)

5.5.3 Entropie. Anschluss an die Thermodynamik

Der Anschluss an die Thermodynamik muss wegen derer zentralen Rolle von der Entropie
S ausgehen. Wesentlich ist deshalb ein mikroskopischer Ausdruck fur S. Das ist die
wesentliche Idee von Boltzmann, und daran anknlpfend Planck und Gibbs.
nserer Herleitung der p, haben wir uns stark auf die Shannon-Information I[p,] =
o Pa IN P, gestutzt. Wir haben durch Einsetzen der p,, Gl. (5.5.2),

[ —
I=  palnp,=—InZ—BU. (5.5.4)

[e%
Die Grossen # und Z hangen nur implizit von U ab, und wir konnen schreiben

or

ou
Es hat 3 die Dimension einer inversen Energie, I ist dimensionslos. Das legt den Vergleich
mit der thermodynamischen Beziehung

oS

—B. (5.5.5)

1
WoT (5.5.6)
nahe, und wir definieren deshalb
| I |
S = —kp  palnp, =—kpllp.], Entropie (5.5.7)

(5.5.8)

wobei aus Konventionsgriinden wieder die Boltzmann-Konstante eingebaut wurde.
Hier ist zundchst naturlich alles noch erst vorldufig und muss weiter Uberpruft wer-
den.
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5.5.4 Freie Energie. Ideales Gas (N unterscheidbare Teilchen)
Wir machen einen weiteren Test,
I = —InZ—-pU ~ —kpT'InZ=U —-kgTI=U-TS8, (5.5.9)

da U als Mittelwert der Gesamtenergie gleich der inneren Energie der Thermodynamik
ist, muss also gelten

F=—kgTInZ, Freie Energie . (5.5.10) I

Dadurch ist der Zusammenhang zwischen statistischer Mechanik und Thermodynamik
hergestellt.
Wir berechnen jetzt unser erstes Beispiel:

‘

H= 2" . m; 7m;(i 7 j), ldeales Gas, unterscheidbare Teilchen . (5.5.11)
. m;
=1

Wir nehmen unterscheidbare Teilchen an, weil wir bei ununterscheidbaren Teilchen eine
wesentlich kompliziertere Situation vorliegen haben, die erst verniinftig im Rahmen der
Bose- und Fermistatistik beschreibbar ist (s.u.). Dennoch kann man die jetzt abzuleiten-
den Ausdrucke verwenden, wenn man den sog. Gibbsschen Korrekturfaktor einfuhrt,
den wir spdater noch einmal ausfuhrlicher diskutieren werden.

Die zugehtrigen mikroskopischen Quantenzahlen sind nun die N Wellenvektoren

a <= kg, .., ky, |a) < ki,... . ky), (5.5.12)

die den mikroskopischen Zustand |«) eindeutig festlegen. Die zugehtrigen Energien sind

R ¥/ 232
Ea = <k1, ...,kN’H’kl, ceny kN> = €kiy Eki — Zmz (5513)
i=1 !
Deshalb ist die Zustandssumme Z gegeben durch
Z = Do = exp[—0 (ek, + ... + i)l (5.5.14)
o ki,....kn
= et—%z%)]... et_%zakN ] (5.5.15)
k1 kN
!
= 7, Z= et—ﬁzeki)]. (5.5.16)
i=1 ki

Die Zustandssumme faktorisiert, da die Energien einfach nur additiv sind (es gibt keine
Wechselwirkungen).
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5.5.4.1 Zustandssumme Z; flir ein Teilchen

Wir nehmen an, dass sich alle Teilchen in einem Kasten der Dimension d mit Volumen
L% befinden (z.B. d = 3). Der Wellenvektor k habe kartesische Komponenten ki,...,k,.
— Periodische Randbedingungen: Eine kartesische Komponenten & hat Werte

k= Z%n, n==+14+2 .. (5.5.17)
Die zugehorigen Wellenfunktionen sind laufende, ebene Wellen e***. Wir benutzen
T L4
Lllm 7 f(n/L) = dz f (x) (5.5.18)
) 1 |:__| 1 L4
~ LII—>moo T ) f(k=2mn/L) = e dk f (k) (5.5.19)

— Feste Randbedingungen. Eine kartesische Komponenten & hat Werte

k= %n n=12, .. (5.5.20)
Die zugehorigen Wellenfunktionen sind stehende Wellen sin(kz). Wir benutzen
1 T L
Llim I f(n/L) = dz f (x) (5.5.21)
- n=0 0
R — 1 1 B
~ lim = flk=mn/L) = = dkf(k) = — dk f (k)

L—oo L . T o 2T _o

falls f(k) = f(—k). (5.5.22)

In unserem Fall ist f(k) = f(—k) da die Energie eines Teilchens der Masse m gegeben
ist durch die Summe ¢, = 2QkZ + ...+ k3) /2m. Sowohl periodische als auch feste Rand-
bedingungen geben also im thermodynamischen Limes L. — oo dasselbe Resultat:
Die Zustandssumme fur ein Teilchen faktorisiert in die d Summen fur die kartesischen
Komponenten,

10 L1 0
P € T _ 1
7, = e Plek) o dke PR /2mi  — T (5.5.23)
YIS

K —o0 :
—1
2r 2] L2 . "
A = , thermische Wellenlinge. (5.5.24)
mikBT

Die thermische Wellenldnge ist die de-Broglie-Wellenldnge eines freien Teilchens der
Energie £ = wkpT (check) in einer Dimension. Insgesamt gilt also

5.5.4.2 Zustandssumme

Das ist jetzt einfach (V = L% ist das Volumen)

=
i=1 =1 g

(5.5.25)
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5.5.4.3 Zustandsgleichung
Fur die freie Energie als Funktion von 7', V, N folgt

F(T,V,N) = —kgTInZ(T,V,N)
-

1 1
d ‘W’:zlmi_“l
= —kgT" In — —kgT NInV — 2 m T (5.5.26)
4_? i . 1B
I%lg NkpgT -
B .
~p = = —— = Zustandsgleichun 5.5.27
p WV r v g g ( )
Man bekommt also die Zustandsgleichung des idealen Gases!!
5.5.4.4 Entropie, innere Energie, spezifische Wdrme
Folgt jetzt aus
% 1
S(T,V,N) = — — (5.5.28)
V,N
fiﬂ -
i=1
1
: U d
= =+ = — = — = — . .
U F+TS 2NkBT, Cy T Ny 2NkB (5.5.30)
Insbesondere findet man fur d =3
3 o
Cyv = -Nkp, spezifische Wdrme (5.5.31)

2

(kalorische Zustandsgleichung) unabhangig von 7" und V. Insbesondere hatten wir U =
U(T) (unabhdngig von V') fur das ideale Gas in der phanomenologischen Thermodyna-
mik als gegeben angenommen, hier erhalten wir es direkt als Ergebnis.

5.6 Mikrokanonische Gesamtheit und Fluktuationen der Energie

Jetzt bestimmen wir die p,, fur abgeschlossene Systeme mit konstanter Gesamtenergie E.
Im Folgenden bezeichnen wir die Energien der Mikrozustande « bei fester Teilchenzahl
N mit EY.
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5.6.1 Fall: Diskrete Gesamtenergien F

z.B. endliche Spinsysteme. In diesem Fall p, o gy (Kronecker-Symbol), und Mini-
mierung der Shannon-Information liefert

1
0 = 0p,py (INpa + 1+ A)dp, (5.6.1)
Opay _ Opey | |
~ Py = 5 @ = Q(E’ 7\7)’ mikrokanonische Verteilung  (5.6.2)
N )
ma—
Q(E,N) = 0p,py, mikrokanonische Zustandssumme. (5.6.3)

«

Die mikrokanonische Zustandssumme Q(F, N) gibt einfach die Anzahl aller Eigenzustdande
(Mikrozustéande «) des N-Teilchensystems mit Gesamtenergie £ an. Damit wird die
Entropie zu

| I

Sg(E,N)=—-kp  poalnp, =kpgInQ(E,N), Boltzmann-Entropie (5.6.4)

Zusammenhang mit der kanonischen Verteilung: die kanonische Zustandssumme ist

I l, [C I T 1 1
Z(B,N)= e Pha = oppne P = QE,N)e P (5.6.5)
a E « E

Man hdtte an dieser Stelle gerne eine Moglichkeit, zwischen Z (5, N) und Q(&, N) hin-
und herzutransformieren. Fur diskrete Gesamtenergie gibt es allerdings i.a. keine solche
Transformation. Das ist anders im kontinuierlichen Fall:

5.6.2 Fall: Kontinuierliche Gesamtenergien F

Dort wird die diskrete Summe uUber E durch ein Integral Uber E folgendermassen ersetzt:

1 1
Z(3,N) = QE,N)e ", Q(E,N)=  0ppy, diskret (5.6.6)
al —
Z(3,N) = dEvn(E)e PP un(E)=  6(E - EY), kont. (5.6.7)
Hier ist

|

vn(E) = 5(E — EY), N-Teilchen Zustandsdichte. (5.6.8)
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Die N-Teilchen Zustandsdichte der mikrokanonischen Gesamtheit und die Zustandss-
umme der kanonischen Gesamtheit sind also einfach durch eine Fourier-Transformation
miteinander verbunden:

] |

Z(@iB,N) = dEvn(E)e PE (5.6.9)
p |

vn(E) = > dBZ (i3, N)e'F . (5.6.10)

—00

Fur kontinuierliche Gesamtenergien ist die mikrokanonische Zustandssumme also zur
N-Teilchen Zustandsdichte geworden. Entsprechend werden die Wahrscheinlichkeiten
Pa < 0p pn jetzt zu

Do = 7‘5(15;( ]_f)év ), (5.6.11)
5.6.3 Nichtwechselwirkende N-Teilchensysteme
In diesem Fall ist
EN = E,, + ..+ E,, (5.6.12)

einfach die Summe der Energien der einzelnen Teilchen: das hatten wir bereits oben beim
Modell des Idealen Gases gesehen. Wir haben also

1 1
vn(E) = S(E—-EN) = S(E — Egy — .. — Euy)
A7,y...,ON

9 . o

= dE’ (5(E — EaN — E/)VN_]_(E/) = dE/I/l (E — E/)I/N_]_(E/)
1 ™

= dE  dE"WE - EYWYTOE - B o(E)
1

= dE..dEWV-D,E — N (E - B BDEED). (5.6.13)

Das ist also ein N — 1-faches Faltungsintegral. Fouriertransformation mit imaginarem
0 liefert dann mit dem Faltungssatz
1 4
Z@GB,N) = dEvN(E)e PE = zW(iB,1)...2M (i3,1) (5.6.14)
und mit analytischer Fortsetzung i3 — [ das Produkt der N Zustandssummen fUr ein
Teilchen,

Z(3,N) = :Ei(l)(ﬁ,l)...Z(N)(ﬂ,l) (5.6.15)
1
7®M(3,1) = dEV(E)e PE = ¢ FPay (5.6.16)

—00 K
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Naturlich hatten wir dieses letzte Ergebnis aus einfacher durch direktes Einsetzen be-
kommen:

 —
Z(B,N) = = e PBa+*Eay) = 73 1).. 2N (3,1),  (5.6.17)

Qag...aN

wie wir es bereits im Fall des idealen Gases getan hatten.

5.6.4 Fluktuationen der Energie

Im kanonischen Ensemble ist die Energie E des betrachteten Systems, im Gegensatz zum
mikrokanonischen Ensemble, nicht fixiert. Nur der der Mittelwert der Energie U ist fest,

1 L1 B

= = N —ﬁEaN - _ Y
U=(E) 76, E e % In Z(8, N) (5.6.18)
! mo BE L
T Z(G.N) . dEEvN(F)e Y, FE kontinuierlich  (5.6.19)
= 7 EQ(E,N)e P, E diskret (5.6.20)
B Z(3,N) ’ e ’ : . .
ZG.N)

Wir haben also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (-dichte) p(&) fur die Energien im
kanonischen Ensemble vorliegen, die durch

_ Q(E,N)ePE .
pE = W, E diskret (5.6.21)
vn(E)e PE S
E) = —————. F kontinuierlich 5.6.22

gegeben ist. Wir wollen zeigen, dass p(£) im thermodynamischen Grenzfall N — oo, d.h.
fur eine makroskopische Zahl von Teilchen, gegen eine scharfe Gauss-Verteilung strebt.
Zundchst ist fur diskrete £

ZG.N)  ZBN)  ZG.N)
fB(E) = E-—TSp(E,N), E diskret (5.6.24)

(5.6.23)

Wir wollen das Maximum Ep von pg bestimmen und hierzu fp(F) in eine Taylor-Reihe
entwickeln. Das geht nur, falls fg(F) dilerknzierbar ist, d.h. fur kontinuierliche E. Wir
setzen deshalb die Boltzmann-Entropie fur diskrete £ stetig fort zu kontinuierlichen
Werten E. Eine solche Naherung, der dem Grenzfall unendlich grossen Volumens V' — oo
entspricht, war uns bereits beim idealen Gas in der Form des Ubergangs von der k-
Summe zum Integral oben begegnet.

Wir fordern bei £ = Ej

oy

N,E=Ej

(5.6.25)
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Der Vergleich mit der Thermodynamik liefert hier wieder Sp = S und Ey = U: die
Boltzmann-Entropie ist die thermodynamische Entropie, und das Maximum der Vertei-
lung pg ist die innere Energie. Die freie Energie fp(F) ist dort minimal, und die zweite
Ableitung ist

9?S(E,N 1
"oy = -T # =—— >0 (5.6.26)
OF o TCy
R T T ©

naturlich mit der entsprechenden Normierung der Gauss-Verteilung. Insbesondere lesen
wir ab

(E?) — (B2 = kpT?Cy o« N (5.6.28)
(E?) — (E)? 1
B x = (5.6.29)

da die spezifische Wdrme wie die innere Energie U = (E) extensiv ist. Hierbei haben
wir die thermodynamischen Relationen

o _ 1

1
) T29 T2V,

5
N

oS

0

(5.6.30)

Nl =

benutzt.

5.6.5 Kumulanten

Fur N — oc werden die Fluktuationen der Energie relativ zu ihrem Mittelwert o [en-
sichtlich immer Kkleiner: die Verteilung pg wird also immer scharfer. Wir quantifizieren
diese Aussage:

Definition Die Kumulanten-erzeugende Funktion f(x) einer W-Verteilung pp ist
definiert als

L 1
e 00 = preXE. (5.6.31)

E

Damit sind die Kumulanten «,, der Verteilung wie folgt definiert:

— f() = In(e™F) = Fom.- (5.6.32)

m!

m=1

Es gilt also

o = (D" Tl (5.6.33)
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Man hat z.B. (check!)
k1= (E), kp=(E? —(E)2 (5.6.34)

Wir erinnern uns nun an die Transformation von Zufallsvariablen : Sei p(x) eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte fur die Zufallsgrosse «. Dann ist die entsprechende Wahrscheinlich-
keitsdichte P(y) fur eine Funktion y = f(z) der Zufallsgrosse = gegeben durch

L1
P(y) = dxi(y — f(x))p(x), kontinuierlicher Fall. (5.6.35)
L1
P, = 0y f(@)Pz, diskreter Fall. (5.6.36)

xT

Damit berechnen wir nun die Kumulanten-erzeugende Funktion der Energie in der ka-
nonischen Verteilung. Diese ist nun gegeben durch
1]

. -BE _
e~ fON) = dEp(E)eZXE, (E) = vn(E)e _ Z(B—1ix,N)

Z(B,N) — Z(3,N)
d.h. als Quotient zweier kanonischer Zustandssummen, wenn die Temperatur als kom-

plexe Variable aufgefasst wird. Wir entwickeln f(x,N) in eine Taylorreihe in y. Die
Ableitungen von f(x,N) =—-InZ(6 —ix,N) +InZ(3,N) bei y =0 sind

(5.6.37)

f'O0GN) = z’% InZ(8 —ix,N) ~ f'(x =0,N) = —i(E) = —ir1 (5.6.38)
2
FOGN) = +aa—52 InZ(5 — ix, N)
2
~ f"(x=0,N) = —aa—ﬁzﬂF(ﬂ, N) = kgT?Cy = k» (5.6.39)

(AUFGABE: Nachprufen der letzten Gleichung mit Cy!) Da die freie Energie F' =
—B71In Z extensiv ist, sind alle Ableitungen, d.h. die Kumulanten der Verteilung p(E),
proportional zur Teilchenzahl N. Fur N — oo fuhrt man jetzt die neue, dimensionslose
Variable

e=bom_ (EJU (5.6.40)
V2 kT?Cy

ein. Die Variable ¢ ist die ym-thyen Mittelwert U verschobene Energie E, gemessen in
Einheiten der Fluktuation (FE?) — (E)2. Fur N — oo ist nun € normalverteilt! Das
sieht man so: die Kumulanten-erzeugende Funktion K zur W-Dichte P(e) fur ¢ ist

] 1 1 = —
e KON = deP(e)e™ = de  dEp(E)S e — - e
- V2

N ~ Z(B — ix//%2,N)
= dEp(E)eXE-r)/Vr2 = omixm/Vh2 .(5.6.41
(E) 7. (5.6.41)
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Beim Entwickeln von K (x, N) in eine Taylorreihe in  ist nun im Vergleich zu f(x, V)

- - - 1 -
oben die Variable y mit NG skaliert,
i
2

K(x,N) = iX“l/Vﬁ—z—i%K1+@ﬁz+ Lﬂ O(N) (5.6.42)

. ,:,1@ V2
= *+0 = . 5.6.43
X JN (5.6.43)

Alle weiteren Terme haben die Form O(N) x (X/\/ﬁ—z)k mit £k = 4,5, ... (der Vorfaktor ist
als Ableitung der freien Energie immer « N) und fallen deshalb wegen x, o N stdrker
als 1v/N ab. Deshalb ist P(c) eine Gauss-Verteilung mit Mittelwert 0 und Breite 1 fur
N — oo,

1
e KOuN=) = =5x" = dsP(g)ex®
1
1 . 1.2 1 g2
~ P(e) = =— dye XfeT2X = e 2. 5.6.44
@) = 5= dx Ve (5.6.44)
Hierbei haben wir das nutzliche Gauss-Integral
Eo'o =
dze™07*+bo = ge%a (5.6.45)

benutzt.

5.7 Der klassische Limes

Bisher haben wir alles quantenmechanisch (mikroskopisch) formuliert. Fiir manche An-
wendungen ist eine Beschreibung physikalischer Systeme im klassischen Limes vorteil-
hafter.

5.7.1 Klassischer Limes der kanonischen Zustandssumme

Wir gehen von der quantenmechanischen Zustandssumme Z uber alle Mikrozustdnde
|c) eines gegebenen Systems mit Hamiltonian H aus,

I 1 I 1 .
zZ= e PPa= " (alePHa), (5.7.1)

[0} [0}

wobei wir H|a) = EN|a) benutzen. Nun spezifizieren wir zunéchst einen Hamiltonian
N unterscheidbarer, wechselwirkbarer Teilchen der Massen m;,

@ﬁfl L y—

+V(1’Z) + U(wi,w]—), (572)
=y 2 ij=1

H=
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wobei p; der Impulsoperator des i-ten Teilchens und z; sein Ortsoperator in d Dimen-
sionen sind. Wir benutzen jetzt eine vollstandige Basis aus ebenen Wellen (Dirac-Kets
|K) = |k1, ..., kn) (k; als d-dimensionaler Wellenvektor des i-ten Teilchens),

 — 1
i= oty oo kN ) (1, by = KK (5.7.3)

1k K

zum Einschieben in GI.(&Z1), vgl. SKRIPT QUANTENMECHANIK,

1 . 1 R
Z = (ale™|a) = (K'|o) (a K)(K|e " |K') (5.7.4)
|—a_—| KK'« ]
L1 /

= |O£><OZ| = 1, <K |K> = 6k1,k/1"'5k|\],k;\‘ = 5K,K’ (575)
[ I

= (K|e P |K). (5.7.6)
K

Es gilt zundchst fur ein Teilchen mit Wellenfunktion (z|k) = e*** /v Ld (k, z sind d-
dimensional),
([ h i
-~ 1 L5 P2 -
(KlePTIK) = = dze *e B oam VIV gike

i , (5.7.7)

wobei sich die Integration Uber das Volumen L erstreckt. Es gilt nun (AUFGABE)
h i
e—ﬁ —%V“V(x) oike = eikwe—ﬁ[%(lﬂ-im2+\/(x)]‘ (5.7.8)

Das kann man direkt verallgemeinern fur den N-Teilchen-Fall,

»

pJN 1 2m +V(CE|) +P|J 1 U(zi,zj) ik ik
1T @!""NTN (5.7.9)
#
] ) PJ[\le M+V(x) +|DIJ 1U(m|7mj)
= MT gihnang ™ , (5.7.10)
so dass wir erhalten
" " e # #
1 lﬁ -8 PJN:1 %+V(:ﬁ) +F)=\’lj:1 U(zi,zj)
Z = INd dry...dxzye
k1. kN
(5.7.11)
Im Limes L — oo wird das zu
" 9 # #
1 1 1] - pj[\‘: M+V( i) +PIJ 1U(;p|7mj)
" # #
1] 1] -B PJN_ w+\/(x) +F)IJ 1U(x|7x1)
= ———  dpi..dpy dri..dzye 1 (5.7.12)

(2r D4
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Bis hierher ist noch alles exakt (quantenmechanisch). Jetzt kommt die klassische Naherung,
indem man

p; — ’“ﬂb’ — Dy (5713)

im Exponenten setzt. Dieser Limes [+ 0 wird nur im Exponenten ausgeflihrt und
nicht im Vorfaktor (zﬂ—lmwf der ja auch aus Dimensionsgriinden erhalten bleiben muss!
Selbst im klassische Limes wird man also in der Statistik das ‘Phasenraum-Element’
(27 DA% in der Zustandssumme Z nicht los! Die klassische Zustandssumme ist nun zu

einem Zustandsintegral Uber den Phasenraum der Orte und Impulse z;, p; geworden,

# #
e - 5 TN %wm) N Ui)

Im Exponenten steht nun genau die klassische Hamiltonfunktion der Orte und Impulse
x;, p;. Im klassischen Fall hat man also

L1 L1 1
ZC| - dplde d.ﬁUl...d[L’NWe_'BH({mi’pi}) (5715)
p({xlypz}) me_ﬁfl({xi’pi}), W-Dichte . (5716)

5.7.2 Gibbsscher Korrekturfaktor

Fur ununterscheidbare Teilchen kommt mikroskopisches etwas Neues in Spiel: die Teil-
chen sind entweder Bosonen oder Fermionen mit entsprechend symmetrisierten bzw.
anti-symmetrisierten Wellenfunktionen. Wir konnen dennoch unseren klassischen Limes
vorldaufig durch folgendes Argument retten (s. u. bei Quantengase): Im Zustandsintegral
wird uber alle moglichen Konfigurationen des N-Teilchensystems integriert. FUr unun-
terscheidbare Teilchen hat man dabei allerdings jeden Phasenraumpunkt N! mal zu viel
gezahlt, denn N! ist ja gerade die Anzahl der Permutationen der N Teilchen - diese
Permutationen geben wegen der Ununterscheidbarkeit alle den gleichen mikroskopischen
Zustand und durfen deshalb nur einmal gezahlt werden. Deshalb gilt

1 1
= - - _ﬁH({xivpi})
Zc| N dpl...dp]\/ dxl...dﬂjN (27‘r T’dZd (& (5.7.17)
1
. — —BH{zi,pi}) ; ;
p({zi,pi}) = G TANIZ, {=iri}) " Ununterscheidbare Teilchen .

In der klassischen Zustandssumme ist die Hamiltonfunktion

I R
_ 2m 2
=1 i,j=1
die Impulse vertauschen mit den Ortsvariablen, und deshalb ktnnen die Impulsintegra-
tionen sofort ausgefuhrt werden:
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— =
- 1
Zo = == ..d cdey—— e PH(zipi})
cl N dp|1:| py  dxy xN(ZwDinN!e
1 BTN VN U]
= NNV dxy...drye i=1 ij=1 g (5.7.19)
1 4
2n 2] . .
A= , thermische Wellenliinge. (5.7.20)
kaT

5.7.2.1 Wechselwirkungsfreie Teilchen

Jetzt haben wir U(xz;, z;) = 0, und die Zustandssumme faktorisiert,
1

ZC|(ﬁ7 N) = %Zé}[(ﬁ> 1)7 ZC|(ﬁ7 1) = 1 dxe_ﬁv(x) (5721)

A
(das ist ein Integral uber den d-dimensionalen Konfigurationraum, i.a. also d = 3). Ist

kein dusseres Potential vorhanden, V' = 0, so gibt die Integration trivial gerade das
Volumen L4, und

N
ANANT?

Jetzt ist, bis auf den Gibbsschen Korrekturfaktor, alles wie oben bei der gm. Berechnung
fur unterscheidbare Teilchen. Wir bekommen

Za(6,N) Ideales Gas, freie Teilchen. (5.7.22)

1] v 1]
F(I.V.N) = —kpTWZ(T,V,N)=~ksT Nlinyg —InN! (5.7.23)
ot NkgT
~p = = —— = b , Zustandsgleichung (5.7.24)
avV 14
] ] ]
S(T,V,N) = - or ks NIn L+ NE in (5.7.25)
o ar . N2 o o
Benutze jetzt die Stirlingssche Formel,
1 1
n"gm\/Zn 1+ L + L + n — oo (5.7.26)
¢ " 12n  288n2 ’
in der fur uns nutzlichen Form
Inn! ~n(lnn—-1), n— . (5.7.27)
1 L;L&
Mit U = F + TS = $NkpT und A = 25CaN 7 foig¢
1 1]
|4 d+2
SU.V.N) = kpN Ingg —InN+ == (5.7.28)

oder explizit
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\% 2mU +#2 d+2
= —_ + — - -Glei . 7.
S(U,V,N) kN In N N > Sackur-Tetrode-Gleichung.  (5.7.29)

Die Sackur-Tetrode-Gleichung liefert die korrekte Homogenitatsrelation fuir die Entropie
als Funktion der extensiven Variablen (U, V, N), d.h.

S(\U, \V,AN) = AS(U, V, N) (5.7.30)

wie in der phanomenologischen Thermodynamik gefordert. Der Permutationsfaktor V!
liefert also die korrekte Entropie und erklart auch das Gibbssche Paradoxon (Durch-
mischen zweier idealer Gase, AUFGABE).

5.8 Dritter Hauptsatz

Die Eptropie des klassischien idealen Gases freier, ununterscheidbarer Teilchen, S(U, V, N) =
kN 1In A—‘Q —InN + 4L sowie die Entrppjie-des gm. idealen Gases freier, unterscheid-

barer Teilchen, S(T,V,N) = kg Z;.:; . 'n 1z +kpN$, divergiert wegen A oc T2 fur
Temperatur 7' — 0. Das steht im Widerspr'uch zum

3. Hauptsatz der Thermodynamik Die Entropie eines Systems als Funktion der
Temperatur 7" wird Null bei 7" = 0.

Der Grund fur diese Diskrepanz liegt hier in der Ausflihrung des thermodynamischen

Limes L — oo, der uns von der Zustandssumme
1
Z = exp[—06 (e, + ... +ery)] (5.8.1)

ki,...kn

fur L — oo zu Zustandsintegralen fuhrte. Dieser thermodynamische Limes ist fur Tem-
peraturen T' — 0 dusserst gefahrlich: Die Zustandssumme Z lauft ja fur alle endlichen
L Uber diskrete Werte n1,no, ..., d.h. diskrete Wellenvektoren. Fur endliches L gilt also
(feste RB)
| L1
Z = exp —@(mln/L)* /2m — ... . (5.8.2)
M1,y TN

Fur T — 0, d.h. 8 — oo, bleibt nur der Term mit ny = 1,np, = 1,... Ubrig, der gerade
dem Grundzustand des Systems entspricht, der fUr endliches L durch eine Energiellicke
von den restlichen angeregten Zustanden des %stems getrennt ist. Dl%m gilt

Z(3 —o0) = exp —B(mVL)?/2mq + ... (5.8.3)
1 ¥— )
F = —ZInZ—  (@L)?/2m; (5.8.4)
B .
'

~ S(T — 0,V, N)

— i — =0. 5.8.5
TILno oT V.N ( )
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Man erhdlt jetzt Entropie Null am absoluten Nullpunkt, denn es gibt genau einen Mi-
krozustand (Grundzustand mit Qzahlen n; = 1). Man beachte, dass die Energie dieses
Zustands jetzt von den Randbedingungen abhdngt!

Fur Systeme mit entarteten Grundzustanden (mehrere Zustdnde zur niedrigsten
Energie) ist die Situation komplizierter, und man kann theoretisch eine von Null ver-
schiedene Entropie bekommen, vgl. die (kurze) Diskussion in NOLTING.

5.9 Grosskanonische Gesamtheit

Wir betrachten jetzt olede Systeme, die sich in Kontakt mit einem Teilchenreservoir
befinden und bei denen die Teilchenzahl deshalb nicht mehr ldnger konstant ist. Die
Wahrscheinlichkeiten p, der Mikrozustande werden wieder aus der Minimierung der
Shannon-Information bestimmt. Als Nebenbedingung fixieren wir

1

U = H.p., Mittelwert der Gesamtenergie (5.9.1)
—

N = Napo, Mittelwert der Gesamtteilchenzahl (5.9.2)

mit
N, = (a|N|a) (5.9.3)

als Erwartungswert der Gesamtteilchenzahl im Zustand «.
Das fuhrt auf

|- L] L
0 = INpy +1+ AO1+XDH, + XN, 6p, (5.9.4)
_5EO(N +BuNa
~ D = grosskanonische Verteilung , (5.9.5)

o e~ BEY+BuNa’

wobei A = 3 und A® = gu gesetzt wurden. Wir haben also

e_/B(EaN_H’NCX) i .
Pa = —————, grosskanonische Verteilung (5.9.6)

Z
Zg = e‘ﬁéE&l_”N“), grosskanonische Zustandssumme . (5.9.7)

67

5.9.1 Entropie. Anschluss an die Thermodynamik

Wieder uber

1
I= PaNpy = —1InZg — BU + BuN. (5.9.8)
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Wiederum Ableiten nach U und N gibt

ol _ ol
oU —B, ON Bt (5.9.9)
und Vergleich mit der Thermodynamik
oS 1 1
W - T 3= T S = —kpl[p.] (5.9.10)
oS _ —u . . .
N - T . chemisches Potential. (5.9.11)
Desweiteren
U-TS —puN = —kgT'In Zy. (5.9.12)

Vergleich mit der Thermodynamik, Gl. (3.8.1)), zeigt also
—p(T,V, )V =Q(I,V, ) = —kpT'In Zy. (5.9.13)

Die grosskanonische Zustandssumme fuhrt also direkt zum grosskanonischen Potential
der Thermodynamik!

5.9.2 Kumulanten-erzeugende Funktion der Teilchenzahl

Wir gehen jetzt, wie bei der kanonischen Verteilung, direkt die Frage der Fluktuationen
derjenigen thermodynamischen extensiven Variablen an, die im Gegensatz zur mikroka-
nonischen Gesamtheit keine festen Werte haben, sondern nur als Mittelwerte vorgegeben
sind. Es sind dies bei der grosskanonischen Verteilung die Gesamtenergie £ und die Ge-
samtteilchenzahl n des betrachteten Systems. Der Erwartungswert von n ist

1 E, N
N = —  N,e #Fa—nNa) — (5.9.14)
Zl%i —
—B(Ea—un) B,LmZ
- ra‘i“i e =0} “Z w.n (5.9.15)
70 o ONgme PEan D e Z(6,n)

wobei Z(3,n) die kanonische Zustandssumme mit n Teilchen ist. Wir haben also ei-
ne Wahrscheinlichkeitsverteilung p,, fur die Gesamtteilchenzahl n im mikrokanonischen
Ensemble,

e Z(6,n)
;L.ozo e,B/anZ(/B’ n) '

Pp = (5.9.16)

Wir diskutieren die Fluktuationen von n durch Einfuhren der Kumulanten-erzeugenden
Funktion der Teilchenzahl in der grosskanonischen Verteilung,

it = Zadlnt ix/B)

e_fgk(X) —
=0 ng(ﬂ)

(5.9.17)
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ganz in Analogie zum kanonischen Fall. Wir entwickeln fg(x) um x =0,

.0 Y2 92
2
. X0
= —ixN+ 25 EMN + ..., (5.9.19)

wo wir bereits %Q = — N benutzt haben. Jetzt benttigen wir noch

QN = I{TNZ’
o v

(5.9.20)

wobei 7 die isotherme Kompressibilitat ist. Die Kumulanten der Verteilung p,, sind also

kpTrkrN?
ki =N, kp= BIETY (5.9.21)
Vv
Alle Kumulanten sind wegen Q = —pV proportional zum Volumen, denn der Druck p
ist eine intensive Grosse und damit Volumen-unabhdngig.
Beispiel: van-der-Waals Gas
1 , L1
N
p+ Az (V — Nb) = NkgT (5.9.22)
N « V damit p und T intensive Grossen bleiben.
Es gilt also wieder
v/ 1 1
e (5.9.23)

X X .
kK1 VV VN
Wie bei der Verteilung der Energie in der kanonischen Verteilung konnen wir also wieder
umskalieren, die skalierte Teilchenzahl

p=lrmo N (5.9.24)
VK2 kgTrkp N2V

einfuhren und zeigen, dass fur V' — oo die Verteilung P(v) gegen eine Gauss-Verteilung
mit Mittelwert Null und Breite Eins strebt: die Fluktuationen der skalierten Teilchen-
zahl v sind in der grosskanonischen Gesamtheit asymptotisch normalverteilt. Auf der
Skala der mittleren Gesamtteilchenzahl N, vgl. (5.9.21)), gehen die Fluktuationen der
Teilchenzahl N im thermodynamischen Limes V' — oo gegen Null.



6. QUANTENSTATISTIK

6.1 Einfuhrung

Wir bezeichnen als Teilchen Objekte mit abzdhlbar vielen Fundamentaleigenschaf-
ten (Masse m, Spin s, Ladung ¢). Unterscheidbare Teilchen unterscheiden sich in die-
sen Fundamentaleigenschaften. Ein N-Teilchensystem wird dann im Tensorprodukt der
Einteilchen-Hilbertraume

Hy =HY @ .0 HM (6.1.1)

beschrieben. Diese quantenmechanische Beschreibung eines aus mehreren Objekten zu-
sammengesetzten Systems ist der entscheidende Bruch mit der klassischen Physik und
stellt eine der grossten Errungenschaften der Physik des 20. Jahrhunderts dar (~ Kon-
zept der Verschrankung). Eine Basis von H  sind Tensoren |a1) ® ... ® |ay), die z.B. im
Ortsraum Produkt-Wellenfunktionen W, (x1)...W, () entsprechen konnen.

Zwei Teilchen mit identischen Fundamentaleigenschaften heissen ununterscheidbar
. Die Ununterscheidbarkeit fuhrt zu einer Symmetrieeigenschaft der Wellenfunktion
W(&1, &) des 2-Teilchensystems (&; = (x5, 0;) Multiindex fur Ort und Spin des Teilchens
1) bei Teilchenvertauschung,

AuW(, &) = W(, &), i Transpositionsoperator | (6.1.2)
es gibt namlich nur zwei Mdglichkeiten,

M|W) = |W), symmetrisch: bosonischer Zustand (6.1.3)
M|W) = —|¥), anti-symmetrisch: fermionischer Zustand. (6.1.4)

Fur Systeme aus N ununterscheidbaren Teilchen gilt entsprechendes; entweder die
Zustande sind symmetrisch (Bosonen) oder anti-symmetrisch (Fermionen) bei Vertau-
schung zweier Teilchen, d.h. Vertauschen zweier Koordinaten &;, &;, j # ¢. Fermionen
haben halbzahligen Spin, Bosonen haben ganzzahligen Spin (W. Pauli 1925, Beweis aus
relativistischer QFT 1940). Mit Hilfe von

S L n, S trisi t (6.1.5)
= — p, Symmetrisierungsoperator 1.
Vv N! pESN
~ 1 1
A = \/ﬁ sgn(p),, Anti-Symmetrisierungsoperator (6.1.6)

PESN
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(mit der Gruppe Sy aller Permutationen p mit Signum p = (=1)"®, n(p) = Anzahl der
Transpositionen, um p darzustellen) ldsst sich eine N-Teilchen-Basis von bosonischen
bzw. Fermionischen Wellenfunktionen folgendermassen aufstellen: Fur Bosonen

U1y oy V1,12, ey V2 ooy Uy ooy V) g, BOSONEN (6.1.7)
= <§l7 "'a§17§27 "'7§2a "'7§Ta "'7§T"V1a ey V1, V2, V2 i Uy e V?“>S =
1

My, (€1)-- Vo (ENy ) us (ENy+1) - Wiy (ENs) - Ve (EN =Ny +1) -y (EN)-

p

mit N Teilchen im Zustand mit der Quantenzahl v etc.
Fur Fermionen mit Slater-Determinanten

~ L1
‘1/1, ---7VN>A = A’I/]_, ---7VN> = \/% I'Ipsign(p)\ul, ---7VN>
(€1, 6 Az — né@wmw@)
— 18N V1, - UN)A = —F= sign v (§1) - Yoy EN
vt

T;Z)zzl (gl) ¢V1 (52) .o 7/)111 (gN)

%2 (gl) 1/}1/2 (62) e w'/2 (fN) (618)

2

W (€) Uun(€2) et (€x)

aus denen sofort das Pauli-Prinzip folgt: Zwei oder mehr Fermionen konnen sich nicht
(im Gegensatz zu Bosonen) im selben Quantenzustand befinden.

LITERATUR zur Vertiefung bzw. Wiederholung: SCHERZ (*Quantenmechanik’),
BRANDES (Skripte ‘Quantum Mechanics of Atoms and Molecules’ - web-page der Ar-
beitsgruppe, bzw. ‘Quantenmechanik 11, SS06’, Physik-Bibliothek der TU).

6.2 Das ldeale Fermi-Gas

6.2.1 Grosskanonische Zustandssumme

Wir erhalten die Thermodynamik des idealen Fermigases am einfachsten aus der gross-
kanonischen Zustandssumme Zy. Annahme: Einteilchenzustdnde mit Quantenzahlen
Il =1,..., D, Einteilchenenergien ;. Mehr-Teilchenzustande o = (n1,...,np) mMit n; Teil-
chen im Zustand zur Quantenzahl [, Energien und Gesamtteilchenzahlen

— —
Ea = nieg, Na = ny. (621)
=1 =1
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Deshalb ist
I:(I [ S
Zgr — e—ﬁ Ea—pNg) — e—ﬁn1(£1—u)“'e—ﬁnD(ED_U) (622)
) [ o .
1 1
_ I CEn o Pni(ep—p) (6.2.3)
ni np
]
— 1 + 6_6(5I_N) . (624)

I=1
Mit Q = —pV = —kgT In Z4, folgt daraus

| — L]
PV T L4 et (6.2.5)
kgT
=1
6.2.2 Die Fermi-Dirac-Verteilung

Die mittlere Gesamtteilchenzahl ist

N o= L TN e = 9 gz, (6.2.6)
Zgk o 0Bu 9
| dm— D) 1
- 1+ e Bl—p) - Bler—) + 1° (6.2.7)
=1 € =1 ¢
Wir konnen das als Mittelwert des Gesamtteilchenzahl-Operators, ]V, schreiben:
~ —
N =(N) = (ng), ng Besetzungszahloperator fur Zustand I, (6.2.8)
1=1
wobei (ng) = f(g;) mit
1 . .
fle) = e 1 Fermi-Funktion. (6.2.9)
DISKUSSION der Fermi-Funktion.
6.2.3 Einteilchenzustandsdichte
Die innere des idealen Fermi-Gases Energie lasst sich sehr einfach schreiben:
1 L1 B w0
U = —— By PParmld = _ — 4 522 |nz 6.2.10
2y, o5 " pou "Tw 6210
_ @I o+ r—/

eBE—1) + 1 = feder (6.2.11)

Es ist hdufig sehr ntzlich, diese Art von Summen mit Hilfe der Einteilchenzustandsdichte
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—
n(e) = 0(e — g;), Einteilchenzustandsdichte (6.2.12)

=1

umzuschreiben. Allgemein sieht man

L] ] ]
INZg = deva(e)In 1+ PEM (6.2.13)

d.h. die Thermodynamik lasst sich aus der Einteilchenzustandsdichte bestimmen. Die
interessanten Grossen sind meist Ableitungen von In Zy, z.B.

1
ur,v,p) = devi(e)ef(e), Innere Energie (6.2.14)
P 1
N = BT InZy = dev1(e) f(e), Teilchenzahl (6.2.15)
0

vgl. Gl. (639).

6.2.4 Tricks mit der Fermi-Funktion

Die Berechnung von Integralen wie |:cllfsz/l(zs)f(a) ist haufig nicht ganz trivial. Sommer-
feld hat eine gute Methode zur Tieftemperatur-Entwicklung solcher Integrale gefunden
(Sommerfeld-Entwicklung, vgl. z.B. NOLTING). Wir geben hier eine andere Herlei-
tung, bei der sich einige Tricks lernen lassen.

6.2.4.1 Fourier-Transformierte der Fermi-Funktion

Berechnet sich zu (AUFGABE)

L1 ot o L1
~ dw ¥ et 1 =t/p
t) = — = — mid(t) + ———— 6.2.16
1® Coo 2w eBl—m) + 1 2mi mio(t) t sinht/f ( )
Fur Temperatur 7' — 0 hat man
B it 1 1 1 gint 1
= ) + - = - = 0. 2.
f@) > mid(t) ; il T=0 (6.2.17)
wobei wir die Dirac-Identitéit (alias Sochozki-Plemelj-Formel)
. 1 1 . .
lim — = — —4wd(x), Sochozki-Plemelj-Formel (6.2.18)
§—0t = + 10 x

benutzen (1/x bei Integration als Hauptwert-Integral). Als check berechnen wir die Ruck-
Trafo

1 e
dt e~ "e=mt
fle) = e (6.2.19)
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mittels Residuensatz in der komplexen ¢-Ebene, wo ein einfacher Pol wegen 6 = 0" in der
oberen Hdlfte liegt. Das Integral muss fur e — . > 0 in der unteren Halbebene geschlossen
werden und gibt dann Null, fur ¢ — x» < 0 muss es in der oberen Halbebene geschlossen

werden und gibt dann 271'2'271”. =1, insgesamt also

fEe=0(u—¢), T=0, (6.2.20)
wie es sein muss. Alternativ leiten wir das mit der Dirac-ldentitat her als

g@ dt e—i(e—,u)t g@ dt e—i(e—,u)t

1
= — =+ 6.2.21
US 2mi -6 2 __2m ¢ (6-2.21)
1 dt sin (e — p)t
= - - —_— 6.2.22
2 oo 2T t ( )
6.2.4.2 Entwicklung nach kleinen Temperaturen
Das erfolgt jetzt durch Entwickeln des 1/sinh-Terms in
. 1
~ etrt 1 =t/p
t) = 0(t) + —————— 6.2.23
7 OO+ GG (6.2.23)
durch die Reihenentwicklung
P 1 9pp2n-1
x 2(2 —-1)Bo,
- = 1+ -n" " 6.2.24
sinh(z) n=1( ) )] o el < 6.2.24)
1, 7 4 .
= 1-—Zx°+ —a"... - 2.
1 5%+ 3507 B,, Bernoulli-Zahlen (6.2.25)
A
o= - (6.2.26)
et —1 n!
n=0
Damit bekommt man die Sommerfeld-Entwicklung,
1 1 1
deg(e)f(e) = deg(e)  dtf(t)e (6.2.27)
1, 1 ] 1
de : 1 17t
— £ —ile—pyt _ = =T
- dtg(e)e 5 6 + (6.2.28)

271
]

= deg(e)f(n—e) + 7Tg(kBT)Zg'(/L) +O0(T%.  (6.2.29)

Die hoheren Terme konnen alle durch hohere Ableitungen von g an der Stelle des che-
mischen Potentials ;. mit Hilfe der Koe [ ziehten in Gl. (62.24)) berechnet werden (AUF-
GABE).
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6.2.5 Freie Fermionen, direkte Berechnung fiir d = 3

Fur freie Fermionen hat man

2
l:(k70-)7 El:@’

2m
wobei o eine Spinprojektion ist und die Einteilchenenergien der Einfachheit halber
spin-unabhangig angenommen werden (kein Zeeman-Terme, keine Spin-Bahn-Kopplung
etc.)Es gibt insgesamt g; = 2s + 1 Spinzustande, z.B. zwei (up and down) fur s = 1/2.
Wir erhalten das grosskanonische Potential direkt aus der Zustla:nldssumme,

(6.2.30)

| I
Q(T,V,p) = —kpTInZg=—kgT In 1+ PEm (6.2.31)
k,o
I:I3 B( )D
= —kpTgs-—=s In 1+ PETH 6.2.32
kgTyg @) d°kIn e ( )
v
= —kTBTgstS/Z(Z) (6.2.33)
s ] = : —
f52(2) = —= dea?In 1+ze™ | fi(x)= (~1)""1Z (6.2.34)
ﬁ 0 n=1 nk’
z = €%, Fugazitit. (6.2.35)

Die hier auftretenden speziellen Funktionen f.(z) haben das asymptotische Verhalten

(@) =z, 2kl (6.2.36)
fal2) ~ (Innf)n, 2> 1, (6.2.37)

z.B. GREINER.
Das chemische Potential bzw. die Fugazitét lasst sich durch die Teilchendichte N/V
ausdrucken,

" Z(8,n)

— ’n —

N = %_z@mz@,k (6.2.38)
N s

wn = 5= %f3/2(z) (6.2.39)

Die thermische Zustandsgleichung folgt somit durch simultanes Ldsen (Eliminieren von
z) in
p

— Ys N _ Us
]@—T = FfS/Z(Z)v V_FfB/Z(Z)' (6.2.40)

6.2.6 Klassischer Limes

Der klassische Limes fur das Fermigas ist der Grenzfall geringer Teilchenzahldichten
N/V und hoher Temperaturen 7": Dann hat man namlich
N3
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denn die themrische Wellenldnge ist A ~ T'%/2. Wegen Eq. (6.2.36) muss dann auch z — 0

gelten.
Wir schreiben die Fermi-Funktion als
1 .
f(E) - m, z = 65“, FUgatha-t (6242)
und entwickeln fur z <« 1
1) = ze™P + O(z?). (6.2.43)
Fur freie Fermionen e = % = p?/2m entspricht das einer Maxwellschen Geschwin-
digkeitsverteilung,
.
f(p) xe 2mksT (6.2.44)

also dem klassischen Limes.

AUFGABE: Leiten sie die Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung aus der klassi-
schen Verteilungsfunktion im Phasenraum ab.

Wir benutzen f,,(z — 0) = z und haben dann

P _ Y N _ gs
P N
— = =+ 2.
~ T v , (6.2.46)
d.h. die Kklassischen Zustandsgleichung des idealen Gases im Limes
3
RO (6.2.47)
Js

d.h. thermischen Wellenlangen, die sehr viel kleiner als der mittlere Teilchenabstand
sind. Das entspricht wegen der Definition von A naturlich hohen Temperaturen T.

AUFGABE: Berechnen Sie den ndachsten Term in der Entwicklung fur kleine Fuga-
zitaten, d.h. um den klassischen Limes.

6.2.7 Freie Fermionen in d Dimensionen

Die Zustandsdichte ist

1 1
n) = oe —¢g) = 0(e — eyk) (6.2.48)
=1 k,o
1 232
= g5 Ode—¢ex), exk=——, gs=2s+1 (6.2.49)
5 2m
nE) = cVe¥?71(), V — . (6.2.50)

AUFGABE: bestimme die Konstante ¢,. Hier stellt sich der thermodynamische Limes
V — oo als unproblematisch heraus (im Gegensatz zum Bosonen-Gas oder dem Gas aus
unterscheidbaren Teilchen).
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6.2.7.1 Druck und Energie

Es gilt ja
1

1 ] ]
= devi(e)In 1+ e BCE—1 (6.2.51)

1

pV = In ng =

U

devy(e)e f(g). (6.2.52)

Durch eine einfache partielle Integration folgt (Randterme werden Null!)

1l [ —1
pV = de dEvi(E) f(e) (6.2.53)
T 5 - 5
= deaul(s)z—:f(z—:) = EU' (6.2.54)

Dieses Resultat beruht nur auf der Form der Einteilchenzustandsdichte, Gl.(6.2.48).

6.2.7.2 Sommerfeld-Entwicklung

Es folgt fur kleine Temperaturen

]
2
NIV = ¢ EEY? Y+ Z_ (kT — Dt o+ 2.55
dEEY/2-1 g(k )2(d2 )d/22 (6.2.55)
9 -
2
= ¢ d—lz,ud/2+%(kBT)Z(d/Z—l)pd/Z_z + ... (6.2.56)
]
2
UV = ¢ dEEd/2+%(kBT)Z(d/Z)ud/Z‘l + .. (6.2.57)
9 -
2
— dje+1 , T T 2 2 d/2—-1 6.2.58
“ a1t +6(k’B)(d/)u + .. (6.2.58)

6.2.7.3 Chemisches Potential bei tiefen Temperaturen

Das chemische Potential kann in 7" entwickelt und dann durch die Teilchenzahldichte
ausdruckt werden: Dazu formen wir zundachst um,

T s =
uo= Ecﬁ - %(kBT)Z(d/Z —1)d/2uY22 + O(T%) P+ ... (6.2.59)
d
L Lo
= Ep 1— E(zﬁg;T/EF)Z(d/z —1)d/2(u/Ep)Y?72 + O(T*) (6.2.60)
- LS S P e -
_ ™ B 1% 4
= —— -1 == + 2.
Brl-g ;-1 o o(T* (6.2.61)
Tl == I s = I e -
= gp1- T BT o (6.2.62)
- 6 2 Ep ’ -
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wobei in der letzten Zeile der erste Schritt einer iterativen Losung der ‘Fixpunkt’-
Gleichung (Typ = = f(x)) durchgefuhrt wurde, was konsistent mit der Entwicklung
zu niedrigster (d.h. zweiter) Ordnung in 7" ist. Das Bemerkenswerte an dieser Gleichung
ist, dass die Entwicklung von g gar nicht mehr explizit von ¢, abhangt: alles ist in der
Fermi-Energie enthalten,
et
Epr=uw(T=0)= EC—T; , Fermienergie und Dichte . (6.2.63)

Wir haben also

1 IO ]
2 d kT 4
=1 Z_ 27+ . 2.
1 5 2 1 - o) (6.2.64)

Interessant ist auch die Abhdngigkeit von der Dimension d: Bei konstanter Dichte sinkt
fur d > 2 das chemische Potential mit der Temperatur, flr d = 2 dndert es sich bis zur
zweiten Ordnung nicht, fur d < 2 wachst es mit der Temperatur. d = 2 ist also eine Art
Scheidepunkt bezuglich des Temperaturverhaltens von .

6.2.7.4 Fermi-Energie und Dichte

Wir diskutieren explizit die Beziehung (&2.63) zwischen Fermi-Energie und Dichte: in
drei Dimensionen fur Spin 1/2 hat man g; = 2. Man hat

K3 2R .

n o= =, Ep = Tt Dichte vs. Fermi-Wellenvektor (6.2.65)
2y 272

n —32 (6.2.66)

Beispiel: Werden die Elektronen in dreidimensionalen Metallen als Fermigas aufgefasst,
so findet man (ASHCROFT/MERMIN) z.B. etwa Er ~ 3 eV fur Natrium. Viele elektro-
nische und optische Eigenschaften von Metallen und anderen Festkorpern beruhen auf
dem Modell des Fermigases bzw. dem der Fermifliissigkeit, wenn man in einem weite-
ren Schritt Wechselwirkungen zwischen den Fermionen zu bertcksichtigen versucht. Die
korrekte Beschreibung solcher Wechselwirkungen bleibt bis heute ein schwieriges theore-
tisches Problem und ist einer der Hauptgegenstande der Theorie der Kondensierten
Materie und der Quantenstatistik.
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6.2.7.5 Kalorische Zustandsgleichung bei tiefen Temperaturen

Die innere Energie wird nun

L1 1 [
vyv = p¥*t 1 1—(dz+1)”—2 d_y kBT (6.2.67)
Iy / 6 2 Er -
L1 L1 o
2
+ T kBT d/2) +.. (6.2.68)
6 Er
- 1 2 I%IT 2 M
_ dj2+1 us B
= E + 0 BBE 6.2.69
F dj2+1 6 Ep ( )
L1 1 L]
E%_'_l Cd 1+ §+1% —kBTLz__—Il— (6270)
Fogj2+1 2 6 . -

Wir schreiben das noch etwas um mittels der Dichte N/V =n = cdgE;l/z, die jetzt als
fest vorgeben angesehen wird,

=+ .

d d < kgT
= —— + -+1 — — 2.
U d+2EFN 1 > 1 5 by (6.2.71)
Die spezifische Wdarme Cy, ist bei tiefen Temperaturen also linear in T,
2
Cy = d%kBNkEB—T, spezifische Wiirme, T — 0. (6.2.72)
F

Historisch gesehen war diese Herleitung der linearen T-Abhdngigkeit von Cy, ein wich-
tiger fruher Erfolg der Quantenstatistik.

AUFGABE: Lesen Sie das Kap. 2, ‘The Sommerfeld Theory of Metals’, in ASH-
CROFT/MERMIN.

6.3 Das ldeale Bose-Gas

6.3.1 Grosskanonische Zustandssumme

Wir erhalten die Thermodynamik des idealen Bosegases am einfachsten aus der gross-
kanonischen Zustandssumme Zy.. Wie beim Fermigas Annahme: Einteilchenzustdnde
mit Quantenzahlen | = 1,..., D, Einteilchenenergien ¢;. Mehr-Teilchenzustande o =
(n1,...,nqg) Mit n; Teilchen im Zustand zur Quantenzahl [, Energien und Gesamtteil-
chenzahlen

Ea = nieg, Na = ny. (631)
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In der grosskanonischen Zustandssumme muss jetzt Uber alle Besetzungszahlen summiert

werden, da die Einteilchenzustdnde mehrfach besetzt werden konnen,

|:(| ¢ S |
Zg = ¢ PBa—pNa) = e PmEi—p)  —frnolep—n)
(] I e 1
1
= e Pnilei—p) e—Pnilep—p)
n1=0 nDZO
— 1
- =1 1-— e_ﬁ(ﬂ_ﬂ) ’

Bedingung fur Konvergenz der daftir aussummierten geometrischen Reihe ist
g>p, =1 ..D.

Mit Q = —pV = —kgT In Zy folgt daraus wieder

-
L e P O

kgT =1

6.3.2 Die Bose-Einstein-Verteilung

Die mittlere Gesamtteilchenzahl ist

N o= LN e = 9z
- =z — 945, k
ng “ 9B 9

87

m(a—u) { Y]

g 1— e—BE—n —_ eBler—m) — 1

Wir konnen das als Mittelwert des Gesamtteilchenzahl-Operators, JV, schreiben:

(6.3.2)

(6.3.3)

(6.3.4)

(6.3.5)

(6.3.6)

(6.3.7)

(6.3.8)

~ —
N=(N) = (ng), ng Besetzungszahloperator fur Zustand [ (6.3.9)
=1
1 . . .
(ng) = ngle), ne(e) = ——=——, Bose-Einstein-Verteilung.(6.3.10)
eﬁ(a_ﬂ) -1

DISKUSSION.

6.3.3 Einteilchenzustandsdichte

Im Unterschied zu Fermionen konnen bosonische Zustande mit beliebig vielen Teilchen
besetzt werden. Das macht Probleme bei tiefen Temeraturen. Wird der thermodynami-
schen Limes V' — oo vor dem bei Quantengasen besonders interessanten Limes 7" — 0
ausgefuhrt, gibt es dann wieder Probleme, analog zum Fall unterscheidbarer Teilchen.
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In der Einteilchenzustandsdichte separieren wir deshalb den Grundzustand gesondert
ab, da wir fur 7' — 0 bei Bosonen im thermodynamischen Limes seine makroskopische
Besetzung (sehr hohe Besetzungszahlen) erwarten, und schreiben

1
) = ole—e1)+ (e — ¢;), Einteilchenzustandsdichte (6.3.11)
1#1
= (¢ — 1) + Vsmooth (€)- (6.3.12)

6.3.4 Bose-Einstein-Kondensation

Wir betrachten Bosonen der Masse M in d = 3 Dimensionen mit Spin s = 0 und
Einteilchenenergien ¢, = k?/2M. In unserer obigen Notation wird die Einteilchenzu-

standsdichte
1
1r1(e) =6(e) + o(e — ey). (6.3.13)

k#0

Dann wird das grosskanonische Potential (z = 1)
1 ]
Q = B tnzg=p8"1 den(e)In 1 PEM (6.3.14)
L] | [
= AN -2+ 8" devsmootn(e)In 1 — e FEH (6.3.15)

Der Beitrag von den Einteilchen-Grundzustanden gibt jetzt explizit den Term =1 In(1—
z). Der glatte Anteil der Zustandsdichte kann jetzt wie immer im thermodynamischen
Limes ausgerechnet werden,

— o 1 [

v
In 1—ze P« = devsmooth(€) In 1 — ze™P¢ = —Fg5/2(z) (6.3.16)
k#0
() = - drz® In(l — ze=*") (6.3.17)
- 5/2 = ﬁ - . .
0
(letzte Zeile als AUFGABE). Die g-Funktionen erfullen
Pk | d 1
m@ = o <L (e = Z0am1(2), (6.3.18)
k=1
und mit 9,z = 3z folgt
1 " 1
Q = kT InQ-2) - —ng/z(z) (6.3.19)
0 z Vv

DISKUSSION der g-Funktionen. Es gilt
(1) =¢(n), n>1 (6.3.21)
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(Riemannsche Zeta-Funktion). Das grosskanonische Potential Q hat bei z =1, d.h. 4 =0,
eine Singularitat, was auf die EXxistenz eines Phaseniibergangs hindeutet. Nun ist z als
Zustandsvariable unpraktisch, da man i.a. die mittlere Dichte n viel besser kontrollieren
kann. Wir drucken p deshalb wieder durch n aus, indem wir
NX A% 2
- = + 0.

v T v 1, T2 (6.3.22)
definieren. Jetzt thermodynamischen Limes V' — oo, N — oo mit N/V = n =const
durchfuhren. Zwei Félle:

X

o FUr z < ((3/2) = 2,612... wird z aus o = g35(z) bestimmt, weil 3 — 0

e Fur z > ((3/2) hat man z — 1 so dass
No= —— — oo, (6.3.23)
1—2

damit = — ¢(3/2) = 37Ny positiv bleibt.

Damit hat man fur
N3 o A
~ > ((3/2), Bose-Einstein-Kondensation (6.3.24)
eine makroskopische Besetzung des Grundzustandes.
Als Funktion der Dichte n ist das chemische Potential i bzw. die Fugazitdt =z nicht-
analytisch bei = = ((3/2). Das Erreichen der BE-Kondensation erfordert hohe Dichten
bzw. tiefe Temperaturen, bzw.

A= . > 2,612 mittlerer Teilchenabstand. (6.3.25)
2rMkgT

Damit wird eine kritische Temperatur fur das Eintreten des Phasenlbergangs defi-

niert,

s M
2T M(2/3(3/2)

Fur T < T, hat man z — 1 im thermodynamischen Limes und dann makroskopische

Besetzung des Grundzustandes, d.h. BE-Kondensation. Oberhalb von T, d.h. fur T >

T., hat man keine BE-Kondensation. Die Teilchenzahldichte des Grundzustands zeigt
deshalb wegen

nX\® = (¢3/2) < kgT. =n? (6.3.26)

N 1 =z 93/2(2)
- = —+ o
V. Vi-z A3 (6.3.27)
folgendes Verhalten (SKIZZE),
L1 0 T>T,
- > e
lim ng= ¢(3/2) = = (6.3.28)
N,V—o0 Cok 552 =n 1—- £ T <T,

Bemerkungen
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e Die BE-Kondensation ist ein Phasenubergang in einem nicht-wechselwirkendem
System!

e Die spezifische Wdarme, Cy hat einen Knick bei 7' = T, (SKIZZE).

e Spektakuldr ist die makroskopische Besetzung des GZ (k = 0) unterhalb der Tem-
peratur T,, die hoch im Vergleich zur Einteilchen-Anregungslucke AE (durch die
normale Quantisierung der kinetischen Energie in endlichen Volumina) ist, vgl. die
Diskussion in NOLTING.

Experimentelle Realisierungen. Nobelpreis Ketterle etc.

6.4 Harmonische Oszillatoren

6.4.1 Thermodynamik eines Oszillators

Ein spinloses Teilchen der Masse M im harmonischen (quadratischen) Potential %szxz
in einer Dimension hat ein Energiespektrum
1 1

1
E, = [wl n+§ , n=012.. (6.4.1)

mit genau einem Zustand |n) zu jedem n.
Die Thermodynamik erschliesst sich z.B. aus der freien Energie mittels der kanoni-
schen Zustandssumme,

 — B2

Fue = —A7'InZ, z= 7D = C o (6.4.2)
- o I

Fose = 7+ﬁ—1|n 1— e Pl (6.4.3)

Hier gibt es nur die Temperatur als Variable, das ‘Volumen’ V = L ist von vorneherein
unendlich (man kann den Harmonischen Oszillator auch in einem endlichen Volumen
berechnen, das ist allerdings etwas schwieriger). Insbesondere konnen wir aus der freien
Energie Grossen wir die spezifische Warme berechnen.

Ein interessanter Zusammenhang ergibt sich Uber die Einteilchenzustandsdichte

r(e) =d(e — W) (6.4.4)

eines Bosonengases (Spin s = 0, sonst hdtte man g;0(c — [w)) mit nur einem Energieni-
veau, [w] das naturlich mit Bosonen beliebig oft besetzt werden kann und deshalb zum
grosskanonischen Potential
L] 1 1 1
Qpos =81 dern(e)In 1— e PEW =g 1n 1 ¢ Al (6.4.5)
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fuhrt. Freie Energie und grosskanonisches Potential sind allgemein miteinander verknupft
Uber die Legendre-Transformation

Q=F — uN, (6.4.6)

d.h. F = Q fur x = 0. Fur den Oszillator zeigt der Vergeich

[wl
p =0~ Fosc = Qpos + PR (6.4.7)

Bis auf die konstante Nullpunktsenergie T'Eerh'ailt man also in der Tat die Thermody-
namik des Oszillators aus einem Gas von Bosonen bei chemischem Potential Null. Der
1d Oszillator der Masse M ist also thermodynamisch @quivalent zu einem Gas von Bo-
sonen, die alle ein Energieniveau [wlbesetzen konnen. n = 0 Bosonen entsprechen dem
Grundzustand, n > 0 Bosonen dem n-ten angeregtem Zustand des Oszillators. Diese
Bosonen sind insofern hier noch abstrakte Objekte, als dass ihnen hier in diesem Fall
noch keine Masse zugeordnet werden kann.

Eine weitere Abstraktion besteht in der Tatsache, dass in dieser Interpretation nun
selbst im abgeschlossenen System (kanonische Gesamtheit) keine Teilchenzahlerhal-
tung fur die Bosonen gilt: es konnen ja alle Oszillatorzustande |n) besetzt werden, ins-
besondere konnen also bei Ubergangen zwischen verschiedenen Zustanden |n) Bosonen
erzeugt oder vernichtet werden, wie es in der Quantenmechanik durch die Leiteropera-
toren a,a' beschrieben wird

a'ln) =vn+1n+1), an)=nn—1). (6.4.8)

Diese Operatoren heissen auch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren und erftllen
bosonische Vertauschungsrelationen,

[a,a'] = 1. (6.4.9)

AUFGABE: Wiederholung Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beim harmonischen
Oszillator (QM-Blucher, QM Skript BRANDES).

6.4.2 N Harmonische Oszillatoren

Ein System aus N Massen, die miteinander Uber ein Potential W wechselwirken, kann
manchmal durch kleine Schwingungen um Ruhelagen beschrieben werden, was durch
die Diagonalisierung einer quadratischen Form und die Einfuhrung von Normalkoordi-
naten erfolgt, in denen die Hamilton-Funktion dann eine diagonale quadratische Form
wird: Man beginnt mit einer Lagrange-Funktion

1. . 1
L= znTTn - znTVn, n= 1, 17) (6.4.10)

fur J verallgemeinerte Koordinaten (holonome Nebenbedingungen) und symmetrischen
Matrizen T (kinetische Energie) und V' (potentielle Energie). Da es sich um eine Ent-
wicklung um ein stabiles Minimum von W handeln soll, gibt es keine linearen Terme in
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1. Im nachsten Schritt diagonalisiert man jetzt 7" und V simultan, d.h.
VA=TA\ ATTA=1, n=Aq, (6.4.11)

wobei A eine J x J-Matrix, A eine Diagonal-Matrix,

A= diag(w%, ...,w%) (6.4.12)
und ¢ ein Vektor ist, so dass
1. 1 1 '—ﬁ—' L]
L= EqTq — quAq =5 G- @t (6.4.13)
=1

Der zugehorige Hamiltonoperator

} 2 oL (6.4.14)

2 _
prrqwr ., D= 5o
=1 O

ist dann einfach ein System unabhangiger, harmonischer Oszillatoren mit Winkelfre-
quenzen wy, die aus den Eigenwerten der Diagonalisierung stammen und deshalb nichts
mehr direkt mit den ursprtinglichen N Massen zu tun haben. Hier ist [ ein Label flir den
Schwingungszustand (d.h. die zugehdrige Normalmode) zur Winkelfrequenzen wj.

Der Fall von N = 2 Massen entspricht dem Modell des zweiatomigen Molekiils,
hier hat man nur eine Schwingungsfrequenz flir die Relativbewegung der zwei Massen
zueinander. Alle anderen N > 2 hdngen sehr stark von dem Potential W und der Geo-
metrie des Systems, d.h. der Ruhelage, ab. Die Angabe der Dispersionsrelation

W= w, (6.4.15)

mit den zugehorigen Normalmoden fur alle [ bestimmt im Rahmen kleiner Schwingungen
dann die gesamte Physik des Systems.

AUFGABE: Wiederholung kleine Schwingungen, Normalkoordinaten aus der ME-
CHANIK, z.B. GOLDSTEIN.

Die Thermodynamik erh@lt man jetzt in Analogie zum oben diskutierten Fall des
einfachen harmonischen Oszillators. Da die Oszillatoren unabhangig sind, addieren sich

einfach die freien Energien,
= - =

F = 7+g—1|n 1— e Pl (6.4.16)
[ 1 (o
= devse(e) 5 +371In 1—¢P (6.4.17)
1
vosc(e) = o(e — [w)). (6.4.18)

l

Hier hat man im letzten Schritt die Oszillator-Zustandsdichte vysc(¢) eingefuhrt.
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Alternativ sind im Bosonenbild die Mikrozustande o« = {n;} durch die Angabe der
Bosonenzahlen n; gegeben. Der [-ten Oszillator hat die Einteilchenzustandsdichte v1(¢) =
0(e — [w]) und tragt zum grosskanonischen Potential bei,

— - O 1 .
Q = 71 In 1—eP% =51 devge(e)In 11— (6.4.19)
!

Hier hat man wieder y© = 0 zu setzen. Die Gl. (&419) ldsst im Bosonenbild zwei
dquivalente Interpretationen zu: man hat (1. Moglichkeit) fur jede Normal-Mode [ eine
Bosonensorte, deren Bosonen das eine Niveau [w] besetzen; oder (2. Mdglichkeit) man
hat nur eine Sorte von Bosonen, die alle Niveaus [w] besetzen k'cinnen.El Die zweite Inter-
pretation erweist sich als die glinstigere, da sie in ausgedehnten Systemen dann ndher an
ein Teilchenbild fur die Bosonen uUber deren Dispersionsrelation w; und Zustandsdichte
v(e) fuhrt.

Definition Die Bosonen harmonischer Oszillatoren (kleiner Schwingungen eines Sys-
tems von Massen) heissen Phononen.
6.4.3 Beispiele fiir Phononen-Dispersion
Fur periodische Gitter erhdlt man Dispersionsrelationen
w=wkkeRLr=12.n, (6.4.22)

in der Form von n, Dispersionszweigen, die z.B. in der Festkorpertheorie bestimmt
werden. Ein einfaches Modell fUr einen solchen Zweig ist das Modell von Debye fur
akustische Phononen,

wir = GOk — k) (6.4.23)

mit einem Debye-Wellenvektor kp, oberhalb dessen die Dispersion abgeschnitten wird.
Die Oszillator-Zustandsdichte in d = 3 Dimensionen wird damit

1
vosc() = (e = TelkDOCkp — [k]) (6.4.24)
k,r
= 2T dkk?5(e — [elk)0(kp — k) (6.4.25)
—s
- 2_‘7:2 Bpf(leb —2) (6.4.26)

! Fiir den Fockraum des Gesamtsystems werden diese zwei Alternativen durch

H o= JT(H” +HD 1P+ ) =TS A" (6.4.20)
I n

<H H.) N - <H H|>(l) - <H H|>(2) + zn: <H H|>(n) (6.4.21)

beschrieben.
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6.4.4 Spezifische Wirme

Wir gehen z.B. von der freien Energie aus, berechnen

- 1 [rn
F = devgsel€) 5+ lIn 1—¢" (6.4.27)
- ] ]

B o ) | L H s

S = - O—T . = —@IO—T = dEI/OSC(E) —In 1-c¢ + B 1
13

= F+TS=Up+ T F— 4.
U F Té Uo devosc(2) —5— 1 (6.4.28)

= Up+ devosc(e)enple), Up = dsyosc(e)g. (6.4.29)

Der letzte Ausdruck fur die innere Energie ist besonders anschaulich; hier steht naturlich
die Boseverteilung np(¢) = 2 mit chemischem Potential Null. Der Ausdruck fur die
innere Energie,
ljolo 9
U=Uy+ dsyosc(e)T (6.4.30)
0 € -1

ist ein guter Ausgangspunkt fur Entwicklungen bei tiefen und hohen Temperaturen 7.

Insbesondere hat man ja Cy = g—g. Wir nehmen nun eine generische Oszillatorzustands-

dichte vosc(€), d.h. ein allgemeines Modell

L1 I | I
R

(0% 9

vosc(e) = — —  fo — (6.4.31)
Ec Ec Ec

fe(@) = e *, exponentieller cut-o[] (6.4.32)

fe(x) = 6(1 —=x), harter cut-ol] (6.4.33)

AUFGABE: Uberpriife die Dimensionen (zeige, dass « dimensionslos ist).
Man hat naturlich nur ein einziges Integral zu berechnen, namlich

)

U =Up+ as, , dx Feer 1 (6.4.34)
Fur tiefe Temperaturen [e. > 1 bekommt man
kT y*Lp .
U = [y=pecx]=0Uo+ae. f dy%@/lﬁe) (6.4.35)
c 0 -
I%IBT L:_'z |jo|0 y’y+l
— Uy + ae, - , dyey 1 (6.4.36)
‘ C1_ L)
kT
= Up+ael(y+2)(y+2) (6.4.37)
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Hier benutzen wir

o eﬁa:ll = T()(a), Ra>1 (6.4.38)
]
M) = ) dre *2z%~1,  Gamma-Funktion (6.4.39)
((a) = c%l Riemannsche Zeta-Funktion , (6.4.40)
n=1
es sollte also (a = v + 2) gelten
v > -1 (6.4.41)
Die spezifische Warme fur tiefe Temperaturen bekommt man jetzt einfach durch Di el
rentiation, )
Cy ~ akpec(y + 2)T(y + 2)C(y + 2) ka , kpT < e (6.4.42)
Fur das Debye-Modell akustischer Phononen hat man
~v =2, Debye-Modell akustischer Phononen in d = 3, (6.4.43)
und es folgt das bertihmte 7°3-Gesetz der spezifischen Warme des Festkorpers,
Cy «x T, Spezifische Warme (Phononen, tiefe 7). (6.4.44)

6.4.5 Hochtemperatur-Limes

Wir betrachten jetzt den Fall hoher Temperaturen, und zwar wiederum fur ein Oszilla-
torsystem mit Zustandsdichte

1
Vosc(g) - 6(5 — m) (6445)
=1
Hierbei ist die erzeugende Funktion der Bernoulli-Polynome von Nutzen:
zx SR )
= T BOmEL (6.4.46)
et —1 =0 n!
§ S [} _
exw_ © = Bu. B,=B,(0), Bemoulli-Zahlen . (6.4.47)
n=0 '

Das konnen wir namlich in den Ausdruck fur die innere Energie U einsetzen,
g

U = U+  devose(e) 50— (6.4.48)
0 leIO efe —1
= Uo+p"  devosce) B é ;,) (6.4.49)
0 n=0 ’
g L
= Uo+ kT ™ Wosc)n (Vosc)n = devosc(€)e™. (6.4.50)

n=0 F (kBT)n ’ 0
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Hierbei ist (vosc), das n-te Moment der Oszillator-Zustandsdichte, und die Bernoulli-
Zahlen sind

1
By = 1, B = —= By = 6, (6.4.51)

(allerdings werden die B,, fUr grosse n sehr gross).
Fur hohe Temperaturen gilt also

S —
U = kT {vosc)o+OQ) =kpT de  0(e — [w]) +O(1) (6.4.52)
0 =1
= JxkgT+ 0O(), Gleichverteilungssatz , (6.4.53)

wobei J die Anzahl der verallgemeinerten kanonischen Koordinaten (Freiheitsgrade) des
Systems ist. Im klassischen Limes entfallt somit auf jeden Oszillatorfreiheitsgrad eine
Energie k3T (Gleichverteilungssatz). Entsprechend wird die spezifische Warme konstant,

Cy = Jxkg+OT?). (6.4.54)

6.4.6 Photonen

Photonen sind ebenfalls Bosonen. Im Gegensatz zu den oben diskutierten Phononen kann
man sich jetzt nicht mehr auf ein zugrunde liegendes System aus ‘wirklichen’ schwingen-
den Massen zurlckziehen (‘Athertheorie’) - die moderne Physik begreift Photonen als
diejenigen bosonischen Teilchen, die automatisch durch die Quantisierung des Eichfel-
des (d.h., des elektromagnetischen Feldes) auftreten. Das Eichfeld erscheint zusammen
mit den Maxwell-Gleichungen wegen der Forderung nach lokaler Eichinvarianz in der
guantenmechanisch relativistisch konsistenten Beschreibung geladener Teilchen durch
die Dirac-Gleichung. Die Photonen als Quanten des elektromagnetischen Feldes ver-
mitteln dann in diesem Bild als Bosonen die Wechselwirkung zwischen den massiven
Objekten, d.h. den Fermionen (Elektronen, Positronen). Insofern hat man doch wieder
eine Analogie zu den Phononen, die ja gewissermassen durch die Wechselwirkung von N
Massen ins Spiel gekommen sind.

Photonen haben die Masse Null, Spin S = 1, aber nur zwei transversale ‘Spin’-
Komponenten, d.h. Polarisationsrichtungen. Im Vakuum hat man eine lineare Dispersi-
onsrelation,

wk = clk|, ¢ Lichtgeschwindigkeit. (6.4.55)

Diesmal gibt es keinen cut-o[_Hie Einteilchenzustandsdichte im bosonischen Bild ist
deshalb
1 v
2 0(c— [k) =2——4r  dkk?*6(c — [ch) (6.4.56)
. @r)?

v1(e)

2

14
(P2

e >0, Vakuum, drei Dimensionen. (6.4.57)
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Wir betrachten jetzt Photonen im thermischen Gleichgewicht bei Temperatur 7" als
Modell fur die Hohlraumstrahlung, deren Untersuchung zur Entdeckung der Quan-
tenmechanik durch Planck fuhrte. Die innere Energie ist

U = qod O =T d o (6.4.58)
= . 61/16665_1_(@?71-2 B o mez—l A
Lr(4)c(4)(1cBT)4, Stefan-Boltzmann-Gesetz.  (6.4.59)
([P

Die spektrale Energiedichte u(w,T") der Hohlraumstrahlung ist i.W. der Integrand
in U,
=t wf 1

U=v - dow@ D), w@, D)= 55 5ar

(6.4.60)

Fur kleine w, [wl <« kpT erhdlt man den klassischen Grenzfall (das Rayleigh-Jeans-
Gesetz), im umgekehrten Fall die Wiensche Strahlungsformel. Der klassische Grenzfall
(langwellige Strahlung bei hohen Temperaturen) flihrte mit den Prazisionsexperimenten
an der PTR um 1900 zur Entdeckung der Quantenmechanik (vgl. QM-Skript BRAN-

DES) !
Der Zusammenhang zwischen Druck und Energiedichte ist ebenfalls einfach:
e O O
pV = —Z  deni(e)In 1— PO (6.4.61)
(] 1
= de dEvi(E) np(e) (6.4.62)
e 0
1 1
= dsgul(s)z—:nB(s) = §U (6.4.63)
wp = LU (6.4.64)

3V’



/. DER STATISTISCHE OPERATOR

7.1 Wiederholung QM: Die Dichtematrix

(SKRIPT QUANTENMECHANIK). Systemzustdande werden in der Quantenmechanik
durch (normierte) Vektoren (Kets) |¥) eines Hilbertraums beschrieben. Bei der Bildung
von Erwartungswerten von Observablen A,

(4) = (YA W) (7.1.1)

kommt es auf einen Phasenfaktor e’ mit reellem « nicht an. Systemzustdande werden
deshalb genauer gesagt durch A quivalenzklassen von Strahlen

W), a € R (7.1.2)
beschrieben. Man kann den Phasenfaktor loswerden, indem man zu Projektionsoperato-
ren Ubergeht:

Definition In einem Hilbertraum H ist ein reiner Zustand durch einen Projektions-
operator

Py =|W)(¥|, WeH (7.1.3)
zum Vektor |W) definiert.

Hier kurzt sich jetzt ein Phasenfaktor ¢ in |W) heraus. Erwartungswerte von Observa-
blen A im reinen Zustand Py definieren wir jetzt uber die Spur-Operation:

Definition Der Erwartungswert der Observablen A im reinen Zustand Py ist
(Ayy = Tr(PpA) = Tr(|¥)(W]4), (7.1.4)

wobei TrX die Spur des Operators X, gebildet mit einem VOS (vollstandigem Ortho-

normalsystem) ist,
1
TrX = (n|X|n). (7.1.5)

n

Die Spur eines Operators ist basisunabhéngig: gegeben seien zwei VOS |n) und |«),
L 1

[n)(n| = la)(a| =1 (7.1.6)
" —/ 1
~ Tr(X) = (n|X|n) = (n|a){a|X|n) = (7.1.7)
— A — 1
= (alX[n)(nla) = (a|X[l]a) = (a]X|a). (7.1.8)

n,o « «
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Die Spur ist invariant unter zyklischer Vertauschung (AUFGABE),
Tr(AB) = Tr(BA). (7.1.9)

AUFGABE: Zeige, dass (A)y mit der ublichen Definition Ubereinstimmt, d.h. zeige
(A)p = (P|A |W).

7.1.1 Gemischte Zustinde

Die QM enthdlt durch die Kopenhagener Deutung ein intrinsisches Element an Stochasti-
zitat: Voraussagen fur Messungen sind Aussagen Uber Wahrscheinlichkeiten, selbst wenn
der Zustand |W) des Systems zu einer bestimmten Zeit ¢ exakt bekannt ist.

Es gibt nun Fdlle, wo durch Mangel an Information (z.B. unsere eigene ‘Dummbheit’
oder die Unfahigkeit, an bestimmte Informationen zu gelangen) selbst der Zustand des
Systems zu einer bestimmten Zeit ¢ nicht exakt bekannt ist. Das ist wie in der klassischen
Mechanik, wo man statt eines Punktes im Phasenraum nur eine gewisse Verteilung im
Phasenraum angeben kann. Die Bestimmung dieser Verteilung ist Aufgabe der Statistik
(Ensembletheorie, Thermodynamik). Wir definieren:

Definition Uber ein quantenmechanisches System im Hilbertraum H mit VOS (voll-
stdndigem Orthonormalsystem) |n) liege nur unzureichende Information vor: Mit Wahr-
scheinlichkeit p,, befinde es sich im Zustand |n). Die Menge (p,,, |n)) heisst Ensemble
von reinen Zustinden. Dann ist der Erwartungswert einer Observablen A gegeben
durch

L 1 L 1
(A) = pn(n|Aln), =1 0<p, <Ll (7.1.10)

n n

Hiermit hat man jetzt zwei konzeptionell verschiedenartige Arten von Wahrscheinlich-
keiten vorliegen

e Die Wahrscheinlichkeit p,,, die aus dem Mangel an ‘klassischer’ Information Uber
das System herruhrt.

e Die intrinsisch quantenmechanische Wahrscheinlichkeit, die sich in der Wahrschein-
lichkeitsinterpretation der Quantenmechanik ausdrlickt. Der Zustdnden |n) kann
z.B. im Ortsraum eine Wellenfunktion W, (x) besitzen, die eine Wahrscheinlich-
keitsdichte |W,,(z)|? fur das Au [nden eines Teilchens am Ort = definiert.

Beide Arten von Wahrscheinlichkeit konnen bei der Berechnung von Erwartungswerten
nun mit Hilfe des Dichteoperators zusammengefal3t werden:

Definition Der Dichteoperator (Dichtematrix) p eines Ensembles (p,,|n)) ist

L1
p= paln)(nl, (7.1.11)



7. Der Statistische Operator 91

d.h. eine Summe von Projektionsoperatoren auf die reinen Zustande |n). Es gilt

1 CT 11
(4) = pm(ml|Alm) = Pm{m|n)(n|Alm) (7.1.12)
[
= (m pr|n)(n| Alm) = Tr(pA). (7.1.13)

Der Erwartungswert druckt sich also wieder mittels der Spur aus.
Der Dichteoperator hat folgende Eigenschaften:

e Normierung: Fur Dichteoperatoren p gilt

1
Tr(p) =  pp(m|n)(n|m) = 1. (7.1.14)

n,m

e Hermitizitat: Weiterhin in einer beliebigen Basis gilt fur Dichteoperatoren p

1 1
(alplB) = palaln)(n|B) = pp(BIn)" (n|e)” = (Blp|e)” (7.1.15)
~p = pl,  pist Hermitesch . (7.1.16)

e Positivitat: Es gilt (AUFGABE)
(Wlplty) =0~ p>0 (7.1.17)

fur beliebige Zustande .

Es gilt weiterhin

Satz 1. Fin Operator p ist genau dann Dichteoperator zu einem Ensemble, wenn Tr(p) =
1 und p > 0.

Beweis: Sei , dann ist p auch Hermitesch (AUFGABE) und hat deshalb eine
Zerlegung p = ﬁ;\l%(u mit reellen Eigenwerfen,-qie wegen der Positivitag-A— 0 sind,
weshalb mit der Normierung Tr(p) = 1 = , \; die Darstellung p = ; \[[)(I] ein
Ensemble (\;,|l)) beschreibt. Die umgekehrte Richtung erfolgt aus GI.(Z114), (ZZII7).
QED.

Man beachte, dass ein Dichteoperator p ein Ensemble nicht eindeutig festlegt: Ver-
schiedene Ensembles (), |1)), (p konnen zu ein und demselbem p gehtren (s.u.).
In der (py,, |n))-Darstellung p = p,|n)(n|, Eq. (ZIII), haben wir eine Diagonaldar-
stellung, die sich auf die Basis |n) bezieht und die in Matrixform als

1 L1
pp 0 O
_ 8 p» 0 ..
=g o - (7.1.18)
0
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geschrieben wird - daher der Name Dichtematriz. Im Allgemeinen ist das bei einer un-
endlichdimensionalen Basis eine unendlichdimensionale Matrix.
Es gilt (AUFGABE) folgende Ungleichung:

Tr(p?) < 1. (7.1.19)

Insbesondere definiert man
0> = p, Tr(p®) =1, reiner Zustand. (7.1.20)
o> # p, Tr(p?) <1, gemischter Zustand. (7.1.21)

Ein reiner Zustand hat die Form p = |W)(¥|, d.h. alle Wahrscheinlichkeiten p,, sind Null
bis auf die eine, die eins ist und zum Projektor |W)(¥| gehort.

7.1.2 Spezialfall Spin 1/2: die Bloch-Sphire

Der Dichteoperator p ist in diesem Fall eine hermitische 2 mal 2 Matrix mit Spur 1. Es
gilt folgendes Theorem:

Satz 2. Es gibt eine 1-zu-1-Beziehung zwischen allen Dichtematrizen p eines Spin 1/2
und den Punkten der Einheitskugel (‘Bloch-Sphire’) |p| <1,

p== l+po (7.1.22)

mit einem reellen dreikomponentigem Vektor p und dem Vektor o der Pauli-Matrizen.
Die reinen Zustinde entsprechen dem Rand der Bloch-Sphire |p| = 1. Allgemein gilt fiir
die Erwartungwerte der Spinkomponenten o, oy, 0, in einem (gemischten oder reinen)
Zustand p,

<0i> = Tr(pal) = Pi, i = z,y,z. (7123)
Zum Beweis: Mit den Eigenwerten A1, A> von p gilt
11,0

/\1)\2 = detp = Z 1- P . (7.1.24)

Damit gilt: @) p > 0 positiv (semi)definit ~~ A\A2 >0~ |[p| < 1.b) |p| <1~ AA2 >0,
wegen A; + A\» konnen nicht beide \; negativ sein ~ A1 > 0, A2 > 0~ p > 0. Also: p ist
Dichtematrix < |p| < 1.

Fur |p| = 1 ist p ein Einheitsvektor - dann gilt (AUFGABE)

(po)?=1, |p/=1 (7.1.25)

In diesem Fall hat man explizit

1 L] 1 L] ]
1+ po 5 1+ po

2
1 L]
4

po=

0, (7.1.26)
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d.h. p ist ein reiner Zustand, also ein Projektionsoperator. Weiterhin gilt die Gleichung
(AUFGABE)

1
ETFO’jO’j = 52’]’7 1=1,2,3, (7127)
aus der man mit Tro; = 0 direkt
1 [ (I
Tr(po;) = ETV 1+ p1oy +p2o2 + p3o3 07 =p; (7.1.28)

folgert. QED.
Wir wollen uns die zwei Extremfédlle von Spin 1/2-Zustdnden nochmal genauer an-
schauen:

7.1.2.1 Reiner Zustand mit |p| =1

In diesem Fall beschreibt die Dichtematrix also einen reinen Zustand p (Projektionsope-
rator) mit p?> = p. Dann gilt wegen (po’)? wieder

1 L] 1100 .
(pa)p=(p0')§ 1+ po =§ poc+1 =p. (7.1.29)

Unser reiner Zustand ist also gerade der Projektor

p=p®)=|T,p)T,pl, [pl=1, (7.1.30)

denn (po)| 1,p) = | T,p) ist ja gerade die Eigenwertgleichung fur den Spin-Zustand
mit ‘spin-up’ fur die SG-Apparatur in p-Richtung. Die Einheits-Vektoren p mit |p| =1
auf der Oberflache der Blochsphdre beschreiben also Eigenzustande | T, p) mit ‘spin-up’
fur die SG-Apparatur in p-Richtung. Fur die Richtung p = e, haben wir dann z.B. die
explizite Darstellung
1o

p = |Te)(Te= 00 (7.1.31)
wobei wir mit dem Index . an der Matrix die Basis kennzeichnen. An dieser Darstel-
lung erkennen wir noch einmal, daB es sich um einen Ensemble handelt, in dem wir
mit Wahrscheinlichkeit w; = 1 den Zustand | 1 e,) und mit Wahrscheinlichkeit w; = 0
den Zustand | | e.) antreled. Das heiflt aber naturlich nicht, daR damit alle Mess-
ergebnisse deterministisch festgelegt waren: Nur wenn wir den Spin o, in z-Richtung
messen und diese Messung z.B. mit vielen identisch prédparierten Systeme, die durch das
p, Eq. (L131)), beschrieben werden, wiederholen, finden wir stets das Ergebnis ‘spin-up’.
Bei einer Messung von o, in z-Richtung finden wir mit diesem Zustand die zwei Mess-
werte ‘spin-up’ und ‘spin-down’, die den zwei Eigenwerten von o, entsprechen: Es gilt
ja (NACHPRUFEN!)

1 es) = % ([ Te)+ e, (7.1.32)
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11
und die entsprechenden quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten sind jeweils % =
1

Die Dichtematrix eines reinen Zustands hat nun allerdings keineswegs stets die ein-
fache Gestalt Eq. (Z.1.31I)): Fur den reinen Zustand ‘Spin-up’ in z-Richtung haben wir

beispielsweise

e —
p o= ltedlled=7 1 ] , (7.1.33)

wie man mit
| Tes) = \% (|Te)+]]e.)) (7.1.34)

durch Ausmultiplizieren findet. In der z-Basis ist die Dichtematrix fur diesen Zustand
also voll besetzt.

7.1.2.2 Gemischter Zustand mit |p| =0

In diesem Fall beschreibt die Dichtematrix einen gemischten Zustand p = %i, der durch
die Mitte der Blochsphdre representiert wird. Wir wollen diesen Zustand in einer Basis-
darstellung schreiben. Mit den Basis-Kets | 1 e.), | | e.) fur Stern-Gerlach-Apparatur
in z-Richtung schreibt sich p als

1 1

10
01 (7.1.35)

N =

1 1
p = §| Te)(Te|+ §| le)(le =
z
wobei wir mit dem Index , die Basis kennzeichnen. Interessant ist nun, dafl wir diesen
(gemischten) Zustand p genauso gut als
—1 1

10
01 (7.1.36)

N[ -

p = 3lTeall e+ 3l Lea)l e =

xT

d.h. als Gemisch bezuglich der Basis fur die z-Richtung der SG-Apparatur schreiben
konnen! Genauso geht das fur eine Basis | T n), | | n), die sich auf eine beliebige
Richtung n bezieht (AUFGABE). Fur diesen Zustand ist also Uberhaupt keine Spin-
Richtung ausgezeichnet!

7.1.3 Zeitentwicklung, Liouville-von-Neumann-Gleichung

Jetzt betrachten wir die unitire Zeitentwicklung eines Zustands p, die einfach aus der
Schrodingergleichung folgt:

Z%'“’“” = HW(@) ~ [¥(®) = U®)|¥©) (7.1.37)
o
inU® = HU®) (7.1.38)

U@t) = e *Ht  Zeitentwicklungsoperator. (7.1.39)
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Es folgt nun
1 1
p(t) =  paln@)(n®) = puU@)(0))(n(O)|UT(2) (7.1.40)
= U@)pO)U @), (7.1.41)

und die Zeitentwicklung des Zustands ist

i%p(t) = = HU@)pO)U () — U@)p(O)UT (t)H (7.1.42)
= [H,p()], Liouville-von-Neumann-Gleichung . (7.1.43)

Da U(t) unitdr, ist die Zeitentwicklung von p(t) unitdr. Das wird sich @ndern (s.u.), wenn
wir Information aus p(t) ‘herausreduzieren” (reduzierte Dichtematrix). Die Liouville-von-
Neumann-Gleichung ist der Ausgangspunkt der Nichtgleichgewichts-Quanten-
statistik. Aus p(t) = U(t)p(0)UT(t) folgt weiterhin

[p(0), H] =0~ p(t) = p(0) V1, (7.1.44)

d.h. falls der Zustand p mit dem Hamiltonian fur eine bestimmte Zeit (¢t = 0 hier)
vertauscht, ist er fur alle Zeiten konstant (auch ¢ < O)!El Deshalb die

Definition Ein Gleichgewichtszustand eines durch einen Hamiltonian H beschrie-
benen Systems ist ein Zustand p, der mit H vertauscht.

7.1.4 Entropie, thermische Zustinde

Man definiert die von-Neumann-Entropie eines Zustands p als

L 1
S=—kgTr(plnp) =—kp  p,Inp,. (7.1.45)
Hierbei hat man im letzten Schritt die Diagonaldarstellung von p = p,|n)(n| benutzt,
sowie die Funktion eines Operators X in Diagonaldarstellung,
L 1 L1
X= " apn)(n|~ f(X)= [f(an)n)(n|. (7.1.46)

(Uberprufe mit Taylor-Entwicklung von f). Es gilt

S = 0, reiner Zustand (7.1.47)
S > 0, gemischter Zustand. (7.1.48)

Die von-Neumann-Entropie, die ja nur von den Basis-unabhdngigen Eigenwerten p,, der
Dichtematrix abhdngt, ist also ein Maf fur die ‘Gemischtheit’ eines Zustands p.

! vgl. mit holomorphen Funktionen: f(z) = const auf einem (kleinen) Gebiet der komplexen Ebene
~> f(z) =const iiberall.
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Fur thermische Gleichgewichts-Zustinde werden die Wahrscheinlichkeiten p,,
in der Quantenstatistik bestimmt. Fur das ‘Wadrmebad-Ensemble’ (kanonisches En-
semble) eines Systems mit Hamiltonoperator H und Eigenwertgleichung H|n) = E,|n)
haben wir

1
p= [n)(n| = 7€ Z = Tre PH, (7.1.49)

Hierbei ist die Exponentialfunktion eines Operators einfach Uber die Potenzreihe
des Operators definiert, und

1
= —— kg Boltzmann-Konstante (7.1.50)
kT

mit der Gleichgewichts- Temperatur T.

7.2 Zusammengesetzte Systeme

Ein quantenmechanisches System kann aus N Teilsystemen bestehen (Engl. ‘ N-partite’)
und wird dann durch das Tensorprodukt der Hilbertraume der Teilsysteme beschrieben,

H=H1®..®Hy. (7.2.1)

Daraus ergibt sich der grote Bruch mit der klassischen Physik: das Auftreten von Ver-
schrinkung (s.U.).

7.2.1 Bipartite Systeme
Der wichtigste Fall sind zundchst bipartite Systeme (N = 2),

H=Hs®Hp. (7.2.2)

Den einfachsten Fall hatten wir bereits bei der Beschreibung des Spins im Hilber-
traum der Spinoren kennengelernt: Hier war einer der Hilbertraume der HR der Bahn-
Wellenfunktionen, der andere der HR der Spin-Wellenfunktionen (zweikomponentige
Vektoren).

Der ndachste Fall ist der, in dem man tatsdchlich zwei verschiedene physikalische
Systeme, die auch miteinander wechselwirken durfen, in einem gemeinsamen Rahmen
beschtreiben mochte. Als Beispiel betrachten wir zwei Beobachter A und B, die jeweils
ein Spin—%—TeiIchen (‘Spin—%’) vor sich haben. Die gesamte Wellenfunktion beider Spins
IaBt sich dann nach folgender Basis entwickeln:

0)A®0)p, [Ha®[0)p, [0)a®|1)B, [1)a®|1)s, (7.2.3)

wobei

0a=]T,e)a, [Da=]l,e)a (7.2.4)
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die Basisvektoren des Spinraums C? (bezuglich einer Stern-Gerlach-Apparatur in z-
Richtung) sind, und entsprechend fur Beobachter B.
Ein allgemeiner Zustand fur das System aus zwei Qubits schreibt sich dann als

1
W) = capla) ® |b) = cool00) + co1/01) + c10]10) + c11/11). (7.2.5)
ab=0

Im letzten Schritt haben wir hier bereits die Abklrzungen
|0)4 ®|0)5 = |00) (7.2.6)

etc. eingeflihrt, um Schreibarbeit zu sparen.

Wir betrachten nun den Fall hoherdimensionaler Hilbertraume. Haufige Anwendun-
gen treten bei der Beschreibung von Dissipation und Dekohdrenz auf. Hierfur benotigt
man, wie in der Thermodynamik, ein Gesamtsystem, das sich aus zwei Anteilen zusam-
mensetzt: System und Bad. Sei das Gesamtsystem im reinen Zustand |¥), den wir wie
folgt zerlegen:

1
W)= cala) ®[b) (7.2.7)

ab

wobei |a) ein VOS in H 4 und |b) ein VOS in Hp. Die Matrix c ist dabei i. A. rechteckig,

1 1
C11 C1N

R €41 ... ...  C2N A dim(Ha) = M, dim(Hg) = N, (7.2.8)
Cyaro o--e ... CMIN

denn die Dimensionen der Hilbertraume brauchen ja nicht Ubereinzustimmen.

7.2.2 Reduzierte Dichtematrix

Jetzt kommt mit dem Begri [_der reduzierten Dichtematrix der eigentliche Auftritt der
Dichtematrix als unverzichtbares Konzept in der Quantenmechanik. Die reduzierte Dich-
tematrix spielt eine zentrale Rolle bei der Quantifizierung von Informationsverlust, Ver-
schrankung, Dekohdrenz bis hin zum Messprozess.

Im zusammengesetzten System A + B wollen wir uns nur fur die Information Uber
das System A interessieren, d.h. Erwartungswerte aller Observablen A des Systems A,
aber nicht die von B. Diese reduzierte Information liegt z.B fUr einen Beobachter A
vor, der keinen Zugang zum System B hat bzw. keine Mdglichkiet, etwas Uber B zu
erfahren. Im Falle eines System-Bad Hilbertraums, Hg ® H g, kann das umgebende Bad
z.B.zwar an das System gekoppelt, ansonsten aber unzuganglich sein.

ir nehmen wieder an, daf sich das Gesamtsystem durch eine Wellenfunktion |W) =
b Cavla@)®10), Eq. (ZZI), beschrieben wird, sich also in einem reinen Zustand befindet.
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Die Erwartungswerte einer Observablen in A sind dann wie immer einfach durch die
Skalarprodukte gegeben,

(A) = (YA % 1/W¥), Observable operiert nur_in %ﬂ (7.2.9)
= ccay (b @ (alA@1dy @ |0) = cyean(alAld’)  (7.2.10)
aba’b’ aba’
= Tra(pad), pa=  cyeanld){al. (7.2.11)
aba’

Hiermit wird der reduzierte Dichteoperator p des Teilsystems A definiert, dessen
Kenntnis die Berechnung samtlicher Erwartungswerte in A ermoglicht. Die Spur Tra
wird dabei nur im Teilraum A ausgefuihrt! Es gilt

C 1 |:|/ . ]
Trp (|W)(W)) = CopCarpy TT5 [a’) @ [b)(b] @ (al (7.2.12)

pA =
ba'b'
— B B
= copCapla’)(al = cc la"){al (7.2.13)
aba’ aa’
1
1 Igcakll .
C11 C1IN ] ¥

11 m Con L - Cm2
el = o 4 .. . (7.2.14)

N - Cyn

Weiterhin gilt (AUFGABE)

pa=pl, Trapa=1, pa>0. (7.2.15)

Deshalb definiert p4 tatsachlich einen Dichteoperator in H 4.
Wie sieht das konkret aus? Wir nehmen als BEISPIEL ein System aus zwei Qubits
A und B, das sich im Zustand

W) = q00) +b|11) = al0)4 ® [0) 5 + blL)a @ |1) 5 (7.2.16)

befinde. Fur die Koe [ ziehten a,b € C mu wegen der Normierung

jaf® +[p|* =1 (7.2.17)
gelten. Die Dichtematrix in A folgt zu
1 1
2 2 a2 0
pa = alf[0){0[a + PI1)(L[a = 7 e (7.2.18)

Den Spezialfall « = b = 1/4/2 schauen wir uns noch etwas genauer an. Der Gesamtzu-
stand sei

L

W)y = 7

(Teda®|Te)p+|le)a®|le)n). (7.2.19)
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Wir haben hier jeweils e, in den Vektoren geschrieben, um die Basis mit ‘Stern-Gerlach-
Apparatur’ in z-Richtung zu bezeichnen. Die Dichtematrix p4 lautet

1 1 1 I:1I 0 —

pa = SlTedalel+5lle)allel=5 § (7.:2:20)

In der Blochsphdre ist das ein Zustand Eq. (Z.1.2Z2) mit p = 0, d.h. genau im Ursprung.
Interessant ist nun, dal wir diesen (gemischten) Zustand p4 genauso gut als

1 1
Sl Ten)all e + 51 L er)all edl, (7.2.21)

pA

d.h. als Gemisch bezuglich der Basis fur die z-Richtung der SG-Apparatur schreiben
konnen, und genauso fur jede beliebige Richtung n (AUFGABE). Fur den Beobachter
A ist also Uberhaupt keine Spin-Richtung ausgezeichnet! Er hat einen Spin-Zustand p4,
bei dessen Messung in einer beliebige Richtung n jeweils Spin T und Spin | mit den
gleichen Wahrscheinlichkeiten 3 auftreten.

7.2.3 Reine und verschriankte Zustinde

Definition Zustdnde |W) eines bipartiten Systems H = H4 ® Hp heissen reine Ten-
soren (separabel), falls sie sich in der Form

W) = |p)a @ |¢)p, reiner Tensor (7.2.22)

mit (normierten) ()4 € Ha und |¢')p € Hp schreiben lassen. Zustande |W), die sich
nicht als reine Tensoren schreiben lassen, heissen verschriankt.

Wenn |¥) separabel ist, folgt fur die zugehtrigen reduzierten Dichteoperatoren

pa = Trp|o)a®@|¢)p(¢'| @ (4] (7.2.23)
= |¢)alol x Trp|d)p(¢'| = [#)a (] (7.2.24)
~p4 = pa, |W) separabel ~ py rein. (7.2.25)

Entsprechend ist dann auch pp rein. Wenn |W) verschrankt ist, gilt nicht mehr p% = py,
es muss also Trap% < 1 gelten und deshalb

|W) verschrinkt ~- p4 Gemisch und pp Gemisch.

Wir werden weiter unten die physikalischen Konsequenzen der Verschrankung diskutie-
ren.
AUFGABE 1 a) Betrachte das 2-Qubit (zwei Systeme A und B),

W) = a|00) +b|11) =al0)4, ®(0)p +b|1)4 ®|1)B (7.2.26)
~pa = [al?[0)(0a + [B]?|1)(L 4, (7.2.27)

wobei p4 die reduzierte Dichtematrix fur A ist. Fur welche a, b ist |W) verschrankt ?
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AUFGABE 1b) Betrachte das 2-Qubit

1
V2
Berechne hierfur die reduzierte Dichtematrix p4. Ist |W) verschrankt ?

AUFGABE 2. Ein Spin % (System A) sei an ein ‘Warmebad’ (System B) mit NV Zustanden
gekoppelt. Das Gesamtsystem befinde sich im normierten Zustand

W) = [ 1) @ (aa|l) + ... + an|N) + | 1) @ (Bu]1) + ... + By |N)) (7.2.29)

mit komplexen Koe [ziehten, die als N-komponentige Vektoren & und ﬁzusammengefa@t
werden.

a) Drucken Sie die reduzierte Dichtematrix p4 fur System A mittels der Vektoren & und
3 aus.

b) Berechnen Sie die Eigenwerte A+ von p4 und Uberprufen Sie, dal p4 tatsdchlich eine
Dichtematrix ist.

c) Diskutieren Sie fur reelle @ und 4 mit = ]ﬁ die Abhéngigkeit der von-Neumann
Entropie S = —Tr (paInp4) vom Winkel zwischen & und 3. Wann ist der Zustand (W)
verschrankt?

¥y = (jo1) + |11)) (7.2.28)

7.2.4 Die Schmidt-Zerlegung

Ausgehend von einem reinen Zustand |W) eines bipartiten Systems H = H 4 ® Hp erhdlt
man die reduzierten Dichtematrizen p4 (fur System A) und pp (fur System B). Wie
hangen p4 und pp miteinander zusammen, und wie lassen sie sich charakterisieren? Wir
beginnen mit einem

Satz 3. Jeder Zustand (Tensor) |W) eines bipartiten Systems H = HaQHp kann zerlegt

werden als
1

W)= Aulow) @ |Bn), An >0, (7.2.30)

wobei {|a)} ein VOS in Ha und {|5)} ein VOS in Hp ist.

Beweis: Zundchst fur dim(H4) = dilm_(-ng) = N (endlichdimensional). Ein Tensor
lasst sich immer schreiben als |W) =, cqla) ® |b) mit {|a)} ein VOS in H4 und
{|b)} ein VOS in Hp. Wir zerlegen die quadratische Matrix C' (Elemente c,;) mit der
Singulirwertzerlegung (singular value decomposition) (s.u.),

C=UDV, U,V unitdr, D = diag(\1, ..., \n), A, > 0 diagonal. (7.2.31)
Man hat dann
— 1
log) = Uanla), [Bn) = Vip|b) (7.2.32)
— (R —
~ ) = UanDnVipla) @ [b) = Aplan) @ |Bn), (7.2.33)
abn n

wie behauptet. QED. Hier ist noch das
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Satz 4. Singuldrwertzerlequng: Jede quadratische Matriz A ldsst sich zerlegen als
A=UDV, U,V unitdar, D = diag(\1, ..., \n), A\, > 0 diagonal. (7.2.34)
Die Diagonalelemente von D heissen die singuliren Werte der Matrix A.

Bemerkung: diese Zerlegung ist allgemeiner als die Spektralzerlegung fur hermite-
sche Matrizen H, H = UDU' mit diagonalem (aber nicht unbedingt positivem) D und
unitarem U und kann auch einfach auf rechteckige Matrizen erweitert werden. Literatur:
NIELSEN/CHUANG.

Diskussion der Schmidt-Zerlegung:

L1
e Man hat also statt-der doppelten Summe W) = =, cep|a) ® |b) nur eine einfache
Summe W) = A\j|an) @(6n), An >0.

e Folgerung fur die reduzierten Dichtematrizen p4 (fur System A) und pp (fur Sys-
tem B):

1 1
pa= Nloa)anl, pp= " XlBa)(Bal, (7.2.35)
n n
d.h. die reduzierten Dichtematrizen in beiden Teilsystemen haben dieselben Eigen-
werte A\2! Die Kenntniss von p4 und pp ist allerdings nicht ausreichend, um den
Zustand |¥) zu rekonstruieren: die Information Uber die Phasen der |a,,), |5,) ist
in p4 und pp nicht enthalten!

e FUr zwei verschiedene Ausgangszustande |W) und |¥’) erhdlt man i.A. Schmidt-
Zerlegungen mit verschiedenen in H4 und Hp. Die VOS {|a)} und {|3)} in
der Schmidt-Zerlegung |W) = | A,|a) ® |5,) hdngen also ganz vom Ausgangs-
zustand |¥) ab.

e Die von-Neumann-Entropie S = —kp n)\,% In )2 ist dieselbe fur beide Zustande
paund pp.

e Fur dim(H4) # dim(Hp) gibt es in genau der gleichen Weise eine Schmidt-
Zerlegung, nur dass einige der A,, dann Null sein konnen.

e Die Anzahl der von Null verschiedenen Eigenwerte \, in der Schmidt-Zerlegung
von |W) heisst Schmidt-Zahl ng. FUr ng = 1 ist der Zustand |¥) separabel, fur
ng > 1 ist er verschrankt.

7.3 Dekohdarenz

7.3.1 Einfithrung

Wir bezeichnen ein System in einem reinen Zustand |¥)(W¥| als quantenmechanisch

kohdrent oder kurz kohdrent. Es gibt Basisdarstellungen, z.B.
1 .
W) = cola), kohdrente Uberlagerung (Superposition) (7.3.1)

a
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nach einer VOS-Basis |«). Ist in dieser Darstellung mehr als einer der Koe [ziehten ¢, #
0, so hat man prinzipiell die Moglichkeit, Interferenzterme zu beobachten, beispielsweise
bei Ortswellenfunktionen als
W(@) = coWo(z) + W1 ()
W@ = feo|Wo@)|? + [erP|W1(2)]? + 2Re (coci WelWi(1)) (7:3.2)

Inter ferenzterm

Beim Doppelspaltexperiment ist der Interferenzterm fur das charakteristische Beugungs-
muster verantwortlich. Als Dekohirenz bezeichnet man dann einen Prozess, durch den
der Interferenzterm unwirksam gemacht wird und als Konsequenz das charakteristische
Beugungsmuster verloren geht.

Dieser Prozess kann in der Quantenmechanik fur allgemeine Situationen (nicht nur
fur das Doppelspaltexperiment) im Rahmen von System-Bad- Theorien systematisch und
mikroskopisch beschrieben werden. Beispiele reichen von der Kernspin-Resonanz (NMR)
uber die Atom- und Molekuilspektroskopie bis hin zu makroskopischen Uberlagerungs-
zustanden (‘Schrodingers Katze’). Dabei wird das Gesamtsystem (‘Universum’) in ein
‘System’ mit Hamiltonian Hs und ein ‘Bad’ (Umgebung) mit Hamiltonian Hsg aufge-
teilt,

H= HS -+ HB + HSB, (7.3.3)

die miteinander Uber eine Wechselwirkung Hsg gekoppelt sind. Das Gesamtsystem wird
dann z.B. durch einen reinen Zustand mit Ket |¥) beschrieben, der Zustand des Systems
ist hingegen ein Gemisch, das durch einen reduzierten Dichteoperator ps(t) beschrieben
wird. Dem Experimentator liegt dann nur die in ps(t) enthaltene Information und nicht
die gesamte Information |W) Uber das ‘Universum’ vor. Dieser Informationsverlust ist
dann fur das Auftreten von Dekohdrenz verantwortlich. Wie schnell und wie stark der
Interferenzverlust erfolgt, hangt vom Gesamtsystem 7 und damit von sehr vielen Be-
dingungen ab.

Sei das Gesamtsystem im reinen Zustand |W¥). Wir betrachten ein System mit nur
zwei Zustdnden |0) und |1) sowie ein Bad mit N Zustdnden |b) und zerlegen den Ge-
samtzustand wie in Eq. (ZZ7),

¥/
W) = (conl0) @ [b) + L) @ [b)) (7.3.4)
b=1
¥1_1 , ., [
ps = Cabca’b|a><a| e |C |2 (7.3.5)
aa’=0,1 b=1 b=1 15 ¢0b 1b

Fur eine erste, qualitative Diskussion machen nun eine weitere Annahme, namlich tber
die Form der cop(t), cop(t) als Funktion der Zeit:

cop(t) = ce' ) clb(t)=cei¢5(t), c= (7.3.6)

1
V2N
¢ (0) = #,(0)=0 (7.3.7)
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mit irgendwelchen Phasen qsg)(t), die vom Bad und der Wechselwirkung mit dem Bad
bestimmt werden. Damit stimmt die Normierung,

DZ 5
Trps(t) = (0ps(®)[0) + (L|ps@)[1) = (Jcop|” + |cop|”) = 1, (7.3.8)
b=1
und man hat
-1 1 e CRORA0)
pS(t) - 2 T*(t) 1 ) T(t) - N - € bR (739)

Die Phasen ¢;(t) werden fur jedes b unterschiedlich sein und sich im Laufe der Zeit ¢
unterschiedlich schnell entwickeln. Selbst obwohl anfanglich bei ¢t = 0 alle ¢;(0) und

,(0) identisch Null sind, summiert man nach einer endlichen Zeit ¢ im Interferenzterm
r(t) eine grofle Anzahl von Phasenfaktoren, die wild fluktuieren und sich fur groe N
letztendlich e [eKtiv wegmitteln,

r(t) — 0, fUr groRe Zeiten t¢. (7.3.10)

Der Dichteoperator des Systems (in der |0), |1)-Basis) geht dadurch von einem reinen
Zustand zur Zeit ¢t = 0 mit Ket %(|O> + [1)) zu einem vollig inkohdrenten Gemisch mit
maximaler Entropie Uber

1 1 1 1

1 .
ps(0) = 5 (1) , fur groRe Zeiten t. (7.3.11)
Einen solchen Fall von System-Bad-Wechselwirkung, bei der sich nur die AuRRerdiagonal-
Terme (Interferenzterme), aber nicht die Diagonalterme (Populationen) der Dichtema-
trix verandern, nennt man reine Dephasierung (engl. ‘dephasing’).

7.3.2 Mikroskopische Dekohirenz-Modelle

Aufgabe der Quantenmechanik ist es nun, Uber das obige phanomenologische Modell
hinauszugehen und realistische Berechnungen zur Dephasierung vorzulegen.

7.4 *Messungen

Messungen sind in der Quantenmechanik durch das Projektions-Axiom und die ‘Reduk-
tion des Wellenpakets’ axiomatisiert: Eine Observable A habe ein vollstandiges System
von Eigenvektoren |«) zum Eigenwert «. Ein System sei im Zustand |¥) mit der Fourier-
Entwicklung

1
W)= cala). (7.4.1)

«

Das Postulat besagt, dal bei einer Messung von A das Resultat einer der Eigenwerte «
ist, der mit Wahrscheinlichkeit |c,|? eintritt, wobei sich der Zustand unmittelbar nach
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der Messung in dem betre [eden Eigenzustand |«) befindet (‘Reduktion des Wellenpa-
kets’). Bei einer zweiten, unmittelbar folgenden Messung ist das System bereits in dem
Eigenzustand |«). Das Ergebnis der zweiten Messung reproduziert dann das Ergebnis
der ersten.

7.4.1 Verschiedene Arten von Messungen

Man mochte genauer verstehen, was bei einer Messung eigentlich passiert, und zwar auch
aus ganz praktischen Grunden: Moderne Experimente erlauben z.B. das Beobachten
einzelner lonen oder das Zghlen einzelner Elektronen oder Photonen. Insbesondere stellt
sich z.B. die Frage, wie gut ein Messgerat prinzipiell eigentlich messen kann.

Man unterscheidet zwei Typen von Messungen:

e Messungen ohne Ruckwirkung auf die zu messende GroRe.
e Messungen mit Ruckwirkung auf die zu messende Grolie.
Wir definieren:

Definition Eine Ruckwirkungs-freie Messung (QND-Messung, engl. QND measure-
ment, quantum non-demolition measurement) einer Observablen A hat eine Zeit-
entwicklung, bei der A eine Konstante der Bewegung ist, d.h. bei der sich der Heisenberg-
Operator ﬁ(t) zeitlich nicht dndert. Alle anderen Messungen heif3en ‘nicht-QND-Messungen’
oder Messungen mit Ruckwirkung.

Diese Definition geht von einer dynamischen Beschreibung des Messprozesses im Rahmen
der Quantenmechanik mit Hilfe eines Gesamt-Hamiltonoperators 7 aus, der die Zeit-
entwicklung der Messgrolie ﬁ(t) bestimmt und den Messaufbau inclusive Messapparatur
beschreibt. Es ist also

[A,H] = 0 < Messung von A ist QND. (7.4.2)

QND-Messungen sind wegen der fehlenden Ruckwirkung auf das System haufig konzep-
tionell am einfachsten zu beschreiben. Sie entsprechen in der mikroskopischen Beschrei-
bung oft einfachen, exakt losbaren Dekohdrenz-Modellen. Fur weitere Literatur vgl. auch
BREUER/PETRUCCIONE (‘The Theory of Open Quantum Systems’).

7.4.2 Modell fiir eine Messung

Wir wollen die Messung wie in Eq. (Z33) im Rahmen einer System-Bad-Theorie be-
schreiben, wobei das System mit dem Messgerat wechselwirkt. Die Wechselwirkung zwi-
schen System und Messgerdt legt die Art der Messung fest.
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Wir betrachten hierfuir ein einfaches Modell, definiert durch

H = Hs+Hm+ Hsm

Hs = %az, System: Spin—%, Energiedi Lerknz wo (7.4.3)
2
1 . .
Hy = ;;+§mw2m2, Messgerat: harmonischer Oszillator (7.4.4)
m
Hsm = go.,xz, Wechselwirkung. (7.4.5)

(andere und genauere Modelle sind moglich). Falls o, gemessen wird, ist die Messung
wegen [0, H] = 0 also QND. Falls ¢,, gemessen wird, ist die Messung wegen [o,, H] 7 0
also nicht QND. Die Wechselwirkung Hsm beschreibt eine Verschiebung des Oszillators
um +gz, falls der Spin-Zustand | 1) ist,und eine Verschiebung des Oszillators um —gx,
falls der Spin-Zustand | |) ist, denn

Hsm| 1) = +gz[ 1), Hsml| ) = —gz| |). (7.4.6)

Zur Zeit t = 0 sei das System im Spin-Zustand | T) und das Messgerdt, d.h. der Oszillator,
im Grundzustand |n = 0). Der Gesamtzustand (System und Messgerdt) ist dann

W@O) =|1) ®@|n=0). (7.4.7)

Wegen o.| 1) = | T) laRt die Zeitentwicklung den Spin stets im Zustand | 1).
Wir betrachten zur Vereinfachung einen langsamen Messprozess, bei dem die Wech-
selwirkung ¢(t) langsam adiabatisch hochgefahren wird, so dal

gt=0)=0, gt —o00)=g>0. (7.4.8)
Dann ist der Hamiltonian H = H(t) zeitabhangig, und die Schrodingergleichung lautet

W) = HY®) —

=01 WO) = F+Hm+ g0 (19()). (7.4.9)
wobei (T |W(t)) der Oszillator-Anteil ist (der Spin bleibt immer im Zustand | 1)). Der
Grundzustand |G Z) =gy des Oszillator-Hamiltonians (¢t = 0) wird in den Grundzu-
stand |G Z)y =0y des nach links (wegen +g(t)x) verschobenen Oszillator-Hamiltonians
H(t = oo) Uberfuhrt (adiabatisches Theorem, dazu mehr in Lehrbuchern). Es gilt insge-
samt

|1 @I|GZ) na=0) = | 1) @G Z)n=oc) = | T) @ [2 = —g). (7.4.10)

Der Endzustand des Oszillators ist dann also der kohdrente Zustand |z = —g) in der
Basis des unverschobenen Oszillators, vgl. Eq. (??). Entsprechend ist fur einen Spin-
Anfangszustand | |) die Schrodingergleichung

0w®) = HYE) -

(L W) = -+ Hw— g (L [$O), (7.4.11)
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wobei jetzt | |W(¢)) der Oszillator-Anteil ist (der Spin bleibt immer im Zustand | |)).
Der Grundzustand |G Z)4 =0y des Oszillator-Hamiltonians (¢t = 0) wird wieder in den
Grundzustand |G Z) =gy des jetzt nach rechts (wegen —g(t)x) verschobenen Oszillator-
Hamiltonians H(t = oo) Uberfuhrt, d.h.

| 1) @1GZ)n=0) — | 1) @ 1GZ)n=c0) = | 1) @ |2 = +g). (7.4.12)

Die zwei Spinzustdande des Systems sind somit mit den Endzustdanden des ‘Messgerdtes’
(Oszillator) korreliert. Diese Endzustdande sind rdaumlich verschobene Wellenfunktionen,
die bei hinreichend starker Verschiebung rdaumlich voneinander aufgelost werden konnen.
Solche Zustande nennt man auch Zeigerzustinde (pointer states).

7.4.3 Messung und Verschrinkung

Interessant ist jetzt die Messung einer Superposition: Sei der Spin-Anfangszustand

Wo) =al 1)+ 0] 1)- (7.4.13)

mit Normierung || + |3[> = 1. Das Projektionspostulat, das ja keine Aussage Uber den
Ablauf des Messprozesses macht, gibt Wahrscheinlichkeit |a|? bzw. |3]? fur spin-up bzw.
spin-down.

Wir wenden auf den Spin-Anfangszustand |Wo) unser adiabatisches Modell Eq. (Z.4.3)
an. Wegen der Linearitat der Schrodingergleichung wird der Anfangszustand mit dieser
Superposition dann folgendermalien adiabatisch Uberfuhrt:

(@] 1) + 8] 1)) ® |G Z) gm0y — %N @ N @lz=—g)+6l ) ©lz=g). (7.414)

Hierbei ist N ein Normierungsfaktor, denn die koh@renten Zustande |z = ¢g) und |z = —g)
sind nicht orthogonal (AUFGABE). Zur Zeit t = 0, also bevor die Messung beginnt, ist
der Zustand des Systems durch die reduzierte Dichtematrix

ps = TI'_F_QSf!LPo> ® ’Gl%‘(tm)(%\ © (G Zln(=0) = [Po)(Wol
[ ap*

od |32 (7.4.15)

(reiner Zustand).

Der Endzustand des Systems hingegen ist nun nicht mehr in Spin- und Oszillator-
Anteil separabel: durch den Messprozess sind Spin- (System-) und Oszillator- (Mess-
gerdt-) Anteil miteinander verschrinkt worden, der Zustand ist ein wverschrinkter Zu-
stand, vgl. unsere Definition in Eq. (ZZ.22). Die reduzierte Dichtematrix des Systems
(Spin) erhalten wir aus

P = %Trosc @Nele=-g+6l hele=g) (@ (1| (z=—gl+5(|®(=g)
1 1
= o (z=—glz=—g)| NI |+ 5607z = glz=g) IN] ]
1 1
+ pabiz=gle=—g I [+ Fha™{z = —glz=g)| (T (7.4.16)
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Wenn g hinreichend groR ist, dann sind die Uberlapp-Matrizelemente zwischen den nach
links und nach rechts verschobenen Oszillator-Grundzustanden |z = +g) exponentiell
klein und der Normierungsfaktor N ~ 1. Die reduzierte Dichtematrix geht also durch
den Messprozess Uber von ps in p&"9,

| |2 B | |2 0

_ « (6% end (6%

= . — =~ 7.4.17
PSs o* B |ﬁ|2 Ps 0 |ﬁ|2 ( )

in der Spin-Basis in z-Richtung. Die Dichtematrix des Systems nach der Messung wird
also durch einen gemischten Zustand beschrieben, der auf der Diagonalen die Wahr-
scheinlichkeiten |«|? bzw. |3[? enthdlt, spin-up bzw. spin-down zu finden. Die Fourier-
koe [ziehten des zu messenen Zustands |Wo) erscheinen als Betragsquadrate auf den
Diagonalen. Dieses Ergebnis ist also konsistent mit dem Projektionspostulat.

Weiterhin gilt fur die Wahrscheinlichkeiten fur spin-up in der z- und der z-Basis
(Speziallfall o = g = 1.

1 1
wio(ps) = 5= wy L (pE9) = 5 (7.4.18)

wie es sein sollte, denn es handelt sich ja um eine QND-Messung von o.. Dahingegen ist

1
wia(ps) = 1= wia(e) =3, (7.4.19)

d.h. der Wert der Observablen o, (spin-up in z-Richtung mit Wahrscheinlichkeit eins)
wird durch die Messung zerstort (spin-up und down in z-Richtung werden gleichwahr-
scheinlich): Die Messung ist nicht QND bezuglich o,.

7.4.4 Information und Kollaps

Die Dichtematrix ps gibt die Wahrscheinlichkeiten fur die zwei Moglichen Messwerte an
und beschreibt den Zustand des Spins vor dem Ablesen der Messwerte, die man dann ja
noch nicht kennt: Deshalb hat man ein Gemisch.

Sobald man das Messgerdat abgelesen hat, weiss man, ob der Oszillator nach rechts
bzw. links verschoben ist und hat damit den Spinzustand: entweder spin-up oder spin-
down. Das ist nattrlich analog zur Stern-Gerlach-Apparatur. Nach der Messung ist der
Spin also in einem der beiden reinen Zustande | 1)(1 | oder | [)(| |. Es gilt also

L1, 0 1

ps = ‘06’ >, vor dem Ablesen (7.4.20)
I:1I 0 LJQ_LI 1 0 1

ps = 0 0 oder 01 nach dem Ablesen . (7.4.21)

Der Zustand pg nach dem Ablesen ist konditioniert durch die Information, die man durch
das Ablesen erhalt. Der ‘Kollaps’ des Wellenpakets, der sich durch den Ubergang ps — pg§
ausdruckt, ist hiermit also letztlich in den Akt des ‘Ablesens’ verschoben worden. Man
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hat das zentrale ‘Dilemma’ der QM, d.h. die Frage, wo und wie der Kollaps passiert
(‘im Gehirn des Beobachters’?), durch die Dichte-Matrix und Messtheorie-Maschinerie
soweit also auch nicht besser in den Gril[_dekommen. REBHAN benutzt den Begril ]
‘erste Reduktion’ (ps) und ‘zweite Reduktion’ (p), um die beiden Falle in Eq. (Z.4.20)
voneinander abzugrenzen.

Die konditionierte Dichtematrix pg,Eq. (Z4.20), kann man jetzt z.B. verwenden, um
eine erneute Messung von o, durchzufuhren: dabei wird sich nichts mehr am Messergeb-
nis andern, denn wegen der speziellen Wahl unseres QND- Messaufbaus bleibt ein Spin,
der einmal im reinen Zustand | 1, e.) ist, fur immer in diesem Zustand (entsprechend
fur | |,e,)). Die Messung @ndert nichts mehr am Zustand.

Anders ist das mit einem Spin im Zustand | 1,e,) = iz(| T,e.) + | ],e;)), d.h. ein

Spin-up in z-Richtung, der unserem Anfangszustand in Eq. (C4I4) mit « = 8 = %
entspricht: wie wir gesehen haben, geht dieser Zustand durch die Messung in das Gemisch
ps Uber: die Messung dndert den Zustand drastisch. In beiden Fdllen handelt es sich
um eine QND-Messung, aber je nach ‘hineingestecktem’ Anfangszustand beeinfluf3t die
Messung diesen Zustand oder nicht. Die QND-Observable o, hingegen @ndert sich nicht

durch die Messung, es gilt z.B. fur den Erwartungswert
(0,)y = const, fur alle Zeiten t¢. (7.4.22)

Wenn wir statt o, nun o, messen, handelt es sich nicht mehr um eine QND Messung
wegen [H,o0,] # 0. Fur den Anfangszustand | 1,e,) gilt z.B. (0,);=0 = 1, wohingegen
<Ux>t=oo =0.

7.5 *Verschrdankung

Wir diskutieren im Folgenden eine der erstaunlichsten Folgerungen aus der Quanten-
theorie: das Auftreten von Korrelationen zwischen Messergebnissen bei Messungen, die
mit verschrankten Zustanden durchgefuhrt werden. Diese Korrelationen sind nicht-lokal
und treten z.B. auch fur Beobachter auf, die Lichtjahre weit voneinander entfernt sind.
Sie sind rein quantenmechanischer Natur und konnen in einer klassischen Theorie nicht
erklart werden.

7.5.1 Korrelationen in Spin-Singlett-Zustinden

(Literatur: J. J. SAKURAI “Modern Quantum Mechanics”, Benjamin 1985). Wir ge-
hen von zwei Spin-3-Zustanden aus, die auf zwei Teilchen A und B lokalisiert sind. Bei
den Teilchen kann es sich z.B. um Elektronen handeln, die zundchst zusammengeftihrt
werden. Wir interessieren uns im Folgenden nur flr den Spinanteil der gesamten Wel-
lenfunktion der zwei Teilchen. Die beiden Spins sollen z.B. in einem Singlett-Zustand

_—
V2

(Vorlesung Atom- und Molekulphysik) prapariert werden. Die Teilchen (Elektronen) A
und B werden jetzt getrennt, dabei sollen die Spinfreiheitsgrade vollstandig unverandert

5) (11.2a® 11,2 —[1,2)4®][1,2)B) (7.5.1)
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bleiben. Diese Art von Prdparation ist i.a. nicht ganz einfach, aber prinzipiell moglich.
Anstelle des Spin-Freiheitsgrades der Elektronen kann man auch den Polarisations-
Freiheitsgrad von Photonen benutzten: mit Photonen sind in der Tat auch die ersten
Experimente zum Nachweis der Verschrankung durchgefuhrt worden (A. Aspect). Statt
des Freiheitsgrades ‘Spin’ hat man dann gewissermassen einen ‘Pseudo-Spin’, der aber
nach wie vor in einem zweidimensionalen Hilbertraum beschrieben werden kann. Wir
wollen im Folgenden der Anschaulichkeit halber mit ‘richtigen’ Spins weitermachen, die
wir z.B. mit einer Stern-Gerlach-Apparatur messen konnen.

Zwei Beobachter A (Alice) und B (Bob) sollen nun jeweils ihr Teilchen A und B mit
sich nehmen und sich dann weit voneinander entfernen. Die rdumliche Wellenfunktionen
der Teilchen entfernen sich dann naturlich ebenso voneinander. Der Spinanteil hingegen
lebt ja in seinem eigenen Spin-Hilbertraum,

H=Hs®Hp=C?xC> (7.5.2)

und wird durch die raumliche Trennung der beiden Teilchen nicht beeinfluf3t.
Die beiden Spins sind miteinander verschrankt: die Bobs und Alices reduzierte Dich-
tematrizen sind gemischte Zustande, wir konnen leicht nachrechnen, dass
1 1 1 1

1 1 1
pp = Tra|S)(S| = 0 , pa=Trp|S)(S] = , (753)

2 B 2 01 ,

= O
= O

d.h. jeder der beiden hat fur seinen Spin einen maximal gemischten Zustand vorliegen.
Wir wissen bereits, dass z.B. Bob bei einer Messung mit einer Stern-Gerlach-Apparatur
mit gleicher Wahrscheinlichkeit % spin-up und spin-down findet, und zwar fur beliebige
Richtung n der Apparatur - keine Spin-Richtung ist ausgezeichnet. Wir nehmen jetzt
an , dass A und B viele Exemplare gleichartig prdparierter Spins vorliegen haben. Dann
findet Bob z.B. bei jeder Messung stets eine zufdllige Folge von spin-ups oder spin-
downs, und das unabhdngig von der Richtung n. Dennoch sind die Messergebnisse, die
Bob findet, nicht unabhangig von dem, was Alice mit ihren Spins tut. Dazu betrachten
wir folgende Messung:

e A misst ihren Spin in z-Richtung. Der Gesamtzustand Eq. (Z51), der ja eine
Superposition von zwei Anteilen ist, muss dann kollabieren (‘Reduktion des Wel-
lenpakets’). Findet A z.B. spin-up | 1,%)4, so wird der Spin-Zustand Eq. (Z5.1)
auf den Anteil mit ‘spin-up’ fur Alice projiziert, d.h.

1
V2

und damit ist der Gesamtzustand separiert und Bobs Spin-Anteil festgelegt, d.h.
Bob muss bei Messung in zZ-Richtung | |, Z)p messen. Naturlich laft sich nicht
vorausssagen, ob Alice spin-up oder down messen wird. Wir wissen aber, dal Bob
immer ‘das Gegenteil’ von Alices Ergebnis finden wird.

5) (I1,20a®[L,2)B—11,2)a®|1,2)B) = | 1,2)a®] |, 2)B, (1.5.4)



7. Der Statistische Operator 110

Bis hierher ist das noch nicht besonders aufregend, denn es geht noch nicht Uber die
klassische Physik hinaus: wir vergleichen hierzu mit einem einfachen klassisches Expe-
riment, analog zu dem quantenmechanischen oben, bei dem sich eine weisse (‘spin up’)
und eine schwarze (‘spin down’) Kugel zundchst in einem gemeinsamen Kasten befin-
den und dann ‘ohne hinzusehen’ in Einzelkdsten getrennt von A und B weggeschleppt
werden: wenn A ihren Kasten ¢ [ndt, weiss sie, was B hat und umgekehrt!

Das Interessante an dem quantenmechanischen Fall mit dem Zustand Eq. (Z5.J)
ist nun aber, dall Alice und Bob eine beliebige, fur beide gleiche Richtung n festlegen
konnen und dann genau das Gleiche passiert: A findet immer das Gegenteil von dem,
was B misst. Mathematisch sieht man das an der Darstellung

[18) = cosge 2| 1,2) +sin 2e| 1,2)
| l,A) = —sin ge—i¢/z| 1,5) + cosgei¢/z| 1,3). (7.5.5)
Aus dieser Darstellung folgt namlich

[ ) La) =1 L) 1,n) =
(cos ge‘i¢/2| 1) +sin gei¢/2| IN(—sin ge‘i¢/2| 1) + cos gei¢/2| )

—(sin ST ) cos 2612 1))(cos 26902 1) +sin 2] 1))

0 . .0 0 ., 0
= (cos® 5+ sin? §)| 1] 1) — (cos? >+ sin? §)| brn

= [ DA D=0 1z, (7.5.6)

d.h. der Zustand Eq. (Z51I) hat in jeder Basis bzgl. einer festgelegten Richtung n die
gleiche Form, er ist isotrop im Raum der Spins. Im Beispiel der zwei klassischen Ku-
geln hiele das, da man nicht nur ein ‘Farbpaar’ weiss-schwarz, sondern beliebig viele
‘gegenteilige Farbpaare’ bekdme, je nach Messrichtung.

Messen beide Beobachter nun andererseits in verschiedenen Richtungen, so kann man
z.B. folgendes bekommen:

e A misst ihren Spin in Z-Richtung. Bob misst in Z-Richtung und bekommt up oder
down mit je Wahrscheinlichkeit 1/2, vollig unabhangig von A’s Resultat. Denn die
Zustande | 1,2) g, | |, Z) s haben ja, geschrieben in der z-Basis, jeweils die gleichen
Amplituden fur spin-up und down in z-Richtung.

Zusammenfassend finden wir also, daR Bobs Messergebnisse davon abh@ngen, wie
und ob Alice misst. Die Resultate von Bobs und Alices Messungen sind jeweils eine
zufdllige Folge von ups oder downs: in beiden Féllen werden die Resultate der Messungen
durch die jeweilige reduzierte Dichtematrix p,,p bestimmt, die ja keinerlei Praferenz
fur up oder down oder fur eine bestimmte Richtung aufweist. Wenn Alice gemessen hat,
ist die reduzierte Dichtematrix fur Bob das gleiche p4 = %i, denn er kennt ja Alices
Messergebnis nicht und weiss nur, dal} beide Ergebnisse die gleiche Wahrscheinlichkeit
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% haben. Wenn A und B 10000 Exemplare vom Spinzustand |S) haben, wird B bei
seinen Messungen (egal in welche Richtung) also immer nur eine zufallige Folge von up
oder down finden, und A genauso. Erst wenn sich die beiden zusammensetzen und ihre
Messergebnisse vergleichen, werden sie Korrelationen zwischen ihren Messwerten finden.

Das Unbehagen an diesem Phdnomen liegt jetzt an Folgendem: Es lait sich zwar
keine Information (schon gar nicht mit Uberlichtgeschwindigkeit) durch diese Messun-
gen (und die damit verbundenen Kollapse der Gesamtwellenfunktion) Ubertragen. Die
Messergebnisse in jedem einzelnen der beiden Systeme sind ja immer nur eine Folge
zufdlliger Werte. Der Kollaps der Gesamtwellenfunktion allerdings geschieht instantan,
und damit wird durch die Geschehnisse (Messungen) im System A instantan festgelegt,
was in B passiert! Alice kollabiert durch ihre Messung den Gesamtzustand des Spins
und préapariert damit den Zustand in Bobs System, obwohl beide so weit voneinander
raumlich entfernt sein konnen, dass sie sich raumartig voneinander getrennt befinden.

Obwohl sich hieraus also kein Widerspruch zur Relativitdtstheorie ergibt, war z.B.
Albert Einstein war mit dieser Tatsache unzufrieden und forderte

Definition “Einstein-Lokalitat”: Fur ein EPR-Paar sollte die ‘gesamte Physik’ in B nur
lokal durch den Spin B gegeben sein und z.B nicht davon abhangen, was in A passiert
(z.B. davon, was und ob A misst). Eine vollstandige Beschreibung der Physik in B sollte
ergeben, dass der Spin B nicht mehr mit Spin A Korreliert ist.

Nach diesem Kriterium ist die Quantenmechanik eine unvollstandige Beschreibung der
Natur.

Definition Ein Paar zweier verschrankter Spins wie in Eq. (Z&I) heisst Einstein-
Podlta?lsky-Rosen (EPR)-Paar (benannt nach einer berihmten Vert [edtlichung hier-
zu). 4.

Versteckte-Variablen-Theorien versuchen, hier einen Ausweg zu finden:

Definition “Versteckte-Variablen-Theorie fuir Spin”: Ein Spin 1 in n-Richtung wird in
Wirklichkeit durch einen Zustand | 1 7o, {\}) beschrieben, wobei {\} uns noch unbekann-
te Parameter sind. Wdre {\} bekannt, so waren alle Messwerte des Spins deterministisch.
Weil {\} unbekannt ist, erhalten wir in der QM zufallige Messwerte.

Es gibt jetzt allerdings Ungleichungen, mit denen Versteckte-Variablen-Theorien expe-
rimentell getestet werden konnen (Bellsche Ungleichungen).

7.5.2 Bellsche Ungleichungen

Wir diskutieren hier eine Variante fur unser Spin-Singlett |S): Alice misst ihren Spin in
n-Richtung. Erhalt sie | |,7) 4, so ist Bobs Spin im Zustand | 1, 7) g, wobei
1 1
0 ,—i¢/2 0 . 0 .
COS 5e .
| 1,7)B sin 4ci¢/2 cos e 1, 2)p +sin e | D)p (7.5.7)

2 Phys. Rev. 47, 777 (1935).
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TABLE 3.2. Spin-component Matching in the Alternative Theories

Population Particle 1 Particle 2
M @+,b+,8+) @-.,b-.&-)
N, a+,b+,&-) (a=.b—.&+)
N, @+.,b-,&+) (@-.b+,&-)
N, @+,b—,8-) (@=.b+.&4)
N, (d—,b+,8+) (a+,p_,?—)
N, (a—,b+,é-) @+,b—,¢+)
N, @a-,b—,&+) @+.b+.8-)
Ng @-,b-,8-) (a+.,b+,6+)

Fig. 7.1: (Aus Sakurai, ‘Modern Quantum Mechanics”)

vgl. GL.(?7). Misst Bob seinen Spin in Z-Richtung, so findet er up mit Wahrscheinlichkeit
cos? § und down mit Wahrscheinlichkeit sin? §, es gilt also

W(lals) = W(ia1s)=gsin’ 3 (758)
W(la ) = Wlaln) = ycost 2, (159)

wobei der Faktor 1/2 die Wahrscheinlichkeit ist, dass Alice up (bzw. down) misst.

Wie wadren die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten in einer Versteckte-Variablen-
Theorie? Alice und Bob mogen ihren Spin in insgesamt einer der drei Richtungen a, b,
messen. Versteckte Variablen legen fest, ob dabei + (Spin up) oder — (Spin down) her-
auskommt. Die Variablen sind unbekannt, man kann aber eine Einteilung in 8 Zustande
vornehmen. In jedem dieser 8 Zustande ist das Messergebnis festgelegt, wir wissen aber
nicht, welchen der 8 wir messen (siehe Figur). Hier treten 8 relative Haufigkeiten

pi = %ﬁ 0<p <1, i=1,.,8. (7.5.10)
i=14Vi

auf. Wenn das Gesamtsystem z.B. im Zustand 3 ist, erh@lt Alice (particle 1) bei Messung

in einer von ihr gewahlten Richtung immer einen Wert (z.B. + fur @), der unabhangig
davon ist, was Bob macht.

Wir konnen jetzt Wahrscheinlichkeiten P(a+;5+) etc. angeben, z.B.

P(a+;b+) = p3 +pa (7.5.11)
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durch Nachschauen in der Tabelle. Entsprechend
P(a+;2+) =pp+pa,  P@+;b+) = pa+pr. (7.5.12)
Wegen p; > 0 gilt trivialerweise p3 + ps < p3 + pg + pp + p7 oder
P(a+;b+) < P(a+;c+) + P(¢+;b+). (7.5.13)

Das ist bereits eine Form der Bellschen Ungleichungen. Wir vergleichen nun mit der
guantenmechanischen Vorhersage: P(a+;3+) entspricht W (1 a+;1 3+) = %sinz%b,
wobei 6,, der Winkel zwischen @ und b ist. Wir zeigen nun: die quantenmechanischen
(gemeinsamen) Wahrscheinlichkeiten W (1 a+; 1 3+) verletzen die Bellschen Ungleichun-
gen, GL. (C513)). Es reicht, das mit einer bestimmten Wahl der Achsen a, 5, € zu zeigen:
¢ symmetrisch zwischen @ und b,

0 =04.=0u, 0Ou=20. (7.5.14)
Mit P = W hatte man

W a+:1b+) < W(a+;1c+)+W( e+ 1 b+)

1.20@[) 1.20(10 1_2901)
5 — < = —+ = Z<co
o 5sin® == < osin® =5 + osin® =
—sin?f < =2sin? g Widerspruch (7.5.15)
Widerspruch z.B. fur § = T
: V3. 5,3
== ~ sind=-—, sin°d==>
2’ 4
01 .0 1
~>  SIn § - E, 2sin § = E (7516)

Daraus folgt, das die Quantenmechanik nicht mit den Bellschen Ungleichungen vereinbar
ist. Die Bellschen Ungleichungen konnen andererseits experimentell Uberpruft werden;
bisher fand man stets eine Verletzung der Bellschen Ungleichungen (erste Experimente
mit Photonen: A. Aspect, 80er Jahre), also keinen Widerspruch zur Quantenmechanik.

Es erscheint erstaunlich, dass sich so tiefe Fragen wie Lokalitat, versteckte Varia-
blen, Verschrankung etc. auf eine so triviale mathematische Ungleichung wie Eq. (Z518])
kondensieren lassen - das zeigt aber eben auch den Erfolg der naturwissenschaftlichen
Vorgehensweise B. Weitere Literatur: NIELSEN/CHUANG. Zur BOHMSCHEN Quan-
tenmechanik siehe weiter unten.

Weitere Anwendungen wie Teleportation etc.: Seminarvortrage bzw. NIELSEN/CHUANG
oder andere Lehrbtcher.

3 vgl. hierzu auch den Artikel von R. P. Feynman, ‘Simulating Physics with Computers’, Int. J. Theor.
Phys. 21, 467 (1982).



8. WECHSELWIRKENDE SYSTEME

8.1 Ising-Modell

Einfachstes Modell fur Magnetismus: N Freiheitsgrade (Spins) o; = +1 auf den Pldatzen
i eines d-dimensionalen Gitters, wobei o; = +1 den Eigenwerten der z-Komponente
des Spin-1/2-Operators entspricht. Die Spins wechselwirken miteinander Uber eine Aus-
tauschwechselwirkung J;; und mit einem Magnetfeld »; am Platz . Der Hamiltonian
ist definiert als

1 L1 L1
H = —z JijO'Z‘O'j — JguB hiO'Z', Ji' = in. (811)

i 7
Im folgenden setzen wir das Produkt aus g (Lande-Faktor) und pup (Bohr-Magneton)
der Einfachheit halber gleich eins. Weiteres zur MOTIVATION dieses Hamiltonians

e Einfachstes Modell fur Ferromagnetismus oder Antiferromagnetismus.
e Theoretische Beschreibung von Phasentuibergangen.

s. a. Lehrbucher.
Die kanonische Zustandssumme des Isingmodells

I 11 1
e Pl =7 = e PH (8.1.2)
o1=%1 O’N=:|:1

lasst sich bis auf wenige Ausnahmen nicht exakt berechnen. Man beginnt am besten mit
Naherungsmethoden.

8.1.1 Mean-Field-Methode: Weiss’sche Molekularfeld-Ndherung

Fur J;; = 0 hat man nichtwechselwirkende Spins und das Modell ist exakt losbar. Fur
Ji; 7 0 nehmen wir jetzt an, dass wir den E [elt der Spin-Spin-Wechselwirkungen durch
ein effektives Magnetfeld h¢“beschreiben kdnnen: Man schreibt den Hamiltonian
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zundchst exakt um als
1 1

H = —% Jij (0o + (03)) (00 + (05)) —  hioy, 003 = 0y — (04)(8.1.3)
ij i
1 L1 1
= —E Jij (50i50j + 5Uj<0i> + 50i<0j> + <O’Z‘><O'j>) — h;o; (8.1.4)
ij i
1 C—1 1
= —5 Jijoidoj+ojlos) + 0i(oj) — (0i)(0;)) = hio (8.1.5)
ij i
LBy A o (8.1.6)
= 5 Jiidoido; 1.
ij
e e RPN — - 1
HMF = pelg + 5 i), YL+ Jilog). (8.1.7)
( 1j J

Das ist zundchst nichts weiter als eine exakte Umschreibung des Hamiltonians, wobei
m; = +(o;) Mittelwerte bezuglich einer noch nicht definierten \erteilung sind. Sind
nun die Flukuationsterme, do;d0;, ‘klein’, so liegt es nahe, den vollen Hamiltonian H
durch den Mean-Field-Hamiltonian HMF zu ersetzen. Entsprechend werden dann
die Mittelwerte (o;) mit der kanonischen Verteilung bezuglich dieses neuen Mean-Field-
Hamiltonians berechnet, d.h.
o 1 I—I Iﬁ_ﬁHMF
(o) = —= oje : (8.1.8)

0’1::|:l ON =41

Im Vergleich zum exakten Hamiltonian fehlen im Mean-Field-Hamiltonian also die Fluk-
tuationsterme

50@'50'3'- (819)

; MF ict ai in dia Di

Der Term 5, Jij{0i)(0;) in HY" ist eine Konstante und geht deshalb in die Dichte-
matrix selbst nicht ein. Er beschreibt eine Verschiebung der Grundzustandsenergie.

Der Mean-Field-Hamiltonian beschreibt dann unabhédngige Spins, wobei sich jeder
Spin in einem e [eKtiven, durch die anderen Spins erzeugten Magnetfeld 1¢™befindet,das
selbst wieder von den Mittelwerten (o;) abhangt und deshalb selbstkonsistent ausge-
rechnet werden muss.

Wir nehmen jetzt ein homogenes dusseres Magnetfeld und eine homogene Magneti-
sierung an,

hi =h, (o;) =m, unabhédngig vom Gitterplatz i. (8.1.10)

Dann kann alles einfach gelost werden:

1 1 11 - 1 11 1P
m = — Jje_ﬁH :E ore? ihTor(8.1.11)
0’1::|:1 UN:::;l 0’1::|:1 Iﬂ:il I:I
BreF o i el 1
—., 01€ sinh gh
= g% = SOOI tanh B+ Jyym) T (8.1.12)

heft - el ]
=g €or cosh Bh ;
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Die Magnetisierung (o;) = m folgt also aus

m = tanh!%h+]m)], Selbstkonsistenzgleichung (8.1.13)
J = Jij. (8.1.14)

J

Die Selbstkonsistenzgleichung kann graphisch oder numerisch gelost werden (s.u.), womit
z.B. die Bedingungen fur die Existenz eines Phasenuibergang und die kritische Tempe-
ratur im Rahmen dieser Mean-Field-Nidherung einfach hergeleitet werden konnen.

8.1.2 Mean-Field-Methode: Diskussion der Selbstkonsistenzgleichung
Zundchst hat man fur 7, d.h. keine Spin-Spin-Wechselwirkungen,
m = tanh[8h], Paramagnet , (8.1.15)

d.h. die Spins sind unabhangig. Dieses Ergebnis bekommt man nattrlich auch sofort aus
1 #

e_Ffree ft Zfree = eﬁ i hioi (8116)
0’1::|:1 ON =41
¥/ OF
= 2cosh Bh; ~» m; = o = tanh gh; (8.1.17)
i=1 :

und unter Beachtung von h; = h fur den homogenen Fall. Ohne Magnetfeld, d.h. fur
h = 0, ist die Magnetisierung also Null.

Das Bemerkenswerte an der Mean-Field-Losung m = tanh[g(h + Jm)] fur J # 0
ist nun, das es selbst flir Magnetfeld ~ = 0 eine endliche, spontane Magnetisierung
geben kann: Die Gleichung

1
m = tanh(6Jm), J = J1j (8.1.18)
J
hat unterhalb einer kritischen Temperatur 7. Losungen mit m # 0, ndmlich genau eine
positive und eine negative (SKIZZE). Hierbei bestimmt sich T, aus der Steigung 5.7 des
tanh am Ursprung: ist diese grosser als 1, so gibt es drei Schnittpunkte des tanh mit der
Geraden y = m, ist sie kleiner als 1, so gibt es nur die ‘triviale’ paramagnetische Losung
m = 0, d.h. wir finden

1
kT, =J = J1j, Kritische Temperatur. (8.1.19)

J
Die Mean-Field-Methode sagt also einen Phaseniibergang zweiter Ordnung von ei-
ner paramagnetischen Phase mit m = 0 fur A =0 (T > T.) zu einer ferromagnetischen

Phase m # 0 fur h =0 (T < T.) voraus. Fur T < T, sind zwei endliche Magnetisierun-
gen moglich (positiv oder negativ). Man interpretiert das so, dass nur eine (positiv oder
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negativ) spontan vom System angenommen wird, abh&dngig z.B. von kleinen Magnetisie-
rungs‘keimen’, um die sich dann die Gesamtmagnetisierung aufbaut. Die urspriingliche
Symmetrie des Modells bezuglich Vertauschung von Spin 1 und | ist also fur 7" < T,
verlorengegangen: man spricht von spontaner Symmetriebrechung , die charakteris-
tisch fur das Auftreten eines Phasenubergangs ist. Im Fall des Ising-Modells bezieht sich
diese Symmetriebrechung mathematisch gesprochen also auf die Symmetriegruppe Zo.
Wir konnen nun die zugehtrigen kritischen Exponenten berechnen: wir schreiben die
Zustandsgleichung unseres magnetischen Systems als (Additionstheorem fur tanh)

m = tanh[B(h+ Jm)] =tanh[Bh+rm)], r=T,/T  (8.1.20)

tanh gh + tanhmr tanh g = m — tanhmr
]=(tanh Gh)(tanhm7) ~ 1—mtanhmr —
1 1
~ Bh+ 0O = m@d-71)— §m37'3 +... l+m(mr— §m37'3 +..)
1 1 1
= m(l—T)+m3 724 §TS+... + ... (8.1.21)

Erinnerung an die kritischen Exponenten, Kap. @52t Mit e =7/7, —1=7"1 -1,

m(T,h —0) (—%}ﬁ, Ordnungs-Parameter (8.1.22)
(—o)™ T<T,

XT X e TST (8.1.23)
I:(I )y T <T,
— —e)~ ¢ < ¢

Cp(h =0) o TST (8.1.24)

h < m T=T, (8.1.25)

8.1.2.1 Exponent § (kritische Isotherme)
Wir setzen 7 =1 und finden
h o~ m®~§=23. (8.1.26)

wie im van-der-Waals Gas, dessen theoretische Beschreibung auch eine Mean-Field-
Theorie ist!

8.1.2.2 Exponent 3
Wir setzen h = 0, also (AUFGABE)
m?P=—3c+.., e=71-1 (8.1.27)

und damit g = 1/2, wieder wie im van-der-Waals Gas.

8.1.2.3 Exponenten v,y
Als AUFGABE.
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8.1.3 Mean-Field-Methode als ‘falsche’ Theorie
Wesentliche Schwachpunkte der Mean-Field-Methode sind:

e Falsche Voraussage von Phasenubergangen, z.B. in d = 1 Dimensionen fur das
Ising-Modell, wo es in Wirklichkeit keinen Phasentibergang gibt (was man an der
exakten Losung des Ising-Modells in d = 1 sieht, s.u. bzw. UBUNGEN).

e ‘Falsche’ Werte fur die kritischen Exponenten (3 etc., d.h. Werte, die z.B. flir d =2
Dimensionen nicht mit denen der exakten Losung des Ising-Modells (Onsager 1944)
Ubereinstimmen.

Allerdings gibt es kaum exakte Losungen, z.B. ist das Ising-Modell schon in d = 3 Di-
mensionen nicht mehr exakt Iosbar. In der Tendenz ist die Mean-Field-Methode umso
bessser, je hther die Dimension des Systems ist. Die Mean-Field-Methode ist allerdings
haufig gut als grobe, ‘vorldaufige’ Beschreibung, um sich einen Uberblick zu verscha [eq,
erste qualitative Aussagen zu machen etc. - immer mit dem Vorbehalt, dass die Resultate
sicherlich mit Vorbehalt betrachtet werden mussen. In wechselwirkenden Quantensyste-
men, z.B. wechselwirkende Elektronen, ist das Pendant zur Mean-Field-Methode die
Hartree-Fock-Theorie.

Eine bessere Vorstellung vom Stellenwert der Mean-Field-Methode gibt ihre Herlei-
tung 1.) aus einem Variationsprinzip (wie bei Hartree-Fock), und wichtiger noch 2.) als
Sattelpunktslosung der zum Modell zugehorigen Feldtheorie.

8.1.4 *Mean-Field-Lésung aus der Feldtheorie (fluktuierenden Felder)

Diese ist eine der wichtigsten analytischen Methoden in der statistischen Mechanik (und
daruberhinaus) Uberhaupt: 1
ir schreiben die Zustandssumme fur den Hamiltonian # = —1 i Jijoioy —
; hioi (wir definieren die Wechselwirkungsterme J;; jetzt so, dass ein 1/2 vor der
Summe steht)

I 11 e P
e BF = 7 = e3P dicioi+B hioi (8.1.28)

0’1::|:1 O'N::I:l

und formen sie mit Hilfe eines ‘Tricks’ um, namlich mittels Gauss’scher Integrale (Beweis
als AUFGABE),

P P 7 P
e3B §oidiioi = 1 dHy dHNe—% ij Hi(ij Hj+ Hioi (8.1.29)

wobei J die Matrix der J;; ist, det 3.J die Determinante von 3.J und J~1 die Inverse von
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J. Damit lassen sich die Summationen ausfiihren,

1]
I 11 Il dH]_ dHN _ L P--H-(J)ilH-+P.(H-+5h-)g-
Z = e 2B i Wi i Ui i)Ti
nir e VT V252
= 1 dHldeNe—%Pini(J)ﬁlHj ! ' ep!(Hi+5hi)0i
vaetss  Vem v2r o=+l  on=+1
L] P
= L dHl...dHNe_% i3 Hi (35" H3 = Fieeel Hic+ ) (8.1.30)
vdet3J  2x V2«
[T ¥/ )
e~ FrreelHi+Bhi] = 2cosh(H; + Bh;) = Ziwee[H; + Bhi],  Z ohne Wechselwirkung
i=1

Das lasst jetzt folgende Sichtweise zu: Die Zustandssumme Z des wechselwirkenden Sys-
tems,

1]
1 dH, dHyx 1P gon-1m.
\/m _2; \/%e 218 ij H.(J)ileJ Zfree[Hi +ﬁhz’] (8.1.31)

ist ein Mittelwert der Zustandssumme Z des wechselwirkungsfreien Systems, wobei an
jedem Gitterplatz zusatzlich zum festen dusseren Magnetfeld h; ein fluktuierendes
Magnetfeld H;/3 wirkt. Uber alle diese fluktuierenden Felder H; wird mit einem
Gauss’schen ‘Gewichtsfaktor’

7 =

P _
em2p o My i (8.1.32)
gemittelt, d.h. integriert, wobei in diesen Gewichtsfaktor die ‘Geometrie’ des Systems
durch die Form der Matrix J eingeht.

e In Z treten jetzt die Spins o; und die Summationen Uber o; nicht mehr auf: durch
die Einfuhrung der Integrationen ist der Schritt von einer ‘materiellen’ Beschrei-
bung (mittels Spins) zu einer Beschreibung durch ‘Felder’ H; vollzogen. Anstelle
des komplizierten Wechselwirkungsterms hat man jetzt Felder, deren Fluktuatio-
nen die Wechselwirkung zwischen den Spins ‘vermitteln’.

e Die Physik ist in beiden Beschreibungen (Z mittels Summen Uber Spins bzw.
mittels Integralen Uber Felder) exakt dieselbe, nur die Sichtweise ist eine andere.

e Die feldtheoretische Beschreibung erweist sich fur viele Zwecke als vorteilhafter

Aus der exakten Feldtheorie kann nun die Weiss’sche Molekularfeld-Naherung (Mean-
Field) durch eine bestimmte Naherung gewonnen werden: dazu wird das Integral GI.(8.1.31)
naherungsweise berechnet: man schreibt

L]
1 dH]_ dHN e—S[Hi]

Z = T Vv (8.1.33)
1 L1 I
SIH] = o  Hi(J); Hj—  In2cosh(H; + f3h;). (8.1.34)

2p

1 7



8. Wechselwirkende Systeme 120

Der Hauptbeitrag in der Integration kommt von Feldwerten H; in der Nahe des Mini-
mums H; von S[H;] (Sattelpunktsmethode). Das Minimum bestimmt sich aus

oS 1 ]

O = om " w ()i Hj + H;(J);* —tanh(H; + Bh;) =0  (8.1.35)
J
L S O —a  _
0 = 2% Jin(N)i Hy + Hi()) ;M e —  Jatanh(H; + phy),  Ja = Jii
ji i
1— L1 —

In dieser Sattelpunktsnédherung ist die Zustandssumme jetzt
Z — Zsp = e PP BFep = S[H,). (8.1.37)

Damit konnen wir jetzt z.B. die Magnetisierung m; am Gitterplatz i,

9z
_oom _ 1 _ OF

m; = (o;) = 7 —58,“ InZ o, (8.1.38)

in Sattelpunktsndherung ausrechnen,

aS os oH; o L1
i - - - — ! In2 hHZ hl 8.1.39
" o O, 0ph; * oph; | moeontiT k) (8.139)
| I | _
= 0+8ﬂhi | In2cosh(H; + Sh;) (8.1.40)
_ 1

= tanh(H; + ph;) = tanh(3 Jijmj+ﬂhi), (8.1.41)

J

. . — L1 - L1 .
wobei wir im letzten Schritt %Hk = ,Jitanh(H; + Bh;) = , Jym; und wieder
Jir = Ji; benutzen. Wir haben damit wieder die Weiss’sche Molekularfeld-Ndherung,
d.h. die Mean-Field-Methode, erhalten, diesmal sogar verallgemeinert auf beliebige (nicht
notwendig konstante) dussere Magnetfelder h;,

1
m; = tanh(8 Jijm; + Bh;), SP-Ndherung=MF-Nadherung.  (8.1.42)
J
In einem weiteren Schritt kann man jetzt durch Entwicklung um den Sattelpunkt sys-
tematisch Korrekturen zu MF-Niherung erhalten (s. Vorlesung Statistik | ndchstes
Sommersemester). Die erste Korrektur kommt von den Gauss’schen Fluktuationen, d.h.
der Entwicklung von S[H,] bis zur quadratischen Ordnung um das Minimum H; und
Ausfuhren der Gauss’schen Integrale (‘one-loop-Nagherung’), Literatur z.B. : ITZYKSON/DROUFFE,
‘Statistical Field Theory’ Vol. 1.
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8.1.5 *Mean-Field aus dem Variationsprinzip

Gegeben sei ein Hamiltonian H. Die Gibbssche Ungleichung fur die freie Energie des
kanonischen Ensembles besagt (kg = 1)

F<(H-TS)=Tr[p(H+TInp)], p beliebig. (8.1.43)

(hier ohne Beweis). Wir benutzen diese Ungleichung nun fur das Ising-Modell (hier kon-
stantes Magnetfeld h)

- —§ Jijgigj —h g; (8144)
i i

und eine einfach zu berechnende Form von p, ndmlich wieder einen faktorisierenden
Dichteoperator
1 1

1 1
pp = o eXp BB o; , Zp=(2coshpBB)V. (8.1.45)
B

i

mit dem freien Parameter, der naturlich ein e [eMtives Magnetfeld darstellt. B soll jetzt
so variert werden, dass die rechte Seite der Gibbschen Ungleichung minimal wird und
die Ungleichung damit optimal erfullt ist. Dazu mussen ir naturlich erst einmal die

Erwartungswerte der Energie und Entropie mit dem Dichteoperator pp berechnen:
I:I O'Z‘G’BB(01+"'+ON)

(o0) = =Ry = tanh(3B) (8.1.46)
.ON

O-Zo-]eﬁB(Ul++UN)

(0j0j) = =y =tanh®(3B), i#j (8.1.47)
g1...0N
1
~ (H) = —% Jijtanh?(6B) —h  tanh(3B) (8.1.48)
¥ [
= _gjtanhz(ﬁB)—Nhtanh(ﬁB) (8.1.49)

Man beachte, dass der Modell-Hamiltonian keine ‘Selbstwechselwirkungsanteile’ enthalt,
d.h. J; =0, und dass ausserdem fur eine raumlich homogene (nicht von i abhangende)
Kopplungen

1 1 I 1y 1 Y
iZ] 7] J
Der Erwartungswert der Entropie ist
1
(S) = —=Trplnp=—(BBTr o0;,—1InZp)

—BBN tanh(46B) + NZIn(Z cosh 5B), (8.1.51)
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insgesamt bekommen wir also
F < (H-TS)=F(B) (8.1.52)
F(B) = —gjtanhz(ﬁB) + N(B — h)tanh(8B) — TN In(2 cosh 3B).

Jetzt berechnen wir das Minimum durch Di [erenzieren von F(B). Wir beachten tanh’ z =
1 — tanh? z und erhalten

F'(B) = —NJpBtanh(8B)[1 — tanh?(3B)]
+ Ntanh(3B) + N(B — h)S[1 — tanh?(3B)] — TSN tanh 3B
= NB(B—h— Jtanh(8B))[1 — tanh?(3B)] =0
~ B —h = Jtanh(8B). (8.1.53)

Wir schreiben das etwas um mittels m = (o;) = tanh(GB)

B—h Jtanh(6B) ~ B=Jm+h (8.1.54)
~m = tanh(6B) = tanh(8Jm + Gh) (8.1.55)
Das identisch mit der Selbstkonsistenzgleichung der Weiss’schen Molekularfeldnaherung!

Energie und Entropie (per Spin) lassen sich durch die (selbstkonsistente) Magneti-
sierung m = tanh(6Jm + (h) ausdrucken, namlich als (AUFGABE).

J 2

H

e 8.1.56
v ik m ( )
s TrEh 1im (8.1.57)
N .2 2

In der Ndhe des kritischen Punktes entwickeln wir die Entropie fur kleine Magnetisie-
rungen m,

1
52 —BBtanh(3B) + In(2cosh 8B) = —fm(JIm + h) +In2 — = In(1 — m?)
N == 1 2
= —pm(Im+h)+In2+2 m2+§m4+... . (8.1.58)
Insbesondere ist dann
(H—TS) J = o
5 = L —hmAm(Im+h) —TIn2— = m?+Zmi+ .
N 2 2 2
C1 1
= 72+ 2L 2 T, H
— 2 2 m 2 m
= —T%HGTm)+0(m‘3)EI (8.1.59)
G(rom) = & 1- 1 2, ™" (8.1.60)
,m) = 5 T m 7 L

Diskussion der Funktion G(T',m):
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e FUr T > T, ist der Vorfaktor vor m? positiv, deshalb hat die Funktion nur ein
Minimum bei m = 0.

e FUr T < T, ist der Vorfaktor vor m? negativ, es gibt zwei Minimma m+ (SKIZ-
ZE).

Das Verhalten von G(T', m) beschreibt also gerade den erwarteten Phasenubergang.

8.2 Landau-Theorie

8.2.1 Ferromagnetisches System

Wir betrachten nochmals die Zustandsgleichung des Ising-Modells in Mean-Field-Naherung,
Bh=m@—1)+m3(r — 72+ 73/3+..) (8.2.1)

mit 7 = T,./T. Jetzt fuhren wir

t = 1 (8.2.2)

T-T. 1
T. T
n = m, Ordungsparameter (8.2.3)

ein: der Ordnungsparameter n (Magnetisierung pro Spin) verschwindet oberhalb der
kritischen Temperatur, d.h. fur ¢ > 0. Wir entwickeln

;o= %:1_t+t2—t3+... (8.2.4)

1—7 = t+0(?) (8.2.5)

o433 = 1ot-(1-20)+ %(1 _ - 2t) + O(?) = % +0(12)(8.2.6)
womit die Zustandsgleichung zu

Bh =nt + %773 +., Nkl |kl (8.2.7)

wird.

8.2.2 Gas-Fliissigkeit-System

Wir betrachten die Zustandsgleichung des van-der-Waals-Gases in der Nahe des kriti-
schen Punktes (P., V., 1.), (AUFGABE),

3
p = 4t —6tv— §u3 +0(t?), p=P/P.—1, v=V/V,—1 (8.2.8)

Der Ordnungsparameter ist die Dichtedi Lerknz

Pe % 1+v v+1

— Pe " 1 _
N . 1= " (8.2.9)

womit

3
p =4t + 6ty + 5773 +0@tn?), |nl<1, |t|<1. (8.2.10)
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: H<’O: o

T>T. kL _T<Tc J

H=0 -
T>Te kL T<Te £

n n
H>0 | -
T>T, AL T=T. 4L T<T, £

Fig. 8.1: (from N. Goldenfeld, ‘Lectures on Phase Transitions and The Renormalization Group’

8.2.3 Zustandsgleichung aus Minimierung des Landau-Funktionals

Die Analogie von magnetischen und fluiden Systemen in der Néhe des kritischen Punk-
tes legt eine Verallgemeinerung nahe: In der Landau-Theorie nimmt man an, dass die
Zustandsgleichung in der Naghe von 7, durch Minimieren eines Funktionals (einer Funk-
tion) £ des Ordnungsparamters ; erhalten werden kann. In der Nahe von T, hat £ eine
Taylor-Entwicklung,

Llnl = ao+an+ alez + a3773 + a4774 + ... (8.2.11)
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Beispiel magnetisches System:

Lising[n] = a0 — Bhn+ %772 + %n“ + ... (8.2.12)
~0 = —Bh+tn+ %773 + .., Magnet (8.2.13)
Cusmaaslil = a0+ (8 —p)y+ 30+ o + . (8.214)
~p = A4t+6tn+ gqf + ..., Fluid (8.2.15)

m < 1, [f|<1 (8.2.16)

In beiden Féllen hat £ die gleiche Struktur als Polynom vierter Ordnung: der Koe [zieht
a4 > 0. Der Koe [zieht ap wechselt das Vorzeichen bei T,., was zum Auftreten von zweli
Minima +n # 0 fur T' < T, fuhrt (Bild).

8.3 *Flukuationen (Ising Modell)

8.3.1 Einteilchen-Verteilung

Die (reduzierte) W-Verteilung fur den Spin o1 am Gitterplatz 1 ist

1 I )74
po)= plonon) = (83.1)
02...0N 02...0N
d.h. die gesamte W-Verteilung wird uber alle Spins bis auf Spin 1 summiert, so dass
nur noch die Information Uber Spin 1 Ubrig beibt. FuUr p(co1) kann man jetzt Momente
definieren, z. B.

 —
orp(o1) (8.3.2)

o1

{o1)

etc.

8.3.2 Mehrteilchen-Verteilung

Die (reduzierte) W-Verteilung fur mehrere Spins, z.B.

1
p(oi,o1) = (o1, ..y ON) (8.3.3)
0’|;l¢i,k
Aus p(o1,...,0N) = eng kann man im Prinzip alle solche Verteilungen bestimmen, was

fur wechselwirkende Systeme allerdings in der Praxis sehr schwierig ist, da man 1. die
Zustandssumme Z nicht berechnen kann, und 2. die entsprechenden Summationen tUber
e~ PH schwer durchzuftihren sind.

Man beschrankt sich deshalb haufig auf Momente bzw. Kumulanten, die meist auch
direkte physikalische Bedeutung haben:
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8.3.3 Zwei-Teilchen-Korrelation

Wir schreiben

1 6
(oi05) = EWZ (8.3.4)
Mit der Integraldarstellung -
.- @elt*ﬁzf s T O g (T Gh] (335)
=  D[H]eSH] (8.3.6)
und
0? 0?
DBh,oFh, e = B3I _ lZCOSh(Hk+5hk) (8.3.7)
= tanh(H; + gh;) tanh(H; + Bh;) Ziree, @7 J (8.3.8)
folgt

L]
_ DIH]tanh(H; # fhi) tanh(H; + Fh;)e 5]

(8.3.9)

In Mean-Field-Niherung ist

H; = H; tanh(H, + B8h;) = tanh(I; + Bh;) = m; (8.3.10)
~ <O'Z'O'j> - mimj = <O'Z'><O'j>, (8311)

d.h. der Erwartungswert des Produktes faktorisiert in das Produkt der Erwartungswerte
und die Flukuationen

<5Ji50j> - <O'Z'O'j> — <Ui><gj> =0. (8312)

Hierbei ist H; der Sattelpunkt des Integrals, der ja gerade zur Mean-Field-Ldsung fuhrte.
In Mean-Field-Naherung sind alle Flukuationen (Zweiteilchen-Korrelationen) Null, was
naturlich unrealistisch ist.

Um das zuverbessern, muss man die oben erwdhnte quadratische Entwicklung von
S[H] durchfuhren. Wir schreiben

_ _ R
H;=H; +¢;, S[H+¢]=S[H]+ = H]; 8.3.13
o SO =SUI+5 Gy SHI0, + (8.3.13)
Die Matrix der zweiten Ableitungen ist
82 _ 1 1] [] Eyp
Ay = SIH]= — J;'+J;b — e 8.3.14
J OH;0H; = 23 I cosh?(H; + fh;) ( )
= lJi;l_(l_mi)(siﬁ (8.3.15)

g
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denn die Inverse einer symmetrischen Matrix ist wieder symmetrisch, und wir haben
wieder

m; = tanh(H; + Bh;) = (0;)me (8.3.16)
benutzt. Damit folgt in ‘one-loop Naherung’

i I:] — — "
eSUI D¢ tanh(H; + ¢; +3h;) tanh(H; + ¢; + Bh;)e™ "1

(oi0j) = ST Do 51 (8.3.17)
Wir entwickeln entsprechend die tanh-Terme,
tanh(H; + ¢; + Bh;) = tanh(H; + Bh;) + [1 — tanh(H; + Bh)]d; + ...
= mi+@Q—mep; + ..., (8.3.18)
und erhalten (AUFGABE)
(doidoy) = (L- m?)(1 - n3§)<¢i¢j> (8.3.19)
(0i0) = PR o STWI=L ade.  (320)

ij

Um das zu berechnen, benutzt man am besten

8.3.4 Fourierzerlegung auf Gittern

Es gilt z.B. auf einem linearen 1d Gitter mit Gitterkonstante « und Gitterpunkten na,
n=0,+1,42, ..,

— dke™™ = §,,. (8.3.21)

—7/a

Damit kann man die Fourierzerlegung einer auf dem reziproken Gitter , d.h. im k-
Raum, periodischen Funktion ¢(k) = ¢(k + 2wm/a) definieren:

1

o(k) = e *me k-Raum (8.3.22)
a Ijﬂl/a ) )

b = — dke™*e¢(k), Gitter . (8.3.23)
2m —7/a

Hierbei sind die ¢y, d.h. die (diskreten) Werte der Funktion auf dem Ortsraum-Gitter,
die Entwicklungskoeffizienten der (i.a. glatten) Funktion im k-Raum.
Man findet

R

¢me—ikma - dk' ez’k mae—ikma¢(k)

o(k)

> ei& —kyma - — 2%5(/@—1@’). (8.3.24)

m
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Notation einfuihren:

) 1]
a /a
— dk... = ..., Integral Uber erste Brillouin-Zone
21 —7/a k
e eiik “Rmagy = (k). (8.3.25)
k m

Jetzt alles entsprechend fur d-dimensionale Gitter: Gegeben sei das Gitter {R,;} und
Funktionen ¢; = ¢(R;), Ji; = J(R;, R;) (Vektoren bzw. Matrizen) auf dem Gitter.

1

b = kR (k) (8.3.26)
x]

Jij = e KRi k'R j( k'), (8.3.27)
k. k/

wobei fur translationsinvariante J;; = J(R;,R;) = J(R; — R;), die wir im Folgenden
immer voraussetzen wollen, gilt

(27"

Ik K) = -

5(k + K')J (k). (8.3.28)

Dann gilt z.B. fur die Inverse J—* von J im Fourierraum

L —
ezk(Ri—Rl) =6; = Jijt]ﬁl
k .
J
— J(k)ezk(Ri—Rj)ezk R; ezk R J_l(k,, k//)
. k.k' k"
= (2m)?
— J(k)eikRi de(k o k/)eik”R| J_l(k, k//)
ﬁ(,’k” a
— eikRi eik”R| J(k).]_l(k, k//)
k, k"’
2m)? o(k + k”
s T YK, K" (2m)” o ) (8.3.29)

a J(k)
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8.3.5 Berechnung von (¢;¢;)
Das geht jetzt mit Hilfe der Fourierzerlegung und fur homogenes m; = m:
1
Gid; = MR R (1) (k')
k,k/
. 1 L1
S"¢l = 2 GiAijp; =
L T -
=5 Lo KIS A=Ay 0900<)
. . . |j(| ) ;
= 3 , BICK) 1- 6k + K)pk)p(K')
1 1
= - ————(1-m? ¢k)p(—k). 8.3.30
R E )¢()¢( ) (8.3.30)
Wiederum wegen Translationsinvarianz
/ (277)d /
(p(k)o(k)) = 2 ok + k') (o(k)o(=k)), (8.3.31)
und aus den Gauss’schen Integralen haben wir
L] " ] |
D[p}i(k)(—k)e 1) 1 2y
k)o(—k)) = = = —(1- 8.3.32
(9()B(—k)) S @) (8.3.32)
Damit haben wir die Korrelationsfunktion
(bo:d0;) = (L= md)(L—mAig;) (8.3.33)
= GR; -R;)= ¢ ER)GK) (8.3.34)
7 . ]
Go(k) = (dK)P(-K)) = ———c — (1 —m? 8.3.35
¢(K) (p(k)o(—k)) 57K ( ) ( )
Wir konnen 5J( ) entwickeln (OE R; = 0) mit
1 o, =
Jk) = Jue*®i = J, 1+ikR; — 5 (KR)* + .. (8.3.36)
FUr néchste-Nachbar-Wechselwirkung Ji; = Jé1 ;vny hat man direkt
— 1
J(k)=2J coska, =2dJ —J (kan)®+..=2dJ — Jk?a®+ ... (8.3.37)

a=1 a=1
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wobei aa die d Basis-Vektoren der Ldnge a sind. Mit 7. = 7 = 2dJ folgt

[ 1 ]
Go(k —(1-m? 8.3.38
o (k) Gl — e+ oy  ETm) (8.3.38)
T:
= — 7 5 " 7 ] (8.3.39)
T1--F0-m )+k‘|%2d+0(k‘) 1
24T./Ta®>  , 2d T. )
Im Ortsraum und in d = 3 Dimensionen wird das
e R/ _
Gy(R) 7 R — o0, £=rx"Y Korrelationslange .  (8.3.41)

Das fuhrt zu einer wichtigen Interpretation: die Korrelationen zwischen Spins mit Ab-
stand R zerfallen exponentiell auf der Langenskala £. Bei Anndherung an den kritischen
Punkt von hohen Temperaturen, 7' — T, divergiert diese Korrelationsldnge! Die Korre-
lationen zerfallen dann nicht mehr exponentiell, sondern algebraisch

G(R) « R?* ¥ T =1, Def. des krit. Exponenten 7 . (8.3.42)

In unserer Mean-Field-Theorie mit Gauss’schen Flukuationen bekommen wir o [edsicht-
lichn=0.

8.3.6 Linearer Response

Wir betrachten die Anderung der Magnetisierung am Ort i, 6(o;), wenn sich die Ma-
gnetfelder h; um éh; @ndern,
1
5<Uz> = <Ui>h+5h — <Ui>h = Xijéhj; (8343)
J
wobei ;; als Response-Funktion oder verallgemeinerte Suszeptibilitat bezeichnet
wird, da sie die ‘Antwort’ des Systems(in Form einer Anderung der Magnetisierung)
auf eine externe Storung in linearer Ordung in dieser Storung beschreibt.
Die Response-Funktion x;; kann nun durch die Fluktuationen in Abwesenheit der
Storung ausgedruckt werden,

= —é Ha = o1 0z Sh;  (8.3.44)

5<0i> = <Uz'>h+6h - <Uz'>h - ) ahj hJ I_:I ) a—hjz d6h;
_ Iﬂaz oz p A
= Bl{oioj) — (oi){o;)]6h; (8.3.46)
—

= B(daid0j)éhy, (8.3.47)
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es gilt also
Xij = p{éo;00;) = PGR; —R;), Flukuations-Dissipations-Theorem (8.3.48)

Zusammenhang mit der isothermen Suszeptibilitat y der Thermodynamik: homogenes
Magnetfeld i (wieder OE R; = 0),

M ] L 1 L 1 -
= %_h - 82‘25 = xa=8 GR)=0(=0). (8349)




9. * FLUKTUATIONEN

In diesem Kapitel geht es um eine erste Bekanntschaft mit der Nichtgleichgewichtssta-
tistik, die immer noch ein nicht abgeschlossenes Forschungsgebiet ist (und wohl auch auf
absehbare Zeit bleiben wird).

9.1 Die Brownsche Bewegung

Die Deutung der Brownschen Molekularbewegung ist ein wichtiger Meilenstein der sta-
tistischen Mechanik.

Ein ‘grolles’ Teilchen (Brownsches Teilchen, ‘System’) bewege sich unter dem Einfluf3
der Wechselwirkung mit vielen ‘kleinen’ Teilchen (‘Bad’). Beobachtet man ein einzelnes
Brownsches Teilchen, so findet man eine stochastisch irreguldre Trajektorie. Beobachtet
man ein Ensemble von vielen Brownschen Teilchen, so betrachtet man statt einer einzel-
nen Trajektorie x(t) besser die Dichte n(x,t) bzw. die Stromdichte j(x,t) der Teilchen.
Aus dem phanomenologischen 1. Fickschen Gesetz

j(x,t) = —DVn(x,t), 1. Ficksches Gesetz (9.1.1)

mit der Di[udionskonstante D folgt mit der Kontinuitatsgleichung

Vij(x,t) +n(z,t) =0, Kontinuitdatsgleichung (9.1.2)

die Di [udionsgleichung

n(x,t) = DAn(z,t). (9.1.3) I

Statt der Dichte im Ensemble-Bild stellt man jetzt eine entsprechende Gleichung fur die
Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t) auf, ein einzelnes Brownsches Teilchen zur Zeit ¢t am
Ort z zu finden,

p(x,t) = DAp(x,t). (9.1.4)

Die Di [udionsgleichung kann man einfach lgsen (z.B. durch Fouriertransformation, AUF-
GABE oder SKRIPT MATHEMATISCHE METHODEN), z.B. fur Deltaférmige An-
fangsbedingung p(t = 0) = §(x) bei x =0,

p(z,t) = \/A,j;ﬁe_m’ t>0. (9.1.5)
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Daraus lassen sich nun Momente und Kumulanten der W-Dichte p(x,t) berechnen, z.B.
(x); =0, (22), =2Dt. (9.1.6)

Man hat hier also bereits eine volle statistische Interpretation: das Brownsche Teilchen
di [undiert von seinem Ausgangsort weg. Man beachte hier aber den Unterschied zwi-
schen einzelner Trajektorie und dem Ensemblemittel.

9.1.1 Einstein-Relation

Es folgt jetzt eine wichtige (und, wie sich herausstellen wird, tiefer als zundchst er-
sichtliche) Beziehung zwischen der Diludionskonstante D und der Beweglichkeit 1 des
Brownschen Teilchens. Letztere wird folgendermafen definiert: Auf das Brownsche Teil-
chen wirke eine externe Kraft F'(x). Durch die Wechselwirkung mit den Bad-Teilchen
(‘Reibung’) stellt sich eine konstante Drift-Geschwindigkeit

v(x) = uF(z), Beweglichkeit u 9.1.7)

ein.

Wir stellen uns jetzt die Kraft durch ein Potential erzeugt vor, z.B. wie in der baro-
metrischen Hohenformel durch ein einfaches Schwerefeld U (x) = mgx,z > 0. Durch das
‘nach-unten-Driften’ der Teilchen wurde unten die Konzentration n(z) standig anstei-
gen, dem wirkt aber die Di[udion von hohen zu niedrigen Dichten nach dem 1. Fickschen
Gesetz entgegen. Ein stationdres Dichteprofil n(z) bildet sich aus, falls sich Drift- und
Di [udionsstromdichte kompensieren,

Rxdz,v(x’)

— Dn/(2) + v(z)n(x) =0~ n(x) =e o0 ™ D ny= e_%U(I)no, (9.1.8)

wobei wir im letzten Schritt F'(x) = —U’(x) benutzten sowie ng = n(x = 0) setzen.

Der sich auf diese Weise einstellende Zustand, d.h. das Profil n(x), kann mit einem
thermischen Gleichgewichtszustand verglichen werden - hier also mit einem idealen Gas
im Potential U (z). Nehmen wir ein kanonisches Ensemble der Temperatur 7" an, so ergibt
sich ein thermisches Profil nach der barometrischen Hohenformel (AUFGABE),

_U
nh(x) = e *BT ng. (9.1.9)

An dieser Stelle kann man nun vermuten, dass die dissipative Wechselwirkung der Brown-
schen Teilchen mit den ‘Bad-Teilchen’ (es entsteht ja eine Reibung und daher eine kon-
stante Driftgeschwindigkeit) einem Wdrmebad mit einer bestimmten Temperature T
dquivalent ist, zumindest fur nicht zu starke Wechselwirkung, d.h. kleine Krafte F'(z)
und somit kleine Reibungse [eHte. Der Vergleich der Dichteprofile flihrt auf

D = pkpT, Einstein-Relation. (9.1.10) I
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9.1.2 Langevin-Gleichung

Ein weiterer Zugang zur Brownschen Bewegung geht Uber die Einflihrung einer sto-
chastischen Kraft ME(t) in einer Bewegungsgleichung fur die Geschwindigkeit v(t) des
Brownschen Teilchens der Masse M, indem man

Muo(t) = —M~v(t) + M&(t), Langevin-Gleichung (9.1.11)

ansetzt. Hierbei ist + eine Reibungskonstante und &(t) ein stochastischer Prozess, d.h.
eine zeitabhangige Zufallsvariable, die die zufalligen StolRe des Brownschen Teilchens mit
den Teilchens des Bades modellieren soll.

Man kann sich &(t) als eine kontinuierliche Abfolge von Zufallszahlen vorstellen, die
alle eine bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung haben. Diskretisiert man die Zeit ¢ in
Zeiten t;, so bekommt man eine disktrete Folge von Zufallsvariablen &; = £(¢;).

BEISPIEL GauBverteilung: Fur eine Zufallsvariable x mit Mittelwert 0 ist die W-
Dichte

2,2

X2 .
€207 > M(y) = (eX%) = e 27X (22) = 52, (9.1.12)

(1) = -
P V2ro?

Die Funktion M(y) heilst Momenten-generierende Funktion oder charakteristische Funk-
tion.

Fur einen n-dimensionalen Vektor von Zufallsvariablen x mit Mittelwert 0 ist die
W-Dichte flur eine Gaulverteilung

1
PO = et

Die symmetrische, positiv definite Matrix X entspricht dem o2 im eindimensionalen Fall
und heillit Kovarianz-Matrix.

Entsprechend ist nun die charakteristische Funktion flir einen Gaufschen stochasti-
schen Prozess £(¢) mit verschwindenden Mittelwerten (£(¢)) = 0 gegeben durch

e_%xzilx ~ ,/\/l(k) = <eikx> - 6_%k2k, <l‘2$3> - zzg (9113)

R R R
Mx®)] = (& “wdX®EWy = =5 "o T didt x(OOEX() (9.1.14)
C(t,t) = (£@)EW)), Korrelationsfunktion der stochastischen Kraft(9.1.15)

Fur Mittelwert Null ist also alles durch die Korrelationsfunktion C(t,t") = (£(t)E(E))
bestimmt. Der Mittelwert (.) ist hier wieder als Ensemblemittelwert zu verstehen, d.h.
als Mittelwert Uber alle Realisierungen der stochastischen Kraft £(¢).

Wir setzen C(t,t') jetzt so an, dass das Brownsche Teilchen unabhdngig von sei-
ner Anfangsgeschwindigkeit im Ensemblemittel einen thermischen Mittelwert fur seine
kinetische Energie erhalt (Aquipartitionstheorem), d.h.

tlim M(vz(t)> = kgT, Aquipartitionstheorem . (9.1.16)
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Hierfur berechnen wir aus der Langevin-Gleichung

(-
o) = v(0)e ™t +  dt'e e (9.1.17)
0
und durch Quadrieren unter Ausnutzen von (£(t)) =0
I ,
WA (1)) = (v?(0))e 2" + dt' dse =7 == (¢(11)¢(s)). (9.1.18)
0 o
Als Ansatz wahlen wir
(E@NE(s)) = cd(t — 9), (9.1.19)

d.h. unkorrelierte Krafte zu verschiedenen Zeiten ¢’ # s. Zu bestimmen bleibt dann die
Konstante c:

]
W2(1)) = (PO e 2" + ¢ dt'e ) = (12(0))e 2t + = '?— e~ 2t ':.'(9.1.20)

0 27y
und damit
¢ =2vkgT/M, (9.1.21)
also
kT
(EW)EE) = 27700~ 5). (9.1.22)

9.1.3 Langevin-Gleichung und Diffusionsgleichung

Ein Zusammenhang zwischen Langevin-Gleichung und Di[udionsgleichung kann sehr
einfach im uberdampften Fall ('Smolukowski-Limes’)

£@)

(@) +yx(t) = £@) — () = ~ (9.1.23)
hergestellt werden, in der der Beschleunigungsterm Z(¢) vernachldssigt wird. Dann gilt
1
x(t) == dfE@) (9.1.24)
Yo
und es folgt
) ) il tht’g(t/) 1 thdt,dSXQ C(t t/) _X2ct
(eX*), = <ezxr(t)> = (v o Y=g 200 VIV = ey (9.1.25)

Die charakteristische Funktion fur z(t) ist eine Gauf3-Funktion, also ist x(t) wieder ein

Gaulscher Prozess. Wir vergleichen mit der Di [udionsgleichung:
1

ez’xm — dz (l’ t)einD = €_X2Dt. (9126)
t P\,

Mit ¢ = 2vkgT /M finden wir also durch Vergleich
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kT . . .
D= L, Einstein-Relation. (9.1.27)
M~

Das ist wieder die Einstein-Relation, denn (M~)~?! ist mit der Beweglichkeit ;. zu iden-
tifizieren: in Anwesenheit einer dulleren Kraft Fey sollte gelten

1

Mv + Myv = Fexe +§ ~ <UDrift> = M~

In unserer Smolukowski-Ndherung ist die Langevin-Gleichung ~z(t) = £(t) also zur
Di [sionsgleichung Eq. (@1.3) dquivalent, insbesondere gilt wieder (2?); = 2Dt fur alle
t > 0. Aus der vollen Langevin-Gleichung Eq. (@.1.23) findet man (AUFGABE)

2D O ]
<x%t:-;-7t—(1—e—w). (9.1.29)

Fur groRe Zeiten ¢ > 1 wird daraus wieder das Di [dions-Ergebnis (z?); = 2Dt.

9.1.4 Langevin-Gleichung fiir einen RC-Kreis, Nyquist-Formel

Wir betrachten einen Kondensator C, dessen Ladung Q(t) Uber einen Widerstand R
entladen wird. FUr t — oo ist die Ladung Null; allerdings gibt es thermische Fluktua-
tionen, die wir aus dem Boltzmann-Faktor fiir die Ladungsenergie Eg = % berechnen
konnen: in einem kanonischen Ensemble ist die Wahrscheinlichkeit fur eine Ladung @
auf dem Kondensator

e PEa I:c]iQEQe_ﬁEQ =

PONS = - x = _ = —BEQ
7 <EQ> A (95 Inz, Z dQe

ptn(Q) =
1 1 T .
~ (Eg) = 855 Ing = EkBT’ Aquipartitionstheorem. (9.1.30)

Die Langevin-Gleichung fur den RC-Kreis bekommen wir durch Addition einer sto-
chastischen ‘Kraft’ zur Bewegunggleichung Q = —R—lcQ der Ladungsrelaxation, die dann

QW) =~ 5@ + &) (91.31)

lautet, wobei &;(t) jetzt eine stochastische Stromfluktuation ist. Wie beim Brownschen
Teilchen oben setzen wir

(€r(®) =0, (&®&(H)) = cdt —t). (9.1.32)

Die Konstante c¢ ergibt sich durch Analogie zur kinetischen Energie %Muz und Egq,
d.h. die Masse M entspricht der inversen Kapazitat C—1, und die Relaxationsrate ~ ist
(RC)™L, insgesamt also wie oben in Eq. (TL2T) ¢ = 2ykgT /M = 2kgT/R, also

2kpT
R

(e = 5@t —t). (9.1.33)
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Der stochastische Term &;(t) fuhrt also zu Stromfluktuationen §1(t) um den Mittelwert
1(t), und entsprechenden Fluktuationen §(U)(t) = RoI der Spannung.

(SU@)SU (")) = 2kpTRS(t — t'). (9.1.34)

Definition Die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion eines stochastischen Pro-
zesses X (1),

dr(0X(r)0X(0))e™", 6X(1) = X(1) — (X (7)) (9.1.35)

heillt Spektraldichte von X (t).

Die Spektraldichte kann Uber das Wiener-Kinchin-Theorem als ein ‘Leistungsspektrum’
interpretiert werden (z.B. VAN KAMPEN, ROPKE). In unserem Beispiel ist die Spek-
traldichte der Spannungsfluktuationen einfach gegeben durch

Sp(w) = 2kpTR, (9.1.36)

was man wegen der Unabhdngigkeit von w als weiffes Rauschen bezeichnet. Wiederum
ist hier der Zusammenhang zwischen der Fluktuation einer Grof3e (der Spannung) und
einem Dissipationse [eKt (durch den Widerstand R) gegeben.

9.1.5 Langevin-Gleichung und Fokker-Planck-Gleichung

Aus Eq. (@.1.17) folgt fur die charakteristische Funktion des stochastischen Prozesses
v(t), der wegen des linearen Zusammenhanges von v(t) mit der stochastischen Kraft £(t)
wieder GauRisch sein muss,

MyGrt) = (@) = ixo@) =5 [20)-60)7]
= @)e VBT (1e o) (9.1.37)

wobei wir Eq. (21.20) und ¢ = 2vkgT /M benutzt haben. Di[lerkntiation nach ¢ liefert

My(x,t) = —7ix(0))e " My(x.t) - 2%276_2“%/\%()(,0
KM, (1) = i(v(0)e " My(x, 1) - kaWT T e‘zytlzfl\/lu(x,t)
- My t) = X ORMu(x. 1) — 'szkBWT ER EJI\AU(X, t) — xzv%e‘z’yt/\/tv(x, t)
= AMG) P EL M (1) (9139

Damit haben wir eine geschlossene Gleichung, die nicht mehr von der Anfangsbedingung

(v(0)) abhangt. Durch Fourier-Rucktrafo von
1

My(x,t) = dop(v, t)eX? (9.1.39)
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wird jetzt mittels (AUFGABE)
X2 — =92, X0y — —Oyv (9.1.40)
die Fokker-Planck-Gleichung fur die Wahrscheinlichkeitsdichte p(v,t),

op(v,t) =~0, wvp(v,t)+ kBWT&,p(v,t) , Ornstein-Uhlenbeck-Prozess. (9.1.41)

9.2 Theorie der Linearen Antwort

9.2.1 Wechselwirkungsbild
Wir definieren das Wechselwirkungsbild tber eine Aufspaltung des Gesamt-Hamiltonians
H=Ho+V (9.2.1)

mit der Storung V.
Sei p(t) die Dichtematrix des Systems. Sie gehorcht der Liouville-von-Neumann-
Gleichung

< ptt) = ~iTH, p(0] ~ plt) = ¢~ Mot = 0)c ™, (922)

mit Anfangsbedingung p(t = 0). Wir definieren das Wechselwirkungsbild tUber
o) = eotp(p)e ot (9.2.3)
A@t) = et ge—iHot (9.2.4)

fur Observablen A. Damit erhd@lt man die Bewegungsgleichung
SR = ilHo, O + 101 et
= i[Ho, ()] - ie' "' [H, p(t)]e~ """
i[Ho, p(t)] — """ [Ho + V, p(t)]e """
i[Ho, B(t)] — i[Ho + V (¢), p(1)]
= —i[V(@©), 5] (9.2.5)
In Integralform lautet die Losung des Anfangswertproblems

) = po—i  dt'[V(t), p(t)] (9.2.6)

to
mit po = p(to), wobei ¢y eine Anfangszeit ist. Bis hierhin ist noch alles exakt. Erwar-
tungswerte von Observablen werden
[

(A)y = Trp()A =Trp()A(t) = TrpoA(t) —i ' TV (), A()IA()

ljtl to
= TrocA@t) —i  d'Trp()[A@), V()] (9.2.7)

to
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9.2.2 Suszeptibilitit

Definition Sei H(t) = Hgo — f(t)B ein Hamiltonian mit Storoperator — f(¢t)B (mit
skalarer Funktion f(t)) und pg eine Dichtematrix zur Anfangszeit to. Wir definieren die
Abweichung des Erwartungswerts (A); fur ¢t > to vom Wert fur f = 0 in erster (linearer)
Ordnung in f,

=t

dt'xap@t, t)f({t'), t>to (9.2.8)
o (.
yas(t,t) = iTr po[A@t), B{E)] 6(t—t'), dynamische Suszeptibilitat. (9.2.9)

(=%
_

o
~—
g

Il

Im exakten Ergebnis Eq. (@2Z8) haben wir also 5(¢') durch po, d.h. die ungestorte Dich-
tematrix, ersetzt. Die Stufenfunktion 6(t — t') schneidet das Integral bei ¢ ab und wird
in die dynamische Suszeptibilitat hineindefiniert. Dadurch wird garantiert, dass

§(A), =0, t<to. (9.2.10)

Beim Einschalten einer Storung zur Zeit ¢ erfogt eine endliche Anderung des Erwar-
tungswerts also erst nach dem Einschalten.
AUFGABE: Man Uberlege sich, wie man die obige Definition zu @ndern hat, wenn
man die Dichtematrix-Anderung ‘rickwarts’ in der Zeit, d.h. fur ¢ < tg, verfolgen mochte.
Besonders interessante Fdlle sind jetzt Gleichgewichtssituationen fur pg:

Satz 5. Fualls pg ein Gleichgewichtszustand zum Hamiltonian Hg ist, d.h. falls [po, Ho] =

0, gult
1 o
xap(t,t) =iTr po[A(t —t),B(0)] 0(t—1t). (9.2.11)

(Beweis als AUFGABE, einfach). In diesem Fall, der uns im Folgenden interessieren
wird, benutzt man der Ubersicht halber dasselbe Symbol, xag(t,t') = xap(t —t)). Es
gilt dann also

| — | —
| E— | E—

yap(t) =iTr po[A(t), B] 6(t). (9.2.12)

In die Definition der dynamischen Suszeptibilitdat geht die Anfangszeit ¢y nicht mehr
explizit ein, wohl aber in den Erwartungswert

CL
§(A)y, = dt' xap(t —t)f(). (9.2.13)
to
FALL 1: Wenn tg endlich ist, kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit tg =0
annehmen und den Faltungssatz fur Laplace-Transformationen verwenden,
-
6(A) = dt'xapt —t)f{t), 6(A). =XaB(2)f(2) (9.2.14)
L
dte ' f(t), xap(2) = dte *'xap(t), R(z) > 0. (9.2.15)
0

f(2)

0
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Die Laplace-Transformation konvergiert in der rechten Halbebene (z.B. BRONSTEIN).

FALL 2: Haufiger wird der Fall ¢ = —oo benutzt, wo man den Faltungssatz fur
Fourier-Transformationen verwenden kann,
1 B
Ay = dt' xap(t —t)f(t"), 6(A) = XapW)f(w) (9.2.16)
~ =L -
flw) = dte™' f(t), XapWw)= . dte" x ap(t). (9.2.17)

Wegen yap(t < 0) = 0 haben in beiden Fdllen die Integrale Uber x 45(t) die Untergrenze
Null.
Es gilt weiterhin

Satz 6. Seien A und B hermitesch sowie f(t) = fosin(wt)d(t) (periodische Stérung wird
zur Zeit t = 0 eingeschaltet). Dann gilt

S(A) oo = RV 4B W) fo SiNwt — IV an(w) fo cOS wt. (9.2.18)

Beweis: Zundchst ist fur A und B hermitesch x ap(t) nach seiner Definition reell.
Dann kann man die Definition fur die Fouriertransformierte Y 4p(w) in Real- und Ima-
gindrteil aufspalten und erhdlt (Additionstheorem fuir den Sinus) damit die obige Zerle-
gung. QED.

9.2.3 Analytische Eigenschaften von X 4p(w)

Wir betrachten Yap(w) = lo%dtei‘“tXAB(t) als Funktion einer komplexen Frequenz w.
Damit das Integral konvergiert, sollte &(w) > 0 gelten. Dann folgt: Die dynamische
Suszeptibilitit X ap(w) ist analytisch in der oberen Halbebene. Diese Eigenschaft hangt
naturlich mit ¢ > ¢ und der daraus resultierenden 6-Funktion in der Definition von
x45(t) zusammen, d.h. wir losen ein Anfangswertproblem fur die Anderung des Dichte-
operators durch die Storung — f(¢t) B und kein Endwertproblem, was haufig als 'Kausa-
litat’ bezeichnet wird.

Um herauszufinden, was fur reelle w passiert, wendet man den Cauchy-Integralsatz
an,

Xap(®) _ o LR (9.2.19)
C z— W

wobei C' der Halbkreis nach oben ist, der auf der reellen Achse den Punkt z = w oben
umfahrt (SKIZZE). Explizit folgen damit dann durch die Zerlegung

lim Tan(w +i6) = Xip() + ix4p() (9.2.20)

die Kramers-Kronig-Relationen (AUFGABE)



9. * Fluktuationen 141

=
' a0

T W —-w

Xiplw) = —-P (9.2.21)

/ " !/
diXABi(w)' (9.2.22)

T W —-w

Xapw) = +P

Hierbei bezeichnen die Striche und Doppelstriche an y nicht die Ableitungen, sondern
Real- und Imagindrteil, und P steht fur das Hauptwert-Integral.
Weiterhin folgt aus der Dirac-ldentitat
1
x — 10

= P% +ind(z) (9.2.23)

die Darstellung

1
dw’

" /
Xap(«) , Lehmann-Spektraldarstellung , (9.2.24)

T W -z

XaB(z) =

zundchst fur z = w + 40 aus den Kramers-Kronig-Relationen fur reelle w und dann Uber
analytische Fortsetzung als Integraldarstellung in der @inzen komplexen z-Ebene.

Fur A und B hermitesch gilt wegen Xap(w) = , dt(coswt + isinwt)xap(t) die
(Anti)-Symmetrie

X;XB(W) = X;xB(—w), XZ!B(W) = —X/AB(—W)- (9.2.25)

9.2.4 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Wir definieren zundchst Korrelationsfunktionen fur hermitesche Operatoren A und B,

Cip) = (AWW)B)o, Chp(t) = (BA®))o
CEg(t)y = Sap(t) £iAap(t) (9.2.26)

Sas) = SUAOB+BAMN, Aw®) = 5 (AOB - BA®)

mit reellen Funktionen Ssp(t), Aap(t). Die Erwartungswerte beziehen sich jetzt auf
einen thermischen Zustand,

(X)o = %Tre‘ﬁHoX, Z = Tre #Ho, (9.2.27)
Jetzt benutzen wir
Tr(e P BA®) = Tr(e PHoBePHoe=BHo (1)) = Tr(B(iB)e PHo A(t))
= Tr(e P A@)B(B)) = Tr(e Mo A(t — iB)B)
~ Cupt) = Chpt —ip), (9.2.28)

was als Kubo-Martin-Schwinger-Relation (KMS) bezeichnet wird. Durch Fouriertrans-
formation folgt
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ChpWw) = Chg(w)e™™,  detaillierte Gleichgewichtsrelation. (9.2.29)

In der Aufspaltung
XapW) = XapW) + iXipw) (9.2.30)

wollen wir jetzt einen Zusammenhang zwischen %gB(wzi(ﬂnd C*ZB(w) herstellen. Dazu

integrieren wir die Lehmann-Spektraldarstellung Uber ~—,

L] e—iwt de/ L1 e—iwt X{,&B(w/)
=i Y(w +10) = li -
xaz() iIOILnO dw 2 X(w +1i0) z'lolino T dw 27 W —w—10’ (9-2.31)
wofuir wir folgendes Integral benttigen:
] —iwt
e e 1 R
dw = e o(t), (9.2.32)

27 W —w —10

was aus dem Residuensatz folgt, denn der Pol liegt in der unteren w-Ebene, in der man
das Integral fur ¢ > 0 schliessen muss, damit der Halbkreisbeitrag verschwindet. Es gilt
also

) 1, -~
xap(®) = 2ixap(00() ~ Xap(®) = 5 ([A), Blo. (9.2.33)
Fouriertransformation liefert nun
" 1 I:"‘I+ -~ L
Xapw) = 2 Cupw) — CypW) , (9.2.34)

woraus aus dem detaillierten Gleichgewicht folgt

1 =
YipWw) = 5 1-e P CFo(w), Fluktuations-Dissipations-Theorem (9.2.35)

(Callen, Welton 1951). Man kann es mittels der symmetrischen Korrelationsfunktion
umschreiben,

~ 1 ~ ~ 1 L] L]
Sap(w) = E(CXB(LU) +C W) = 5 1+ e Chp(w), (9.2.36)

und zwar in der Form

Sap(w) = X4 5(w) coth %‘” (9.2.37)
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9.2.4.1 Beispiel: harmonischer Oszillator

Wir betrachten die Orts-Orts-Korrelationsfunktion des harmonischen Oszillators im ther-
mischen Gleichgewicht,

CH(t) = (F(t)x)o, Ho= Qa'a (9.2.38)
wobei der Ortsoperator durch Leiteroperatoren ausgedriickt wird,
:—1 1 1 :—1 ' '
r = m a+ CLT s f(t) - m CLE_ZQt + GTGZQt . (9239)
Daraus folgt
CT@t) = {(FM)z)o = (aate™ ™ + qfae) = 1 %.I+ ng)e” ¥ + npet
2MQ 2MQ
1 .
= 770 {1 +2np)cosQt —isinQt}, (9.2.40)
also
_ 1 B0 o . .
(ZM)x)o = 210 coth - cosQt —isin Q¢ , harmonischer Oszillator, (9.2.41)

wobei wir im letzten Schritt die Beziehung fur die Bose-Einstein-Verteilung ng = @é——l

_ 2 41l B0
1+2nB_1+eﬁQ—1_eﬁQ—l_COthT

(9.2.42)

ausgenutzt haben. Aus C*(t) = (Z(t)x)o folgt jetzt direkt durch Ablesen der (anti)-
symmetrische Teil der Korrelationsfunktion,

Sit) = 2]\29 coth BTQ cosQt, A(t) = ~210 cos Qt
- Sw) = 2]\2977{5@ +Q) + 5(w — Q)} coth %Q
= 2]\2977{—5@ +Q) + §(w — Q)} coth %‘“’
o FW) = o { 6w+ Q) + 6w — Q)} (9.2.43)

2MQ
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wobei wir im letzten Schritt das FDT benutzt haben, um Y’/ (w) abzulesen. Andererseits
erhalten wir das auch direkt mit

1
Xaz(t) = —20(t) A, (t) = 20(2) 2310 sin Qt
~n iwt i EI— iQt iQt L] t
Xpz(w) = Im At Xz ()" = 1Im—— dt e Pt — Bt e
0 2MQ
1 *
= 24, dt {cos(w — Q)t — cos(w + Q)t}
- t1 dt {cos( Q)t — cos(w + Q)t}
- 2MQ2 WA R
1 2n

9.2.5 Oszillator mit Ohmscher Diampfung
(z.B. U. WEISS)

Definition Ein Oszillator mit Masse M, Eigenfrequenz wg, Ortskoordinate x in einer
Dimension und Ohmscher Dampfungskonstante v > 0 wird durch die Bewegungsglei-
chung

E(t) + ya(t) + wiz(t) = % f@), >0 (9.2.45)
beschrieben, wobei f(¢t) eine dulere Kraft ist.

Wegen der Linearitat der Bewegungsgleichung erflullen die Erwartungswerte (x);, der
Ortskoordinate dieselbe Bewegungsgleichung, aus der wir damit sofort durch Fourier-
transformation die dynamische Suszeptibilitat erhalten,

o, O 1 - _ s
—w® —iy+wy (T), = Mf(w) () = Xaa(W) f(W)
W) = 2 L (9.2.46)

il : .
M —w? — iyw + w§

Es folgen Real- und Imagindrteil der Suszeptibilitdat zu

1 W2 — w?
/ - ° 0
Xox(W) = 7 2+ D+ 27 (9.2.47)
1
Xip(w) = 7 (9.2.48)

M (—w? + w2)2 + ~2uw2’

Interessant ist jetzt die Berechnung z.B. der symmetrisierten Korrelationsfunktion des
Ortes,

Sea(t) = % {(z@)x)o + (xx(t))o) (9.2.49)
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Realteil = -
Imaginaerteil

) P 0 2 s 0.5 i 1.5 2

Fig. 9.1: Gedampfter harmonischer Oszillator. LINKS: Real- und Imagindrteil von Y..(w).
Rechts: S,.(t = 0)/(Mw?) nach Eq. (@.Z50) als Funktion der Temperatur kpT/ [
fur Dampfungskonstanten ~/wy = 0.1 (obere Kurve) v/wy = 1 und v/wy = 10 (untere
Kurve).

Uber das Fluktuations-Dissipations-Theorem. Zundchst wird in S,,(t) von einem ther-
mischen Gleichgewichtszustand pp mit Temperatur 7" und (x)o = 0 ausgegangen. Der
entscheidende Punkt hier ist nun, dass man fur die Berechnung von Gleichgewichtsfluk-
tuationen (z.B. S,..(t = 0)) po nicht explizit zu kennen braucht. In der Tat ist die Her-
leitung der Bewegungsgleichung aus einem mikroskopischem Hamiltonian nicht-trivial
und erfordert z.B. mikroskopische System-Bad-Modelle (z.B. WEISS). Durch das FDT
ist man aber zum Gluck trotzdem in der Lage, diese Gleichgewichtsfluktuationen zu
berechnen.

Konkret haben wir also
1 1

1 o 1 .
Sex(t) = =  dte™'Sp(w) = dte ™y (w)coth Pw (9.2.50)
2T ] 2T 2
— 1 —iwt yw ﬁw

9.2.6 Relaxationsfunktion

(z.B. BRENIG, VL Prof. W. Zwerger Gottingen 1989). Ein zweiter Ansatz fur linearen
Antwortfunktionen ist das Ausschalten einer Storung — f B zur Zeit t =0, d.h.

H(t) = Ho — fBO(-1). (9.2.52)
Zur Zeit t = 0 sei das System im thermischen Zustand
e—B(Ho—fB)
7 )
der fur ¢t > 0 wegen [Ho — f B, Hg] # 0 ein Nichtgleichgewichtszustand ist (Ausnahme:
[Ho, B] = 0).

p Z = Tre AHo=1B), (9.2.53)
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Wir berechnen die Zeitentwicklung des Erwartungswerts einer Observable A,
(A(t)) = TrpA(t), A(t) = etHot ge=tHot (9.2.54)

Hier ist die Zeitentwicklung der Observable ‘einfach’ (mit Hp) und der Zustand p ‘schwie-
rig’ (Storung — f B vorhanden), so dass wir eine Storungtheorie fur p ansetzen: dazu
definieren wir eine Wechselwirkungsbild gemaR

e PH =U(B)e P s U'(B) = 0ge PHePHo = ¢=PH ([ + Hp) o

= fe PHPHo=BHo peBHo (9.2.55)
also
U'(3) = fUB)B(iB), B(@3) = e PHoBelHo, (9.2.56)
Iteration bis zur ersten Ordnung in f ergibt
L
U@B)=1+f  d3'BGA)+ O(f?). (9.2.57)
0
Die Zustandssumme wird dann
1 ] 1
Z = Tre PH=IB) = Trg(B)e PHo =Tr 1+ f  dB'B@B) +... e PHo
- - 0
= Zo 1+f dB(BGA))o +O(f?), Zo=Tre 0, (9.2.58)
0
wobei der Erwartungswert (..)o mit pg = e=?H0 /7, berechnet wird. Damit hat man
—pn I:IIQ,., Enjg/ y -
p = ——= 1+ f . agB@EsY+... 1—f . g’ (B@S"))o + ... Zs
. Ijﬁl [ IEI—QHO

+ O(f?) (9.2.59)

= 1+7 , dp’ B@B') — (B@iB))o
und somit
g /|:I -2l ol - 2
(A@®)) = (A®)o+ f ; dp’ (A@)B(i8))o — (A())o(B(i))o + O(f7)
q /EI . Al . Al L] 2
= (Ao+f . dp’ (A()B(iB))o — (A)o(B(iF))o +O(f%). (9.2.60)

Im letzten Schritt haben wir (A(t))o = (A)o benutzt. Formal wird dieses Ergebnis jetzt
geschrieben als

0(A)) = %B(t)zf(A(mBU, Relaxationsfunktion ® 4 (1) (9.2.61)
1 1
(A(t)|B) = dB' (A@t)BT(i3"))o — (A)o(BT(i3"))o , Mori-Skalarprodukt. (9.2.62)
0

B'(iB)

e PHo pteBHo, (9.2.63)
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Es gilt weiterhin (ohne Beweis) der Zusammenhang mit der dynamischen Suszepti-
bilitat

0
xap(t) = —EmB(t), t > 0. (9.2.64)
9.2.6.1 Thermische Suszeptibilitdt

Fur ¢ = 0 kann man aus dem Ergebnis fur 6(A(t)) das Ergebnis der rein thermodynami-
schen St'drungstheor_i_e ablesen: wir haben den thermischen Zustand in erster Ordnung
in f und damit die Anderung der Erwartungswerte

XE{‘B = 0O TI’pA|f:0 = ®,4p(0), thermische Suszeptibilitat , (9.2.65)

es gilt also

—

]
0 -

h I_d L1
Xag = i dB' (AB(if))o — (A)o(B(iB))

(9.2.66)

9.2.6.2 Kilassischer Limes flir @ 45(t)

Im Klassischen Limes werden aus den Operatoren A und B c-Zahlen. Insbesondere hat
man dann im Mori-Skalarprodukt B(i3") = B und deshalb

0% L (1) = B(A()B)o — (A)o(B)o) = BISA)SB)o (9.2.67)

mit 6A(t) = A(t) — (A)o und 6B = B — (B)o. Die Relaxationsfunktion a8t sich also
durch die Fluktuationen im ungestorten Gleichgewicht ausdriicken. Insbesondere gilt fur
die thermische Suszeptibilitdt im klassischen Limes

X = 8(546B)o (9.2.68)

Manchmal wird bereits dieser Zusammenhang als eine Manifestation des Fluktuations-
Dissipations-Theorems bezeichnet.
BEISPIEL: Im groBkanonischen Ensemble hatten wir in Kapitel 2 gefunden, dass

thel _ O (N) = k7 (N)?

XNN = N

(9.2.69)

wobei k7 die isotherme Kompressibilitat ist und V' das Volumen. Die Suszeptibilitat gibt
hier also die Anderung der mittleren Teilchenzahl bei einer Anderung des chemischen
Potentials p, gemdR

H=Hy— uN (9.2.70)
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also mit f = p und B = N (Gesamtteilchenzahloperator) in unserer Terminologie. Die
zweite Kumulante k3 der Verteilung p,, der fluktuierenden Teilchenzahl war andererseits

2
= (SNON) = M (9.2.71)
also
thel _ 0 _ 1
NN = 5, (V) = 5 (ONON), (9.2.72)

was mit unserem allgemeinen Ergebnis Ubereinstimmt.

9.2.7 Energieabsorption

Es ist klar, dass mit einem zeitabhangigen Hamiltonian H(t) = Ho — f(t)B die Energie
keine Erhaltungsgrofie ist: durch die zeitabhdngige Storung wird Energie in das System
hineingesteckt.

Man kann aber formal den ungestorten Hamiltonian Hg weiterhin als Energieopera-
tor au[@ssen und dessen Erwartungswert berechnen: Aus der Liouville-von-Neumann-
Gleichung folgt zundchst

- - o
(Ho)t = TrpoHo(t) +i t dt’ f(t")Trp(t)[Ho(t), B(t")] (9.2.73)
- ~ -
= TrpoHo +i t dt' f(¢")Trp(t")[Ho, B(t')] = (Ho)o + t dt' f(t')T rp(t)—B(t)

Im letzten Term haben wir

Tl’p(t)@B(t) = %TI’p(t)B(t) Tr% o) B(t)
= %Trp(t )B() - if ()TIBE), p(ENB(E)
_d _d
= @Trp(t)B(t) %(BM (9.2.74)
und damit haben wir
(.
§(Ho); = dtf(t)@( V. (9.2.75)
Jetzt definieren wir
1
AE = H_|Lror7t%o6<Ho>t: _Oodtf(t)@( Ve
_ ID__DIO dw ~ _
= Zf(—w)(—zw)(B%J, (9.2.76)

—00
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wobei wir im letzten Schritt die Parsevalsche Gleichung der Fouriertransformation be-
nutzten. Bis hierher ist noch alles exakt, aber jetzt machen wir eine linear-response-

Naherung fur
(B)o = (B)o + XppW)f(W) + O(f?).

Wenn f(t) reell ist, gilt f(—w) = f*(w), und wir erhalten

I;IO dw 2 N~
AE=  |f@)(-iw)Tepw).
Wegen der Symmetrien
W) = Xpp(-w), Xppw)=—Xpp(-w)

folgt also

> wXpp@)f @) (9.2.80)

(9.2.77)

(9.2.78)

(9.2.79)
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