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Inhaltsverzeichnis 1

Geplanter Inhalt:

1. Streuformulierung des elektronischen Transports

- Nanostrukturen, Leitwertquantisierung, Landauer-Formel (1)

- Streumatrix, Transfermatrix (1)

- Herleitung der Landauer-Biittiker-Formel (1)

- Aharonov-Bohm-Effekt und Interferenz (1)

2. Jenseits des Gleichgewichts

- Die Theorie der Linearen Antwort: Kubo-Formel. (1)

- Das Fluktuationstheorem. (2)

- Keldysh-Greensfunktionen. (2)

- Zahlstatistik, Levitov-Formel (2)

3. Quantenpunkte und Qubits

- Coulomb-Blockade. (1)

- Die Mastergleichung (1)

- Co-Tunneln. Kondo-Effekt (2)

4. Quantenphaseniibergidnge im Nichtgleichgewicht

- Lipkin-Modell (1)

- Dicke-Superradianz-Modell. (1)

- Laser(-artige) Modelle. (2)

Die Vorlesung kann als Wahlpflichtmodul mit 12 LP eingebracht werden, und zwar
entweder erginzt durch eine zweistiindige Spezialvorlesung (Absprache mit dem Dozen-
ten), oder ergéinzt durch einen Seminar-Vortrag im ergénzenden Seminar zur VL (Do
14-15, mit kurzer schriftliche Ausarbeitung in Absprache mit dem Dozenten). Folgende
Themen werden vergeben (Literatur und Betreuung wird bereitgestellt)

zu 1. Streutheorie des Transports

* Andreev-Streuung.

* Unordnungsmittelung und Lokalisierung.

zu 2. Jenseits des Gleichgewichts

* Periodisch getriebene Systeme, Floquet-Theorie.

* Die Boltzmanngleichung als semiklassischer Zugang.

* Aspekte des Fluktuationstheorems.

zu 4. Quantenphaseniibergéinge im Nichtgleichgewicht

* P-, Q-, W-Darstellungen der Mastergleichung.

T. Brandes, Berlin 2012.



1. TRANSPORT ALS STREUPROBLEM

1.1 Das Leitwertquantum

1.1.1 Freies Fermigas

Wir betrachten ein Fermigas aus freien Fermionen (Elektronen) in d Dimensionen, mit
Einteilchen-Ortswellenfunktionen

1 .
P(r) = meﬂ(r, (1.1)
also ebenen Wellen. Die Teilchen-Dichte ist in zweiter Quantisierung gegeben durch
. 1 (k' —
n(x) = Z Ul (%)W, (x) = Td Z ellk k)xc};ack/m (1.2)
o kk/c

wobei o der Spinindex ist (z.B. spin-up/down fiir Elektronen). Thr Erwartungswert wird
unabhéngig vom Ort x fiir eine Verteilungsfunktion f, die diagonal im k—-Raum ist, also

(e erro) = O freos (1.3)

z.B. die Fermiverteilung fx, = f(eko) fiir das grokanonische Gleichgewicht bei Tempe-
ratur T, chemischem Potential p, und Einteilchenenergie ey,

&)= —— !

Bem 11 7T kT
Das ist der Standardfall, fiir den auch der Erwartungswert der Teilchen-Stromdichte j
ortsunabhéngig wird;

(1.4)

. 1
n = (n)= ﬁsz"
ko
hk

) = % > Vifuor VK= o (1.5)
ko

e
I

mit der Masse m der Fermionen. Im Gleichgewicht mit der Fermifunktion fx, = f(ek)
und der quadratischen Dispersionsrelation freier Teilchen

hk?
€k =

= (1.6)

fliesst also wegen fix = f_k kein Strom, j = 0: In der Summe zé&hlen wir Elektronen in
alle k—Richtungen, und es heben sich entgegenlaufende Beitrige gerade weg.
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1.1.2 Ein Gedankenexperiment

Statt in alle Richtungen zu zdhlen, kénnen wir nun aber auch (zunéchst theoretisch) alle
Elektronen zéhlen, die z.B. mit dem k-Vektor (k, > 0,0,0) genau ‘nach rechts’ laufen.
Die zugehorige Observable hat den Erwartungswert (jetzt in d = 3)

‘ 1
J+ = ﬁ Z Vkéky,oékz,oa(/{? Ek L3 Z (1.7)
ko k>0,0

Im thermodynamischen Limes L — oo geht dieser Ausdruck gegen Null. Wenn wir ihn
allerdings mit der Querschnittsfliche L? multiplizieren, ergibt sich ein endlicher Strom

Jy = lim L%, = —/ ai " f(ak) (1.8)

(Zur Umwandlung von k—Summen in k-Integrale vgl. SKRIPT QUANTENMECHANIK
I, IT oder FESTKORPERTHEORIE), wobei wir 2, als Faktor 2 fiir die Spinsumme (fiir
Elektronen) bezeichnen. Jetzt substituieren wir

h?k? R’k

=~ —dk = de, (1.9)

= —— =
2m m

und damit erhalten wir

1+ eFsT 1.1
Ji= (14 77 (1.10)
Fiir sehr kleine Temperaturen kT < Ep = pu(T = 0) (Er ist die Fermi-Energie,
SKRIPT THERMODYNAMIK) wird daraus

Iy = 2B (1.11)
h
Der so definierte Teilchenstrom ist also proportional zur Fermienergie. Wir interpretieren
die Fermienergie als chemisches Potential, und fiir Elektronen mit Ladung —e < 0 ist
—ep =V eine Spannung (gegeniiber dem chemischen Potential Null). Ebenso ist —eJ; =
I, dann ein Ladungsstrom, und wir haben

I = 2y, (1.12)

Das ist ein iiberraschendes Ergebnis: Wir finden im dreidimensionalen Fermigas im
Gleichgewicht in diesem Gedankenexperiment einen linearen Zusammenhang zwischen
Strom und Spannung, I, = GV, mit einem Leitwert

9 2
Gg = %, Leitwert-Quantum , (1.13)
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der nur von den Fundamentalkonstanten e und i abhéngt. Der so definierte Strom ist hier
allerdings noch eine hypothetische Grofle, da er auf der etwas kiinstlichen Zahl-Definition
beruht, die wir zu seiner Herleitung benutzt haben.

Das Leitwert-Quantum G ist eine Folge der Eindimensionalitdt des Stroms, bei der
sich die Einteilchen-Zustandsdichte vy (fiir positive k) genau gegen die Geschwindigkeit
weghebt:

Il
=
|
=%
—~
™
|
™
x>
~
—~
[a—
[
I
~

L—oo

lim %kzo " (e = /0 T den (@@ fE), m(e)

Hierbei ist

2 1 1 1
= —_— = — - . 1.1
v(e) VS M (&) 27 % 27hv(e) (1.15)

€

1.1.3 Landauer-Formel

(NAZAROV/BLANTER, KAWABATA) Wie konnen wir das Leitwert-Quantum G,
Gl. (LI3)), jetzt tatsdchlich beobachtbar machen? Indem wir den hypothetischen Quer-
schnitt L? des Gedankenexperiments zu einem ‘Trichter’ zusammenschniiren, der den
Strom dann in einen diinnen Kanal z.B. nach rechts ableitet. Uber solch einen Kanal
kann man dann z.B. zwei Fermi-Gase miteinander verbinden.

Tatséchlich sind solche Experimente 1988 das erste Mal in kiinstlichen Halbleiter-
strukturen durchgefiihrt worden [. Zuniichst wird ein zweidimensionales Elektronen-
gas (2DEG) hergestellt. Die Einteilchen-WF der Elektronen sind dabei in z—Richtung
(‘Wachstumsrichtung’) auf die unterste Mode x(z) z.B. eines Kastenpotentials in z—
Richtung eingeschrénkt. In der z—y—Ebene definiert dann ein Potential V (x,y) eine la-
terale Quantenstruktur.

— Ein nur von y abhéingiges Potential definiert dann z.B. die Querschnitts-Form eines
Wellenleiters. In einem solchen Fall hat die stationére Einteilchen-SG Lésungen der Form
L ks 5 B2 k? B .
(x,y, zlnk) = ﬁe on(y)x(2), en(k)=E,+ gt andstruktur . (1.16)
Die E, und ¢,(y) hingen dabei von V(y) ab, die konstante ‘confinement’—Energie fiir
die unterste Mode in z—Richtung ist hier schon bei F,, hinzugezéhlt. Der Teilchen-Strom
von Elektronen, die sich in positive Richtung bewegen, ist jetzt

Jy = 7 Z Ef(gn(k))' (1.17)

Bei Temperatur 7' = 0 lduft die Summe iiber alle n mit £, < Ep

! B. J. van Wees et al., Phys. Rev. Lett. 60, 848 (1988) und D. A. Wharam et al., J. Phys. C 21, L
209 (1988).
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— Wir nehmen an, dass sich die Breite des Wellenleiters von £ = —oo nach ¢ = 0
langsam (‘adiabatisch’) schliesst und dann hin zu z = oo wieder langsam 6ffnet (SKIZ-
ZE). Ein Ansatz zur Losung der SG ist dann, die Energie F,, in der Bandstruktur des
Wellenleiters parametrisch als Potentialfunktion von z aufzufassen und damit eine quasi-
eindimensionale Schrodingergleichung

292
(-~ gomgz + Bnle)) Wa(0) = BV, (0). (118)

zu definieren. Das wird durch numerische Rechnungen und einige analytische Losungen
recht gut bestéitigt.

Wir sind damit bei folgendem Bild angelangt: Es gibt eine diskrete Zahl von Kandlen
n der lateralen Quantenstruktur mit zugehérigen WF W, (z). Fiir jeden Kanal definiert
E,(x) eine Potentialschwelle. Teilchen mit Energien E > E,(z = 0) werden einfach
transmittiert, allgemein ist der Teilchen-Strom von Elektronen, die sich in positive Rich-
tung bewegen,

To=1 Y B (1.19)

k>0no

1

wobei hier jetzt €, (k) ~ E,(z =0) + h;’f und 7,,(k) den Transmissionskoeffizienten des

Kanals n beim Wellenvektor k bezeichnet. Im hier von uns betrachteten adiabatischen
Fall sind die effektiven Potentiale E, (x) sehr breit und deshalb fiir (fast) alle Energien
die T, (k) entwerde eins (‘offener Kanal’) oder null (‘geschlossener Kanal’).

Bis hierhin haben wir nur Gleichgewichts-Physik gemacht (groBkanonisches Ensem-
ble). Um jetzt eine realistische Situation zu beschreiben, untersuchen wir den Strom,
wenn die Bereiche fiir 00 (weit weg von der ‘Streuregion’) durch unterschiedliche chemi-
sche Potentiale (elektrischer Transport) und/oder unterschiedliche Temperaturen (ther-
mischer Transport) beschrieben werden. Dann sind wir in einer Nichtgleichgewichtssitua-
tion, die nicht mehr durch eine einfache Schrédingergleichung beschrieben werden kann.
Bis heute ist es nicht gelungen, solch eine Situation wirklich befriedigend theoretisch zu
modellieren, aber man kann durch plausible Annahmen und Niherungen sehr gute und
interessante Ergebnisse erzielen.

Wir betrachten zunéchst den Fall zweier Reservoire (links und rechts) mit chemischen
Potentialen p7, und pg. Das linke Reservoir sendet Elektronen durch offene Kanile nach
rechts, das rechte Reservoir sendet Elektronen nach links. Insgesamt ergibt sich ein
Teilchenstrom

1 hk 1 &
I o= Jm Y S ulen) ~ falen)] = 5 > [ (el e
k>0,noffen,o noffen,o n
2
= ﬁNoffen(,uL - NR), kBT <L UL, UR-
Das ist wieder ein sehr bemerkenswertes Ergebnis: Wenn wir die Spannung V' = —e(urz, —
ur) als Differenz der chemischen Potential und den Ladungsstrom I = —e.J einfiihren,

erhalten wir

— fr(e)]

(1.20)
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9 2
I = NogenGQV, Gg = %, Landauer-Formel (Spezialfall) . (1.21)

Die Anzahl N g, der offenen Kanéle kann durch die Breite des ‘Trichters’ eingestellt
werden. In Experimenten hat man keinen Trichter, sondern einen sogenannten Quanten-
punktkontakt (QPC) benutzt (SKIZZE). Wir stellen und die transversalen (stehenden)
Wellenfunktionen ¢, (y) z.B. als Wellenfunktionen eines quadratischen Potentials (har-
monischer Oszillator) vor. ¢o(y) ist um = = 0 zentriert, mit steigendem Kanalindex n
wandert ein betréchtlicher Teil der Wellenfunktion nach aussen und passte dann irgend-
wann nicht mehr durch die Einschniirung des Quantenpunktkontakts: das entspricht
einer Reflektion eines einlaufenden Teilchens, und der entsprechende Kanal ist geschlos-
sen und nicht mehr offen. Wird Nygen jetzt kontinuierlich variiert, so ergibt sich ein
stufenformiger Strom.

Uberraschend ist die gute Ubereinstimmung der gemessenen Leitwerte auch fiir einen
QPC, der gar keine Ahnlichkeit mehr mit einem engen Kanal hat und wo eigentlich
von transverslaen Wellenfunktionen nicht mehr gesprochen werden kann. Quantitative
Berechnungen bestétigen aber die gute Quantisierung auch fiir relativ ‘offene’ QPCs. 2
Wichtig aber ist, dass die ‘Quantisierung’ des Leitwerts G in

I = GV, Definition des Leitwerts G (1.22)

in ganzzahligen Einheiten von G¢ fiir den QPC (z.B. im Gegensatz zum Quanten-
Halleffekt) nicht exakt ist, denn die Kanéle haben niemals genau Transmission eins.

Die Beobachtung dieser Leitwertquantisierung war dennoch ein grosser Erfolg, der
den Aufstieg des (damals) neuen Gebiets der mesoskopischen Physik entscheidend be-
schleunigte.

1.2 Die Streumatrix

In der obigen Herleitung haben wir nur von offenen und geschlossenen Kanilen gespro-
chen und die quantenmechanischen Reflexions- bzw. Transmissionskoeffizienten durch 0
bzw. 1 approximiert. Der néchste Schritt ist also die Formulierung des Transports von
Elektronen durch eine Quantenstruktur als Streuproblem. Hierzu wird folgendes ange-
nommen:

— die Elektronen wechselwirken nicht untereinander.

— die Elektronen unterliegen nur einem statischen Potential V' und keinen weiteren
Einfliissen wie z.B. Phononen.

— der Transport kann als kohérente Streuung von Elektronen zwischen Ein- und
Ausgingen der Quantenstruktur beschrieben werden. Die Ein- und Ausgénge werden als
Wellenleiter modelliert, die ihrerseits wieder an makroskopische Elektronen-Reservoire
angeschlossen sind, die als Fermi-Gase im Gleichgewicht beschrieben werden.

2 vgl. z.B. A. Kawabata, J. Phys. Soc. Jap. 58, 372 (1989). Hier wird fiir einen hyperbelfsrmigen QPC
die Schrodingergleichung in elliptischen Koordinaten exakt gelost.
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Fig. 1.1: Links: Quantenpunktkontakt (schematisch), wie er in den ersten Experimenten zur
Leitwertquantisierung in elektronischen Systemen verwendet wurde (aus: H. v. Hou-
ten, C. Beenakker, cond-mat/0512609 (2005)). Rechts: Aktuelles Transportexperiment
mit einem Gas aus kalten ®Li-Atomen (aus: J.-P. Brantut, J. Meineke, D. Stadler, S.
Krinner, und T. Esslinger, arXiv:1203.1927 (2012)).

Das so entstehende Modell (Reservoir — Zuleitungen — Quantenstruktur) ist eines
der Standard-Modelle fiir den quantenmechanischen Transport. Die Abwesenheit von
Wechselwirkungen mit anderen dynamischen Freiheitsgraden (Phononen, Kern-Spins,
Photonen etc.) ist eine Idealisierung. Sie wird haufig durch die Abschitzung

L<l, (1.23)

zum Ausdruck gebracht. Hierbei ist L eine typische Dimension der Quantenstruktur
(und evtl. eines Teils der Zuleitungen), in dem der Transport kohdrent erfolgen soll. Die
quantenmechanische Kohérenz wird erst auf der Langenskala I, (Phasen-Kohdrenzlinge)
gebrochen. Letztere ist abhéngig von der Art der inelastischen Wechselwirkungen und
Parametern wie z.B. der Temperatur. Typischerweise wéchst [, mit sinkender Tempe-
ratur an. Fiir quantenmechanisch kohérenten Transport, insbesondere zur Beobachtung
vieler Interferenzphdnomene, werden also sehr niedrige Temperaturen benétigt, die ty-
pischerweise im Bereich weniger Kelvin oder im Milli-Kelvinbereich liegen.

Zum so entwickelten Bild des Transports passt eine Modellierung im Rahmen der
quantenmechanischen Streutheorie (vgl. QUANTENMECHANIK IT). Im Prinzip kénnte
man jetzt versuchen, die Streuzustinde des Potentials V' (z, y) explizit zu bestimmen und
z.B. deren Beitriage zum Stromdichte-Operator bestimmen. Eine elegantere und in vielen
Féllen wesentlich zweckmaéssigerer Beschreibung basiert auf der Streumatriz. Wir zeigen,
dass der Leitwert durch eine Struktur sich letztlich allein durch Transmissionskoeffizien-
ten ausdriicken lésst.

1.2.1 Streutheorie in einer Dimension

Wir wiederholen hier zunéchst Streutheorie in einer Dimension (vgl. QUANTENME-
CHANIK II).
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1.2.1.1 Zur Normierung ebener Wellen
In der ‘Kastennormierung’ haben wir

1
(z|k) = —=€™**,  Normierung auf Kasten der Linge L. (1.24)

VL
Das ist fiir kK > 0 eine von [links und fiir £ < 0 eine von rechts einlaufende ebene Welle,
wie man an der Zeitabhéingigkeit

1

T LN SN | (1.25)

_

sieht: fiir konstante Phase ¢(xz,t) = kx — Ejt gilt
@ = Ey/k, (1.26)

d.h. das Vorzeichen der Phasengeschwindigkeit ist gleich dem Vorzeichen von k.

Bei endlicher Lénge L ist hier sowohl bei periodischen als auch bei festen Randbe-
dingungen k diskret, was fiir die Streutheorie etwas ungiinstig ist. Alternativ gibt es
deshalb eine ‘Geschwindigkeitsnormierung’

1 . ||
zlk) = ez =1 1.27
(k) = —— - (1.27)
mit dem Skalarprodukt
1 . ’ m
ki) = —— /ﬁml®k”5r—6k—y 1.28
I 27 (k] /27 |K'] R 12

Fiir eine feste Energie E = k?/2m gibt es dementsprechend zwei mogliche Werte von k
und entsprechend Wellenfunktionen (MELLO/KUMAR) mit Energienormierung

(x|ps(E)) = \/217T_Uei8’m, s=+1, (¢s(E)|ps(E")) = d566(E — E) (1.29)

(NACHRECHNEN).

1.2.1.2 Streuzustande

Fiir ein beliebiges Potential V (z) folgen die Streuzustinde ¥F(FE, x) in d = 1 Dimension
aus der Lippmann-Schwinger-Gleichung

VE(E, ) = ¢s(E,z) + /dleét(SU,CU/;E)V(:U)\I’gt(E,x,) (1.30)

mit der freien Greenschen Funktion G (z,2/; E) (QMII)
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Gy (z, 2" E) = i%eﬂ"“”f*l"', E=%%/2m >0, d=1Dimension. (1.31)

AUFGABE: Héngt G(T (z,2'; E) von der Normierung der ebenen Wellen ab?
Statt der Kugelwellen in d = 3 Dimensionen haben wir jetzt also ebene Wellen, und
fiir x — +oo gilt

w—a| = Vo= 2) = o]/ = FJa) = |o| — a'sgn(z) + O(a"/2?)
= sgn(z) (v — ') + O(z"?/2?) (1.32)
woraus wir folgende Asymptotik erhalten (Energienormierung)
VI(E,x) = ¢s(E,x) (1.33)

B Z’%ei'k‘sgn(m)*‘ / da e~ M@ (NG (B, ), |2] — oo,

Fir x — Z£oo erhalten wir daraus den Transmissionskoeffizienten ¢ und den Reflexi-
onskoeffizienten r fiir eine von links einfallende Welle (s = 1) und den Transmissions-
koeffizienten t' und den Reflexionskoeffizienten 7’ fiir eine von rechts einfallende Welle

(s =—1);
Vi(E,x) = té(B,x)

= ¢ (E,z) [1 - 2m’/dx’qbi(E,x’)V(:v’)\Ifi(E,x’)} , X —00
VI(E,z) = ¢4(B,x)+r¢ (F,x)

— 6.(E,7)+ 6_(B,x)(—2mi) / da' ¢ (B, )V (2 )UH(E,2'), @ - oo
UH(E,x) = t'¢_(E,x)

= ¢_(E,x) [1 — 2mi / da’ ¢* (E,:c’)V(:n’)\IIJF(E,x’)} , T — —00
UHE,z) = ¢_(E,z)+rop(E,z)

= ¢_(E,x) +¢+(E,x)(—2m')/dx’qﬁ(E,x’)V(x’)\lft(E,x’), z — +00

(1.34)
also insgesamt
t o= 1-2mi(p (B)|VWI(E), r=—2mi(¢p_(B)|VIVi(E)
t = 1-2mi(¢p_(B)|V|VT(E)), r =-27i{¢.(E)|V|VT(E)). (1.35)

Schliellich kann man die Energie-normierten Zusténde auch so schreiben, dass nur k =
|k| > 0 auftritt, muss dann aber die zwei Moglichkeiten +k unterscheiden, was auf
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t = 1=2mi(¢|V|T}), r=—=2mi(¢p_|V|¥)), k=V2mE >0 (1.36)
1= 2milg_|VIOE,), 7' = —2mi{pp|V[WH,) (1.37)

fiihrt, was vielleicht die {ibersichtlichste Schreibweise ist. Die Streuzustéinde sind dann
in dieser Schreibweise (k > 0)

Uh(x) = top(z), z—o00 (1.38)
= k() +rd_k(z), == —00 (1.39)

Uh(x) = ¢p(@) +r'dk(z), =00 (1.40)
= to_i(z), =— —00 (1.41)

Fiir eine feste Energie E hat eine beliebige Losung der stationdren Schrédingergleichung
die Form

U(z,t) = a1V} () + a2, (), (1.42)

wobei die Koeffizienten a1, ay fiir || — oo den einlaufenden (auf das Potential zulau-
fenden) Anteil beschreiben. Andererseits kénnen wir W(x,t) zerlegen als

U(z,t) = artdp(z) +ag [¢p_k(z) +r'op(z)], z— o0

= agd_p(z) + batdp(z), b= ait+ ayr’ (1.43)
U(z,t) = ay[dp(®) +ré_p(z)] +ast'o_k(z), = — —00
= a1¢p(z) + biod_k(z), by =arr + ast’, (1.44)

wobei die Koeflizienten by, by fiir |x| — oo den auslaufenden (vom Potential weglaufen-
den) Anteil beschreiben. Es besteht also der lineare Zusammenhang

rot :
= , S= b ) Streumatrix . (1.45)

1.2.1.3 Die S-Matrix in einer Dimension

Unsere allgemeine Beziehung (QMII)
(m|U(co, —00)|n) = (m|n) — 2mid(E, — Ep){(m|TT(E,)|n), (1.46)

schreiben wir jetzt in der Notation unserer eindimensionalen Streuzustinde. Die Kets
|n) entsprechen dabei den |¢pLy), die ja auf die Energie normiert waren,

m

<¢sk|¢s/k/> = 0ss' 5 /dmei(s/k/_gﬂ)x = (533/@5(]&‘ - k/) = 533/5(Ek - Ek’)' (1'47)
2k k

Wir haben dann also

(dsk|U (00, —00)|psrkr) = [0s5 — 271 (Bsie| T (Ep) | sk) ] (Ex — Epyr) (1.48)
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Aus dem Matrixelements (¢,|U (00, —00)|pgp ) ist jetzt die Energieerhaltungs-Deltafunktion
ganz ausgeklammert. Als eigentliche Streumatrix definiert man dann den iibrigen Anteil,
mit dem Vorteil, dass man keine Distributionswertigen Anteile herumschleppen muss;

Sssr = 655 — 2mi{ D |T T (Er)|dsri) (1.49)

Hierbei ist die Energie Ej, und damit auch k& = &’ fixiert, die einzigen Freiheitsgrade sind
die £-Indizes s, s’. Die S-Matrix ist damit eine 2 x 2-Matrix.
Wir benutzen nun den Zusammenhang

(Dl VI9 L) = (Dsk|TH (Er)|bsie) (1.50)
fiir die Elemente der T—Matrix zusammen mit Gl. (L36]);
t = 1=2mi(pp|TT(Ep)|or) = Syv, 7= —2milp_p|TT(E)|éx) =5_4 (1.51)
' = 1=2mi{¢p_p|TH(Ep)|o—k) = S——, 1" = =27wi(¢p|T" (Ek)|p—) = S4—.

Damit ist auch die Interpretation klar: wir schreiben Gl. (I61)) als
bl . r t/ al . S_+ S__ al
< b2 > - < t T', > < a - S++ S+7 a ’ (152)

Die S-Matrix bildet also die einlaufenden Komponenten aq,as auf die auslaufenden
Komponenten b1, bs linear ab. Ein letzter Punkt ist nun die Unitaritéit von S, die wegen
der Delta-Funktion in Gl. (I:48]) nicht so offensichtlich erscheint. Allerdings besagt die
rechte Seite von Gl. (48] nicht anderes aus als eine ‘Blockdiagonalitiit’ von U (oo, —o0)
im Raum der Zusténde |¢py) (MELLO/KUMAR). Die einzelnen Blocke, d.h. die Ma-
trizen S, miissen dann unitér sein, es gilt also

sis=1 (g o ) (0 ) =1 (153)

insbesondere also die aus QM I bekannte Beziehung zwischen Transmissions- und Reflexions-
Wahrscheinlichkeiten

b2+ 12 = ¢ + P = 1. (1.54)

Physikalisch bedeutet die Unitaritdt der S-Matrix also Wahrscheinlichkeitserhaltung,
oder im Bild streuender Elektronen die Erhaltung der Teilchenstromdichte.
AUFGABE: Zeige, dass die Streumatrix fiir H = p?/2m+ V() in einer Dimension nicht
nur unitédr, sondern auch symmetrisch ist;

g—sT— ("t (1.55)
(i)
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Hinweis: Benutzte die asymptotische Form der Streuzustinde und die Zeitumkehrinva-
rianz der Schrédingergleichung fiir diesen Hamiltonian.

Daraus folgt, dass der Transmissionskoeflizient zu einer festen Energie unabhingig
von der Einfallsrichtung ist.
AUFGABE: Zeige, dass die S-Matrix fiir eine Potentialstufe V(z) = V8(z), V > 0,
fiir Energien 0 < E¥ < V ein Skalar mit Betrag eins ist. Berechne S und diskutiere den
zugehorigen Streuzustand.
DISKUSSION: Welche physikalische Bedeutung haben die Eigenwerte und die Eigen-
vektoren der Streumatrix S7

1.2.2 Streumatrix fiir quasi-eindimensionale Systeme

(NAZAROV/BLANTER, BRUUS/FLENSBERG) Wir betrachten jetzt eine laterale
Quantenstruktur in der z—y—Ebene, die iiber ideale Wellenleiter (‘Zuleitungen’ mit Index
«) an die Aussenwelt (Reservoire) gekoppelt ist (SKIZZE). Im einfachsten Fall haben
wir zwei Zuleitungen o =L, R (links/rechts) in a-Richtung, die durch Hamiltonians H,
mit stationdren Losungen

Holps(anE)) = E|ps(anE)) (1.56)

beschrieben werden. Hierbei ist die Energie E kontinuierlich, aber fiir die Wellenfunk-
tionen in den Zuleitungen gilt

1
V2T Van

wobei die g, die diskreten Eigenwerte zu den orthogonalen, transversalen Moden X (y)
sind,

(zy|ps(ank)) = Xan(y)

eiskanm’ s=41, kan=V2m(E —can), (1.57)

HaXan(y) = 5anXom(y)a <Xom|on’n’> = Oaa’Onn!- (158)

Der Anteil \/l—e”k"mx entspricht wie beim eindimensionalen Streuen einer ebenen

2MVan

Welle in z-Richtung, ve, = hikayn/m ist die Geschwindigkeit.

Fiir eine Wellenfunktionen des Gesamtsystems (Quantenstruktur + Zuleitungen) zur
Energie E gelten die Einwicklungen nach den vollstdndigen Systemen im linken bzw.
rechten Wellenleiter in Analogie zum eindimensionalen Fall (dort entspricht L= 1, R= 2,

vel. Gl (I61)
@) = > [an|¢(LnE)) + binl¢—(LnE))], Entwicklung links (1.59)

n

= > [arnl¢—(RnE)) + brn|¢4(LnE))], Entwicklung rechts . (1.60)

n

Hierbei sind die a, die Koeffizienten fiir die einlaufenden Wellen und b, die Koeflizi-
enten fiir die auslaufenden Wellen im Leiter o und Kanal n. Die Verallgemeinerung der
2 x 2-Streumatrix in Gl. (LGI]) ist also eine im Prinzip unendlichdimensionale Matrix
mit Tensorstruktur;
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r t )
= , S= ¢ o) Streumatrix . (1.61)

Tatséchlich sind fiir feste Energie F aber nur die Kanéle relevant, fiir die der Wellenvek-
tor kan = \/2m(E — e4n) auch tatséchlich reell ist und die zugehérige Wellenfunktion
propagierende Elektronen beschreibt. Wenn es Ny, bzw. Np solcher offenen Kandle gibt,
ist die Streumatrix S von der Dimension (Ny, + Ng) x (Nr + Ng).

Wie in einer Dimension muss die Streumatrix wieder unitér sein. Es gilt Wahrschein-
lichkeitserhaltung fiir den ein- und ausfallenden Fluss der Elektronen,

Lok (o ) =Ghal (2 )~ s =0 (162

1.2.3 Leitwert

Wir berechnen jetzt den Teilchenstrom zwischen zwei Reservoiren L und R, die iiber
Wellenleiter an die Quantenstruktur angeschlossen sind. Die Herleitung ist hier zunéchst
heuristisch und wird dann spéter verfeinert.

Der Strom ist wegen der Kontinuitéitsgleichung erhalten und kann an einem beliebi-
gen Querschnitt eines Wellenleiters berechnet werden. Wir wéhlen ihn im linken Wel-
lenleiter L weit weg von der eigentlichen Quantenstruktur. Elektronen mit Wellenvektor
k, > 0 fliessen nach rechts, und zwar mit Teilchenstromdichte

1 Wk, . (h2K2
fr 1 Y — n
T+ ! L Z m Ju < om

. 27.2
- Z/ aw g, (’Z’Z +sLn). (1.63)

Elektronen mit Wellenvektor k,, < 0 sind entweder reflektierte Elektronen, die ur-
spriinglich von links kamen (Besetzung mit f1), oder transmittierte von rechts (Be-
setzung mit fr) und fithren zu einem Strom nach links

L= g Y [ R, e,
+ Z/ dk— TUE)R(E) sz (1.64)

mit den Koeffizienten

R, = Z [Fm|? = (17 )pn,  Summe Reflektionen m — n auf linker Seite  (1.65)

T, Z 1t > = (t't'")pn,  Summe Transmissionen von m rechts nach n links.



1. Transport als Streuproblem 14

Aus der Unitaritiit SST =1 folgt

rrf = 1o ST (frmlP o+ [thl?) = 1~ Bo + T =1 (1.66)
m

wobei 1 jeweils eine entsprechend dimensionierte diagonale Einheitsmatrix ist.
Weiterhin bei Zeitumkehrinvarianz (die wir in dieser einfachen Herleitung hier vor-
aussetzen)

V=t T =) bt = Zt ton = Ztnm min = ) pn =T (1.67)

m

Insgesamt ergibt sich

Jo= deg= Y A dk—( B)fo(E) iz, — Tu(E) (B +>

- 27rh </ dET( )fL(E)—/OO dETn(E)fR(E)>- (1.68)

€Rn
Nun ist
To(E <ern) =Th(E < eprn) =0, (1.69)

denn es kann fiir Energien unterhalb einer der ‘Bandkanten’ €,/g,, im linken und rech-
ten Wellenleiter nichts durch den entsprechenden Kanal transmittiert werden, da fiir
solchen Energien die k-Vektoren nicht reell sind. Also kann das Energieintegral bis Null
ausgedehnt werden,

277}12/ dET,(E) (fL(E) — fr(E)). (1.70)

Wir schreiben das wieder mit Hilfe der Transmissionsmatrix ¢,

2

J= 2mh

dETr(tTt)( )(fL(B) = fr(B), (171

denn fiir die Spur gilt ja
Trtht =) " (tT)n = > T (1.72)

Jetzt betrachten wir linearen Transport, d.h. den Grenzfall einer verschwindenden Dif-
ferenz der chemischen Potentiale

[=pR, (L — MR =0p—0 (1.73)
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Dann entwickeln wir

fu(E) — fr(E) = f(E+ pr — ur) — f(E) = —ouf'(E). (1.74)

Fiir Temperaturen kT < p gilt dann

) kpT\>
—f(E)=6FE—-u)+0 7 . (1.75)
Mit der Einfithrung der Elementarladung —e und der Ladungsstromdichte I = —eJ
sowie der Spannung V = —edu erhalten wir dann die lineare Beziehung
R (1) (u)V (1.76)
=——"Tr .
2mh K

und damit den Leitwert

) 2
G = iTr(z‘/Tt)(,u), kT < p, Landauer-Biittiker-Formel. (1.77)

h

Der Leitwert ist also bei tiefen Temperaturen nur durch das Leitwertquantum und durch
die Transmissionseigenschaften der Nanostruktur bestimmt, die durch die Transmissi-
onsmatrix ¢ an der Stelle des chemischen Potentials (Fermi-Energie) bestimmt werden.
Zur Bestimmung von ¢ muss allerdings das quantenmechanische Streuproblem fiir die
betreffende Nanostruktur gelost werden, was i.A. sehr schwierig ist.

Spezialfille der Landauer-Biittiker-Formel:

e Nur ein Transportkanal ist bei der betrachteten Fermi-Energie offen. Dann ist
Tr(t't) (1) = T(p) der Transmissionskoeffizient dieses Kanals, und wir haben

2¢?
G= TT(M) (1.78)

e Ballistischer Transport: die Transmissionsmatrix ist diagonal und in guter Ndherung
gegeben durch Eintrége t,,,(E) = 6(F —¢,), d.h. Stufenfunktionen mit der unteren
Bandkante ¢,, des n—ten Kanals. So eine Situation kann z.B. angenéhert in idealen
Quantendrdhten vorliegen, die dann wie Wellenleiter funktionieren. Dann ist

2¢?
G = T;e(u—gn), (1.79)

und als Funktion der Fermienergie p erhalten wir Leitwertstufen (SKIZZE).
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1.2.4 Quantenmechanische Kohirenz

Der quantenmechanische Leitwert G wird durch die Transmissionsmatrix bestimmt, also
durch Eigenschaften der Schrodingergleichung fiir ein gegebenes Streupotential. Es ist
klar, dass wir z.B. beim Aneinanderfiigen zweier Nanostrukturen den Leitwert der ge-
samten Struktur nicht einfach aus den Leitwerten der einzelnen Strukturen bestimmen
konnen. Zum Beispiel kénnen in der so entstandenen neuen Struktur quantenmecha-
nische Interferenzen oder Resonanzen auftreten (Beispiel: Fabry-Perot-Interferometer).
Die Transmissionsmatrix und damit der Leitwert muss im Prinzip fiir eine neue Struktur
jedesmal wieder neu ausgerechnet werden.

Das ist anders im klassischen elektrischem Transport. Zum Beispiel ist der Wider-
stand R einer Serienschaltung zweier Widerstidnde R; und Ry durch deren Summe ge-
geben. Fiir den Leitwert gilt dann in diesem Fall

1 1

_ GGy klassisch. (1.80)

a=21 1
R_Rl—i—Rz—GLl—{—GLQ G1+ Gy’

Eine wichtige Frage in der Transporttheorie ist es, den Ubergang vom quantenmechani-
schen, mikroskopischen Transportverhalten zu den makroskopischen Materialeigenschaf-
ten wie z.B. dem Ohmschen Gesetz zu erkléaren. Das kann durch Modelle bewerkstelligt
werden, die das Brechen der quantenmechanischen Kohérenz z.B. durch Wechselwirkun-
gen mit inelastischen Freiheitsgraden wie Phononen beschreiben.

1.3 Die Transfermatrix

Zunéchst bleiben wir jedoch beim quantenmechanisch kohdrentem Transport wechsel-
wirkungsfreier Elektronen.

(NAZAROV/BLANTER) Fiir den Transport durch ‘hintereinandergeschaltete’ Sys-
teme bietet sich die aus QM I bekannte Transfermatriz M an, die Koeffizienten links vom
Streubereich mit denen rechts vom Streubereich verbindet (wir betrachten wieder eine
quasi-eindimensionale Geometrie). Wir vergleichen mit der Definition der Streumatrix

S,
bL o ay, o r t/ .
( br > = S( an ) , S= ( P > , Streumatrix (1.81)

( br ) = M( EL > , M= < e ) ,  Transfermatrix. (1.82)
L

ar m3 ms3

br

Beachte die Reihenfolge in der Gleichung fiir M: die nach rechts laufenden

Komponenten stehen oben. Wir vergleichen auch die Formulierung der Wahrscheinlich-
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keitserhaltung fiir den ein- und ausfallenden Fluss der Elektronen, Gl. (LG2]),

Lok (pf ) = @hal (2 ) s =

b a 1 0
> (bTR,aE)Uz < R ) — (aTL,bTL)Jz ( bi > , Oy = ( 0 i ) (1.83)

aR

mit der Block-Paulimatrix ¢,. Durch Vergleich mit der Definition von M, Gl. (L&I]),
haben wir

Mo, M =o.. (1.84)

Solche Matrizen nennt man pseudo-unitdr. Die Streumatrix ist also unitér, die Transfer-
matrix ist pseudo-unitir (MELLO/KUMAR).

Der grosse Vorteil der Transfermatrix ist ihre Produkteigenschaft: die Transfermatrix
fir Streuung durch ‘hintereinandergeschaltete’ Systeme ist einfach durch das Produkt
der einzelnen Transfermatrizen gegeben (vgl. QM 1).

Weiterhin kénnen wir den Zusammenhang zur Streumatrix herstellen (JANSSEN/
VIEHWEGER/ FASTENRATH/ HAJDU);

M= ( ("t > (1.85)

_t/—l,,,, t,_l

(NACHRECHNEN). Damit lidsst sich die Landauer-Biittiker-Formel umschreiben in
(AUFGABE)

2

G =GoT .
CHNMT + (MM L+ 2

(1.86)

1.4 Gittermodelle

Die einfachsten Gittermodelle haben in erster Quantisierung in einer ‘Wannier’-Basis
von Zusténden |i) die Form

M= Y el + Y Vil Gl Vi =V (1.87)
7 %

die zunéchst harmlos aussieht. Die Matrixelemente V;; koppeln die einzelnen Gitter-
plétze.

1.4.1 Eindimensionale Kette

Hier haben wir

N N
H=Z€i\i><i!+Z(W\i><i+1!+‘/}*\i+1><i\) (1.88)

=1
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Fiir endliches NV muss man sich fiir bestimmte Randbedingungen entscheiden, z.B. peri-
odische mit |[N+1) = |1) oder feste RB mit Vv = 0. Die stationire Schrodingergleichung
fiir die Koeffizienten c; der Wellenfunktion zur Energie ¢,

Hp) =ely), [9) = ¢li), (1.89)

J

148t sich jedenfalls umschreiben in
(€ —&j)ej = Vicj + Viigi1. (1.90)

In Matrixform schreiben wir das als

, “Le—e)) —vlyx
wj = Tju;_q, ujz<cgl>, sz<vﬂ (61 ) VJOVH). (1.91)

Falls V; = V =1 konstant ist, haben wir den einfachen Fall

T, = ( e ! > (1.92)

Mit der Gesamt-Transfermatrix

N
T(N) =] 7 (1.93)
j=1
erhalten wir jetzt
unN = TNUN—l = TNTN_luN_Q = .. = T(N)UO (194)

Hier miissen jetzt wieder die 'Randwerte’ uy und ug festgelegt werden. Der Anschluss
bei j = 1 und j = N und wird jetzt so gewihlt, dass er einer Streusitutation mit
einlaufendem und reflektiertem Anteil (bei j < 0) sowie mit transmittiertem Anteil (bei
j > N) entspricht; diese haben die Form

) o t Z e*3|4),  transmittierter Anteil (1.95)
jzN

) o Z(eikj +re”*7)|j), einlauf. und refl. Anteil (1.96)
Jj<1

mit einem Wellenvektor k£ aus dem tight-binding Band ¢ = ¢ = 2cosk, der ebenen
Wellen rechts und links vom Streubereich j =1, ..., N entspricht. Also

ik(N+1) ik —ik
_ [ eN+1 ) _ € _ (e _ [ e"H+re
UN_< N >_t< et >’ uo_<00>_< 1+ > (197

Damit folgt dann
ik (N+1) cik 1 pe—ik

Wenn T'(N) fiir das Gitter bekannt ist, ist das ein 2 x 2-Gleichungssystem, aus dem ¢
und 7 berechnet werden kénnen.
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1.4.2 Hoherdimensionale Gitter

Fiir Gitter mit Dimension d > 1 muss man sich jetzt zunéchst iiberlegen, wie die Gitter-
pliatze durchnumeriert werden sollen. Hiufig benutzt man z.B. in quasi-eindimensionale
Systeme, bei denen z.B. in d = 3 endliche M x M Quadratflichen (Scheiben) aneinan-
dergesetzt werden (SKIZZE). Die Rekursionsgleichung in d = 1 fiir konstantes, reelles

Vv, GL ([390)
(e —¢gj)cj=Vejm+ Ve, d=1, (1.99)
verallgemeinert sich dann zu
(e—Hj)cj=Vecjz1+ Ve, j=1,..,N (1.100)

wobei H; und V' jetzt M1 x M9=1-Matrizen sind. Hierbei ist Hj die Projektion des
Hamiltonians auf die j—te Scheibe, und V beschreibt das Hiipfen zwischen den Scheiben.
Entsprechend zu Gl. (L38) kann dieses M9~! x N-dimensionale Gitter (typischerweise
ist N > M) wieder an ebene Wellen senkrecht zu den Endfldchen angeschlossen werden.

1.4.3 Gittermodelle mit Zufallsgréf3en
Einteilchen-Gittermodelle der Form Gl. (L87),

M=l + Y Vil Gl Vi = Vi (1.101)
(2 1)

spielen eine grofle Rolle zur Modellierung von Unordnung, die z.B. durch Storstellen
oder Verunreinigungen in kristallinen Festkérpern verursacht wird. Die elektronischen
Streu- und damit Transporteigenschaften werden durch Unordnung stark beeinflusst.
Die Unordnung selbst wird durch Zufallsverteilungen der Parameter des Hamiltonians H
beschrieben, im einfachsten Fall werden z.B. die Gitterenergien ¢; fiir jedes ¢ unabhéngig
aus einer Verteilungsfunktion P(g;) gew#hlt. Damit wird der Hamiltonian und alle aus
ihm berechneten Groflen selbst ein Zufallsobjekt.

Insbesondere werden die oben definierten Transfermatrizen 7'(N), die auch fiir d > 1
definiert werden konnen, Zufallsgréfien. Hierzu gibt es ein relevantes Theorem (JANS-
SEN)

Satz 1 (Oseledecs Theorem). Unter bestimmten Voraussetzungen existiert fir zufillige
Transfermatrizen T(N) die Grenzmatriz
1

T= lim (T(N)TT(N))W, (1.102)

N—o00
die fiir 2M x 2M -Matrizen T(N) Eigenwerte der Form
M e e L e (1.103)

mit Lyapunov-Exponenten v < ... < yas hat.
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Die Eigenwerte kommen in Paaren wegen der Symplektizitdt der einzelnen 77,

0 -1 t+ (0 -1
T]<i 0 )T]_<i 0 > (1.104)

Insbesondere gibt es in d = 1 Dimension mit M = 1 nur einen Lyapunov-Exponenten 7y,

fiir die stochastische Rekursion Gl. (L.90)
(8 — e’:‘j)Cj = VCj.H + VCj_l, (1.105)

in der die Energien ¢; Zufallsgrofen sind. Im Fall d = 1 kann 7 durch die Rekursion
leicht auf einem Computer berechnet werden (AUFGABE).

Definition Das Inverse des kleinsten Lyapunov-Exponenten heif3t Lokalisierungslinge
E=~7h (1.106)

Die Lokalisierungslénge beschreibt die Lagenskala, auf der die Amplitude eines Eigen-
zustands eines Zufalls-Hamiltonians exponentiell abfillt. In einer Dimension d = 1 sind
alle Eigenzustéinde exponentiell lokalisiert, und die Systeme werden zu elektronischen
Isolatoren. In zwei Dimensionen ist das auch der Fall, widhrend es in drei Dimensionen
einen von der Energie und den Parametern der Zufallsverteilung abhéingigen Metall-
Isolator- Ubergang (Anderson-Ubergang) gibtﬁ

Fiir die Transmissionsmatrix ¢ der quasi-eindimensionalen Struktur kann man jetzt
weiterhin

1
lim - log Trtt’ = -2y (1.107)

N—oo

zeigen (JANSSEN) und damit fiir den Leitwert
G o e” N, (1.108)

In einer Dimension d = 1 folgt dann aus einem weiteren Theorem von Firstenbery,
dass (wieder unter gewissen Voraussetzungen) ;3 > 0. Das heifit, dass der Leitwert
eines ungeordneten, eindimensionalen ‘Drahtes’ mit der Ldnge N exponentiell abfallt.
Der Widerstand R = 1/G o< 2" wiichst also exponentiell mit der Lénge. Das ist aus
Sicht des klassischen Ohmschen Gesetzes ein recht erstaunliches Resultat: Widerstédnde
addieren sich jetzt also nicht mehr. Das Ohmsche Gesetz besagt ndmlich folgendes: Der
Leitwert G(L) (also der inverse elektrische Widerstand R(L)) eines homogenen Kubus
der Grofe L (Lange L und Querschnitt L4~! in d Dimensionen) wird gegeben durch

I _ de—l

“L=5="F1

= oL 2, Ohmsches Gesetz (1.109)

mit der konstanten (L—unabhingigen) Leitfihigkeit o. Wenn der Querschnitt A konstant
ist, wird hier L4~! durch A ersetzt und man hat R(L) = (Ac)~'L.

3 B. Kramer und A. MacKinnon, Rep. Prog. Phys. 56, 1469 (1993).



2. THEORIE DER LINEAREN ANTWORT

2.1 Die Suszeptibilitat

Im Folgenden wiederholen wir zunéchst den technischen Aufbau der Linear-Response-
Theorie, wie wir ihn in der THERMODYNAMIK UND STATISTIK (SKRIPT) kennen
gelernt haben.

2.1.1 Wechselwirkungsbild

Wir definieren das Wechselwirkungsbild iiber eine Aufspaltung des Gesamt-Hamiltonians
H= H() +V (2.1)

mit der Storung V. Sei p(t) die Dichtematrix des Systems. Sie gehorcht der Liouville-
von-Neumann-Gleichung

d . 4
2P(t) = —i[H, p(t)] ~ p(t) = e~ p(t = 0)e™™, (2.2)
mit Anfangsbedingung p(t = 0). Wir definieren das Wechselwirkungsbild iiber

pt) = eHatp(g)eithl (23
At) = ¢tHot ge—iHot

Gp1) = ilHo, p)] + 0t p(t)e- ot
= ilHo. p(1)] — i€ H, p(t))e~
= i[Ho, p(t)] — ie"™ [Hy + V, p(t)]e "0
— ilHo. p(8)] — i{Ho + V(2). (1)

= —i[V(t),5(t)]. (2.5)

In Integralform lautet die Losung des Anfangswertproblems

p) = i [ V()50 (2.6)

to
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mit pg = p(ty), wobei ty eine Anfangszeit ist. Bis hierhin ist noch alles exakt. Erwar-
tungswerte von Observablen werden

(A); = Trp(t)A = Trp(t)A(t) = TrpgA(t) — i / t dt' Te[V ('), p(t)] A(t)

to

= TrpoA(t) —i / dt' Tep(t[A(t), V(1)) (2.7)

to

2.1.2 Suszeptibilitét

Definition Sei H(t) = Hy — f(t)B ein Hamiltonian mit Storoperator —f(¢)B (mit
skalarer Funktion f(¢)) und pg eine Dichtematrix zur Anfangszeit ¢o. Wir definieren die
Abweichung des Erwartungswerts (A); fiir ¢ > ¢, vom Wert fir f = 0 in erster (linearer)
Ordnung in f,

§{A), = /Oodt’XAB(t,t’)f(t’), t >t (2.8)

to
iTr (ﬁo[ﬁ(t), B(t')]) O(t —t'), dynamische Suszeptibilitit. (2.9)

Im exakten Ergebnis Gl. (2Z.6]) haben wir also p(t') durch pg, d.h. die ungestérte Dichte-
matrix, ersetzt. Die Stufenfunktion 6(¢ — ¢') schneidet das Integral bei ¢ ab und wird in
die dynamische Suszeptibilitdt hineindefiniert. Dadurch wird garantiert, dass

S(A), =0, t<t. (2.10)

Beim Einschalten einer Stérung zur Zeit ty erfogt eine endliche Anderung des Erwar-
tungswerts also erst nach dem Einschalten.
AUFGABE: Man iiberlege sich, wie man die obige Definition zu &ndern hat, wenn
man die Dichtematrix-Anderung ‘riickwiirts’ in der Zeit, d.h. fiir t < to, verfolgen mochte.
Besonders interessante Félle sind jetzt Gleichgewichtssituationen fiir pg:

Satz 2. Fulls pg ein Gleichgewichtszustand zum Hamiltonian Hy ist, d.h. falls [po, Hy) =
0, gilt

Xap(t,t)) = iTr <p0[/1(t — ), B(O)]) ot —t). (2.11)

(Beweis als AUFGABE, einfach). In diesem Fall, der uns im Folgenden interessieren
wird, benutzt man der Ubersicht halber dasselbe Symbol, xap(t,t') = xap(t —t'). Es
gilt dann also

xap(t) = iTr (polA(1), B)) 0(1).  (212)
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In die Definition der dynamischen Suszeptibilitéit geht die Anfangszeit tg nicht mehr
explizit ein, wohl aber in den Erwartungswert

54y, = / Tt xan(t - Y1), (2.13)

FALL 1: Wenn tg endlich ist, kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit tg = 0
annehmen und den Faltungssatz fiir Laplace-Transformationen verwenden,

s = [ Tttt - OFE), 5(A). = () () (2.14)
flz) = /()Oodte_th(t), )ZAB(z)E/OOOdte_ZtXAB(t), R(z) >0. (2.15)

Die Laplace-Transformation konvergiert in der rechten Halbebene (z.B. BRONSTEIN).
FALL 2: H&aufiger wird der Fall t¢ = —oo benutzt, wo man den Faltungssatz fiir
Fourier-Transformationen verwenden kann,

5(A), = / T st — (), 6(A) = Kap(@) f(w) (2.16)
flw) = /_OO dte™' f(t), Xap(w) = /000 dte™ x ap(t). (2.17)

Wegen x ap(t < 0) = 0 haben in beiden Fillen die Integrale iiber x 45 () die Untergrenze
Null.
Es gilt weiterhin

Satz 3. Seien A und B hermitesch sowie f(t) = fosin(wt)d(t) (periodische Storung wird
zur Zeit t = 0 eingeschaltet). Dann gilt

3(AY 00 = Rxap(w) fosinwt — Sy ap(w) fo coswt. (2.18)

Beweis: Zunéchst ist fiir A und B hermitesch xap(t) nach seiner Definition reell.
Dann kann man die Definition fiir die Fouriertransformierte X 4p(w) in Real- und Ima-
ginérteil aufspalten und erhélt (Additionstheorem fiir den Sinus) damit die obige Zerle-

gung.

2.1.3 Analytische Eigenschaften von y4p(w)

Wir betrachten Yap(w) = [;° dte™'xap(t) als Funktion einer komplexen Frequenz w.
Damit das Integral konvergiert, sollte S(w) > 0 gelten. Dann folgt: Die dynamische
Suszeptibilitit x ap(w) ist analytisch in der oberen Halbebene. Diese Eigenschaft hingt
natiirlich mit ¢ > ¢g und der daraus resultierenden #-Funktion in der Definition von
xAB(t) zusammen, d.h. wir losen ein Anfangswertproblem fiir die Anderung des Dichte-
operators durch die Stérung — f(¢) B und kein Endwertproblem, was hiufig als "Kausa-
litdt” bezeichnet wird.
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Um herauszufinden, was fiir reelle w passiert, wendet man den Cauchy-Integralsatz
an,

/ Xap(z) _ 0, weR, (2.19)
C

Z—Ww

wobei C' der Halbkreis nach oben ist, der auf der reellen Achse den Punkt z = w oben
umfihrt (SKIZZE). Explizit folgen damit dann durch die Zerlegung

lim xap(w +i0) = xyp(w) + ix4p(w) (2.20)
6—0t

die Kramers-Kronig-Relationen (AUFGABE)

Viplw) = —P / W Xan@) (591

T w—w

+P/dw Xap(®) (5 99
T O.) —w

Hierbei bezeichnen die Striche und Doppelstriche an x nicht die Ableitungen, sondern
Real- und Imaginérteil, und P steht fiir das Hauptwert-Integral.
Weiterhin folgt aus der Dirac-Identitét

1 1
0 P; + imd(z) (2.23)
die Darstellung
d Nyl /
XAB(z) = / iXA,Bi(UJ), Lehmann-Spektraldarstellung , (2.24)
T W=z

zunéchst fiir z = w 4 40 aus den Kramers-Kronig-Relationen fiir reelle w und dann iiber
analytische Fortsetzung als Integraldarstellung in der ganzen komplexen z-Ebene.

2.2 Das Fluktuations-Dissipations-Theorem

Wir definieren zunichst Korrelationsfunktionen fiir hermitesche Operatoren A und B,

Cap(t) = (A@t)B)o, Cup(t) = (BA(t))o
Cxs(t) = Sap(t) £iAap(t) (2.25)
Sap(t) = %(il(t)BJrBfl(t»o, AAB(t)=%<fl(t)B—BA(t)>o

mit reellen Funktionen Sap(t), Aap(t). Die Erwartungswerte beziehen sich jetzt auf
einen thermischen Zustand,

1

(X)o = ETrefﬁHoX7 Z = Tre PHo, (2.26)
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Jetzt benutzen wir

Tr(e PHOBA(t)) = Tr(e PHoBePHoe=BHo f(1)) = Tr(B(if)e PHo A(t))
= Tr(e PN A()B(iB)) = Tr(e P A(t — iB)B)
~ Chplt) = Chp(t —ip), (2.27)

was als Kubo-Martin-Schwinger-Relation (KMS) bezeichnet wird. Durch Fouriertrans-
formation folgt

Chp(w) = Chigw)e ™ detaillierte Gleichgewichtsrelation. (2.28)

In der Aufspaltung
XaB(W) = Xap(w) +iXip(W) (2.29)

wollen wir jetzt einen Zusammenhang zwischen Xy z(w) und C:{B( ) herstellen. Dazu
—iwt

integrieren wir die Lehmann-Spektraldarstellung iiber <

) efzwt ~ ) ) dw fzwt XCQB(W/)
Xap(t) = i%lglo/dw 21 X(w+i0) = z‘%)lino / 21 W —w —i0’ (2:30)

wofiir wir folgendes Integral beno6tigen:

—iwt 1 .,
/dwe _ = ety (¢), (2.31)

27 W —w —10

was aus dem Residuensatz folgt, denn der Pol liegt in der unteren w-Ebene, in der man
das Integral fiir ¢ > 0 schliessen muss, damit der Halbkreisbeitrag verschwindet. Es gilt
also

xaB(t) = 2iX45(1)0(t) ~ Xap(t) = <[A( t), Bl)o- (2.32)
Fouriertransformation liefert nun
" 1 ~+ ~N—
Vis@) = 5 (Chp@) - Cip@)), (2.33)

woraus aus dem detaillierten Gleichgewicht folgt

- 676‘”) Ch5(w), Fluktuations-Dissipations-Theorem (2.34)

(Callen, Welton 1951). Man kann es mittels der symmetrischen Korrelationsfunktion
umschreiben,

Sanl) = 5(Clp@) + Ciple)) =

und zwar in der Form

(1 + e—ffW) Chp(w), (2.35)

l\')IH

Bw

Sap(w) = x4 5(w) coth 5 (2.36)

Da x’jz(w) mit der Energieabsorption des Systems zusammenhingt (s.u.) und Sap(w)
Fluktuationen beschreibt, erklart sich der Name ‘Fluktuations-Dissipations-Theorem’.
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2.2.1 Beispiel: harmonischer Oszillator

Wir betrachten die Orts-Orts-Korrelationsfunktion des harmonischen Oszillators im ther-
mischen Gleichgewicht,

CH(t) = (Z(t)x)o, Hy=Qa'a (2.37)

wobei der Ortsoperator durch Leiteroperatoren ausgedriickt wird,

1 1 , ,
r = SYYEY (a + aT> , Z(t) = CYYTY (ae_zm + aTeZQt) . (2.38)
Daraus folgt
1 . A 1 A A
C’+(t) = (z(t)x)o = m(aaTe_mt + aTanQU = 5170 (14 nB)e—th +TlB€ZQt}
1
= o270 (1+2np)cosQt —isin Ot} (2.39)

Q
coth % cos QU — isin Qt} , harmonischer Oszillator, (2.40)

|

2 P41 Jé{9)
1+2 =1 = = h— 2.41
+2np +659—1 R cot 5 ( )

ausgenutzt haben. Aus CT(t) = (Z(t)x)o folgt jetzt direkt durch Ablesen der (anti)-
symmetrische Teil der Korrelationsfunktion,

1

St) = 2MQcoth@coth, A(t):—Qz\ZQCOSQt
1 Q
~ S(w) = 2MQ7T{5(w+Q)+5(w—Q)}coth%
_ Mlmw{—a(w+9)+5(w—Q)}coth%”
o W) = e (=W + Q) + S(w — Q) (2.42)

2MS)
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wobel wir im letzten Schritt das FDT benutzt haben, um 7 (w) abzulesen. Andererseits
erhalten wir das auch direkt mit

Xoalt) = 2000 A (1) = 20(0) o sin 2
) = I [T —tng o [ (e o e
= % /000 dt {cos(w — Q)t — cos(w + Q)t}
= %% /_C: dt {cos(w — )t — cos(w + Q)t}
_ %%ﬂ (5w — Q) — 6w+ )} (2.43)

2.2.2 Oszillator mit Ohmscher Dampfung
(z.B. U. WEISS)

Definition Ein Oszillator mit Masse M, Eigenfrequenz wg, Ortskoordinate x in einer
Dimension und Ohmscher Dampfungskonstante v > 0 wird durch die Bewegungsglei-
chung

B(1) + (1) + whe(t) = 2 F (1), 7> 0 (2.44)

beschrieben, wobei f(t) eine duflere Kraft ist.

Wegen der Linearitit der Bewegungsgleichung erfiillen die Erwartungswerte (z); der
Ortskoordinate dieselbe Bewegungsgleichung, aus der wir damit sofort durch Fourier-
transformation die dynamische Suszeptibilitét erhalten,

(—w® =iy +wo) () = %f(w) (2} = Xoa (@) (W)
1 1

X = — . 2.45
Xew () M —w? —iyw + wd (245)

Es folgen Real- und Imaginérteil der Suszeptibilitéit zu

1 w2 — w?
/ 0
= 2.46
1 Yw
Xao(w) = — . (2.47)

M (—w? + wd)? + y2w?

Interessant ist jetzt die Berechnung z.B. der symmetrisierten Korrelationsfunktion des
Ortes,

Sea(t) = 5 ((z(t)z)o + (w2 (t))o) (2.48)
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Realteil = -

6l Imaginaerteil 2
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Fig. 2.1: Geddmpfter harmonischer Oszillator. LINKS: Real- und Imaginirteil von Y..(w).
Rechts: S,.(t = 0)/(Mw?) nach Gl. 249) als Funktion der Temperatur kpT/hw
fiir Dampfungskonstanten v/wg = 0.1 (obere Kurve) v/wo = 1 und v/wy = 10 (untere
Kurve).

tiber das Fluktuations-Dissipations-Theorem. Zunéchst wird in Sy, (t) von einem ther-
mischen Gleichgewichtszustand pg mit Temperatur 7" und (x)g = 0 ausgegangen. Der
entscheidende Punkt hier ist nun, dass man fiir die Berechnung von Gleichgewichtsfluk-
tuationen (z.B. S, (t = 0)) po nicht explizit zu kennen braucht. In der Tat ist die Her-
leitung der Bewegungsgleichung aus einem mikroskopischem Hamiltonian nicht-trivial
und erfordert z.B. mikroskopische System-Bad-Modelle (z.B. WEISS). Durch das FDT
ist man aber zum Gliick trotzdem in der Lage, diese Gleichgewichtsfluktuationen zu

berechnen.
Konkret haben wir also
1 s 1 . Bw
Sez(t) = %/dte WS e(w) = %/dte Wi (W) coth7 (2.49)
_ " o
= 53] /dte (T T o) 12 coth - (2.50)

2.2.3 Energieabsorption

Es ist klar, dass mit einem zeitabhédngigen Hamiltonian H(t) = Hy — f(t)B die Energie
keine Erhaltungsgrofle ist: durch die zeitabhéngige Stoérung wird Energie in das System
hineingesteckt.

Man kann aber formal den ungestorten Hamiltonian Hy weiterhin als Energieopera-
tor auffassen und dessen Erwartungswert berechnen: Aus der Liouville-von-Neumann-
Gleichung folgt zunéchst

(B = Temo(o) +i [ g0 o), B )

to

— Tpoo +i [ A YT Ho () = (Holo + [ ' § ()T (1) o B

to to
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Im letzten Term haben wir

d

Tp)BBW) = LT BI) — T (a(t) B(Y)
= Smp) B —if () I{BE), pt B
= St B(t) = (Bl (2.52)
und damit haben wir
S(Ho): — /to dt' f(t )d (B)y. (2.53)

Jetzt definieren wir

Sttals = [ at (@) (B

AFE

1m
to——o0,t—00

- / % F(w)(~iw){B. (2.54)

wobei wir im letzten Schritt die Parsevalsche Gleichung der Fouriertransformation be-
nutzten. Bis hierher ist noch alles exakt, aber jetzt machen wir eine linear-response-
Naherung fiir

(B)w = (B)o + XBB(W)f(W) + O(f?). (2.55)

Wenn f(t) reell ist, gilt f(—w) = f*(w), und wir erhalten

AP = [~ U @Piw)Tns(). (2.56)
Wegen der Symmetrien
Xp(W) = Xpp(—w), XBp(W) = —Xpp(—W) (2.57)
folgt also
dw
b= [~ Fotbs@If@E. (259

2.3 Die Relaxationsfunktion

(z.B. BRENIG, VL Prof. W. Zwerger Gottingen 1989). Ein zweiter Ansatz fiir linearen
Antwortfunktionen ist das Ausschalten einer Stérung — f B zur Zeit t = 0, d.h.

H(t) = Hy — fBO(—t). (2.59)
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Zur Zeit t = 0 sei das System im thermischen Zustand
_ e AlHo=fB)
P=——"7F

der fiir ¢ > 0 wegen [Hy — fB, Hy] # 0 ein Nichtgleichgewichtszustand ist (Ausnahme:
[Ho, B] = 0).

Wir berechnen die Zeitentwicklung des Erwartungswerts einer Observable A,

(A(t)) = TrpA(t), A(t) = etHot Aot (2.61)

Z = Tre AHo=1B) (2.60)

Hier ist die Zeitentwicklung der Observable ‘einfach’ (mit Hp) und der Zustand pg
‘schwierig’ (Stérung — f B vorhanden), so dass wir eine Storungtheorie fiir py ansetzen:
dazu definieren wir eine Wechselwirkungsbild gemaf

e BH — U(ﬁ)efﬁHo ~ U/(,B) _ aﬁefﬁHeﬁHo _ o BH (—H—|—Ho) oPHo
fe Pt PHoo=BHo peBHo (2.62)
also
U'(8) = fU(B)B(iB), B(if) = e P Be Mo, (2.63)

Iteration bis zur ersten Ordnung in f ergibt

B
UB) =1+ f /0 d8'B(if) + O(f2). (2.64)

Die Zustandssumme wird dann

B
Z = Tre PH=IB) — Ty (B)e PHo = Ty <1 + f/ d8'B(if’) + > e PHo
0

B
= Zo (1 + f/ dﬂ/<B(i5/)>0> +O(f%), Zo=Tre P, (2.65)
0
wobei der Erwartungswert (..)p mit py berechnet wird. Damit hat man
_ e~ P(Ho—1B) A Ry B / . ar e~ PHo
p = —Fp—= <1+f/0 dﬁB(zﬂ)—i—...) (1—f/0 dﬂ(B(zﬂ»o—i-...) Ze
= (141 [ a5 (BGB) - BN ) o + 0 2.66
= (147 [ a8 (B8 - M) ) 5+ 0L (2.66)
und somit

8
(A@®)) = (Ao +f/0 df’ ((A()B(iB))o — (A(t))o(B(if))o) + O(f?)

B
— (A S /O 48’ (AW B0 — (A)o(BF)N0) +O(f?).  (2.67)

Im letzten Schritt haben wir (A(t))o = (A)o benutzt. Formal wird dieses Ergebnis jetzt
geschrieben als
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IA(t)) = fPap(t) (2.68)
dap(t) = (A(t)|B'), Relaxationsfunktion ®ap5(t), t>0 (2.69)

mit der Definition

B
(A(t)|B) = /0 g’ (<A(t)BT(z'ﬁ')>0—<A>0<Bf(zﬁ')>0>, Mori-Skalarprodukt.  (2.70)

Bi(ip) = e PHopiefto, (2.71)

2.3.1 Thermische Suszeptibilitit

Fiir t = 0 kann man aus dem Ergebnis fiir 6(A(¢)) das Ergebnis der rein thermodynami-
schen Storungstheorie ablesen: wir haben den thermischen Zustand in erster Ordnung
in f und damit die Anderung der Erwartungswerte

i = Of TrpAl;_g = ®ap(0), thermische Suszeptibilitét , (2.72)

es gilt also

B
Wy = Dap(0) = /O a8’ ((AB(i8))o — (A)o(B(if)o).  (2.73)

2.3.2 Klassischer Limes fiir ¢ 45(t)

Im klassischen Limes werden aus den Operatoren A und B c-Zahlen. Insbesondere hat
man dann im Mori-Skalarprodukt B(i') = B und deshalb

®p(t) = B ({A(t)B)o — (A)o(B)o) = BOA()dB)q (2.74)

mit JA(t) = A(t) — (A)p und 6B = B — (B)o. Die Relaxationsfunktion l&t sich also
durch die Fluktuationen im ungestorten Gleichgewicht ausdriicken. Insbesondere gilt fiir
die thermische Suszeptibilitéit im klassischen Limes

X = B(5A6B), (2.75)

Manchmal wird bereits dieser Zusammenhang als eine Manifestation des Fluktuations-
Dissipations-Theorems bezeichnet.

BEISPIEL: Im grofikanonischen Ensemble hatten wir in der THERMODYNAMIK
gefunden, dass

c 0 kr(N)?
XNN = @(M = Ti/ ) : (2.76)




2. Theorie der Linearen Antwort 32

wobei k7 die isotherme Kompressibilitdt ist und V' das Volumen. Die Suszeptibilitit gibt
hier also die Anderung der mittleren Teilchenzahl bei einer Anderung des chemischen
Potentials p, geméf

H = Hy— uN (2.77)

also mit f = p und B = N (Gesamtteilchenzahloperator) in unserer Terminologie. Die
zweite Kumulante ko der Verteilung p,, der fluktuierenden Teilchenzahl war andererseits

ks = (ONGN) = M (2.78)
also
X = %(]\U = kBLT@NaN% (2.79)
was mit unserem allgemeinen Ergebnis iibereinstimmt.
2.3.3 Zusammenhang zwischen y— und ®—Funktion
In der Definition der linearen Antwort iiber die Suszeptibilitét
s = [ atnaste— 1) (2.80)
(Anfangszeit tg = —o0) setzen wir fiir die duflere Kraft
ft) = fo(=1) (2.81)
und erhalten dann
6(A), = f/_ooo dt' xap(t —t') = f/too dt'xap(t') = f®as(t), (2.82)

wobei wir die Definition der Relaxationsfunktion Gl. (Z.68]) benutzt haben. Durch Dif-
ferentiation nach t folgt also der allgemeine Zusammenhang

XAB(t) = —%(I)AB(Z‘/). (2.83)

2.4 Die Kubo-Formel fiir die Leitfahigkeit

(BRUUS/FLENSBERG) Der allgemeinste lineare Zusammenhang zwischen Stromdichte
j und elektrischem Feld E lautet

t
j(r,t) :/ dt'/dr’a(r,t;r',t’)E(r’,t'), (2.84)
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wobei o eine Matrix ist und sich die r'~Integration iiber den ganzen Raum erstreckt.
Der Operator der Ladungsstromdichte fiir Teilchen der Masse m;, Ladung ¢; mit
Orts— und Impuls—Operatoren x;, p; ist in erster Quantisierung

=3 1L [(pl - %A(r, t)> 3(r — %)) +6(r — x) <pl - %A(r, t))] . (2.85)
l

2ml
Hierbei ist A(r,t) das Vektorpotential, das iiber
1.
E(r,t) = —=A(r,1?). (2.86)
c

das elektrische Feld erzeugen soll. Die Eichung ist so gewéhlt, dass das skalare Potential
verschwindet. Der Stromdichteoperator besteht also aus zwei Anteilen;

2
j(r,t) = jp(r, t) — A(r,t) Z q—lé(r - X))

myc
I l

) = Z 2;1;” [Pid(r —x;) + 6(r — x;)py], paramagnetischer Strom (2.87)

Der zweite (diamagnetische) Term in j(r,#) ist bereits in erster Ordnung in A. Wir
bendtigen also nur noch die lineare Antwort des paramagnetischen Stroms auf das Feld
A, das in erster Ordnung Storungstheorie einen zeitabhingigen Storoperator erzeugt.
Dieser kommt aus der kinetischen Energie der Ladungen (minimale Kopplung)

- YL (pl——A(rl’ )>2:ZP_?_Z U1 A1)+ A, Opi] + O(A2)
! l

2my ; 2myc

= le /dm ) + O(A?), (2.88)

2.4.1 Linear-Response-Ausdruck

Der Storoperator hat also die Form
1 )
- E/drjp(r)A(r,t), (2.89)

ist also eine lineare Uberlagerung von Operatoren vom Typ —f(#)B in Gl. (238). Ent-
sprechend dem Ausdruck Gl. (28],

6(A) = /t dt’xap(t =) f(t'), xap(t—t)=1iTr </30[/1(t —t), B]) 0(t —()90)

—00
(Gleichgewichtskorrelationsfunktion) erhalten wir jetzt

t

G =it [

—00

dt' (,oo[jp(r,t — t’),/dr’jp(r’)A(r’,t’)]> + O(A?), (2.91)
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wobei im Gleichgewicht (jp (r))o = 0, weshalb also die Abweichung vom Gleichgewichts-
wert §(j(r))s = (j°(r))¢. In Komponenten «, 5 = z,y, z ausgeschrieben ist das

(P (r)) = / dt’/dr/ Z Xap (T, 15t — t/)%AB(r',t') (2.92)
oo 5

fiir den paramagnetischen Strom mit

Xap(r,r';t) = i0(t)Tr (po[jg(r, t), 74 (r’)]) ,  Strom-Strom-Korrelationsfunktion. (2.93)

Fiir den gesamten Strom gilt also

t
. 1
Goe = [t [ @S xasler'st = ) A5(6 )
- 3

Y T (i — ) LAt 2.94
1 (e — x0) LAafe 1) .04

l

Hierbei ist Tr (pod(r — x;)) die dem I-ten Teilchen entsprechende (Wahrscheinlichkeits—)
Dichte an der Stelle r im Gleichgewichtszustand, der wie immer durch pg bezeichnet wird
und natiirlich das Feld A nicht enthélt. Wenn wir mehrere Teilchensorten s = 1, ..., Ny
mit Ladungen ¢, und Massen mg unterscheiden wollen, kénnen wir die Summen iiber
alle Teilchen [ nach Sorten aufspalten,

N
EZEiTMmMr—m»=§jﬁim, (2.95)
7 mjc ] msc

wobei ng die Teilchen—Dichte der Teilchensorte s ist. Entsprechend kann man dann den
paramagnetischen Strom als Summe

~ NS A~
Pr)=>"3) (2.96)
s=1

schreiben.
Fouriertransformation gibt jetzt mit dem Faltungssatz

~ N q2 1 -~
(Ja(r))w = /dr' Z [f(aﬁ(r, r';w) — dap0(r — 1) Z m—sns EAB(I", w). (2.97)
B s=1" %

Diese Form ist jetzt iibersichtlicher, denn sie ist ‘lokal’ in der Frequenz w. Entsprechend
konnen wir jetzt endlich das elektrische Feld einfiihren;

&mm:i@mm (2.98)

und erhalten damit den Leitfdhigkeitstensor
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2.4.2 Homogene Leitfdhigkeit

In rdumlich homogenen Systemen kénnen wir Gl. (Z100) rdumlich Fourier-transformieren;

(Ja()w = /dr’zaag(r,r’;w)ﬁg(r’,w) (2.101)

B
= (Ja(@)e = Y oapla;w)Es(q,w) (2.102)
B
Hierbei ist
Es(qw) = / dre™' T Eg(r,w) (2.103)
1 ) —
oap(qw) = V/dr/dr'e_ZQ(r_r)aaﬁ(r,r’;w), (2.104)

wobei V' das Systemvolumen bezeichnet. Der Strich deutet hier an, dass die Abhéngigkeit
von r —r’ i.A. erst durch einen rdumlichen Mittelungsprozess entstehen kann, da in der
mikroskopischen Definition von Gl. (2.93]) ja beide Ortsvariablen noch unabhéngig sind.
Mit der obigen Definition der Fouriertransformation nimmt man das Ergebnis dieses Mit-
telungsprozesses praktisch schon vorweg. Im allgemeinen ist das nur in makroskopischen
Systemen gerechtfertigt, wo man im Mittel Translationsinvarianz erwarten kann.

Fiir gleiche Ladungen q; = —e und Massen m; = m haben wir dann fiir die parama-
gnetischen Stromdichten in x.g(r,r’;w), Gl. (293),

- 1
p@=0)=—ev, v= Z —pi, Geschwindigkeitsoperator, (2.105)
m
l

man bekommt also insgesamt

¢® Xap(w) — Bagpy
gapg(w) = oap(q=0,w) = % o (2.106)

Xag(w) = 0(t)Tr (po[0a(t),vs]), Geschwindigkeitskorrelator, (2.107)

wobei N die Teilchenzahl ist. Weiterhin kann man jetzt zeigen (AUFGABE), dass die
thermische Suszeptibilitéit fiir den Geschwindigkeitskorrelator

N
Xghﬁ = 5a5% (2.108)
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erfiillt.
Der Leitfihigkeitstensor kann jetzt mit der oben eingefiihrten Relaxationsfunktion ¢
verkniipft werden. Dazu erinnern wir uns noch einmal an Gl. (Z772) und Gl. (283,

19}
xaB(t) = _a‘I’AB(t)a xap(t=0)=x%5 (2.109)

Fouriertransformation mit
o0
@AB(z) = / dtemfbAB(t) (2.110)
0

liefert

v th
~ A z) —
D ap(z) = XB(Z)—ZXAB (2.111)

Das hat genau die Struktur des Ausdrucks Gl. (Z.I06)fiir den Leitfahigkeitstensor, wir
haben also

/ dte™ (io(t)|vg), Kubo-Formel. (2.112)
0

2.4.3 Lorentz—Drude—Modell

Bevor wir mit der bis jetzt doch recht formalen Theorie fortfahren, schieben wir hier
eine Wiederholung des phinomenologischen Modells zur Leitfdhigkeit und dielektrischen
Funktion ein (SKRIPT ELEKTRODYNAMIK).

(JACKSON) Wir erstellen ein einfaches mikroskopischen Modell fiir ein Dipolmoment
p: Eine Ladung —e < 0 fithrt geddmpfte harmonische Schwingungen um eine Ruhelage
R mit Kreisfrequenz wg und Dampfungskonstante v > 0 unter dem Einfluss der Kraft
—eE aus. Die Bewegungsgleichung fiir Auslenkungen x(¢) aus der Ruhelage lautet

% + 7% + wix = —%E(t) (2.113)

wobei ein rdumlich homogenes aber zeitlich verdnderliches elektrisches Feld E(t) ange-
nommen wird. Daraus ergibt sich ein Dipolmoment p(¢) = —ex(t). Im Frequenzraum
erhélt man also den linearen Zusammenhang
) -
e E(w)
plw) = ——5-—"". 2.114
p(w) mwg — w? — iwy ( )
Hat man j = 1,..., K Sorten von Ladungen e; mit Massen m;, Ddmpfungskonstanten
v; > 0, Frequenzen w; und Dichten n;, so erhilt man mit diesem Modell eine Polarisation
(Dipolmoment pro Volumen)

K o2 B (w0
P(w) = anﬁ Bw) : (2.115)
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und dementsprechend eine dielektrische Verschiebung

D(w) = eE(w)+PWw)=:éw)E(w) (2.116)
K 2
. B n;€; 1
Ew) = e |1+ Z; = i) (2.117)

Die dielektrische Funktion £(w) hat fiir das Lorentz-Modell einige wichtige Eigenschaften,
die auch ganz allgemein gelten:

o £(w) ist komplexwertig, Real- und Imaginérteil von £(w) héngen iiber Hilbert-
Integraltransformationen (Kramers-Kronig- Relationen) miteinander zusammen (z.B.

FLIESSBACH).
e Die Pole von &(w) liegen in der unteren komplexen w-Ebene.
o Es gilt

RE(w) = RE(—w), SE(w) = —S8(—w), weR. (2.118)

Falls in einem Medium frei bewegliche Ladungen vorhanden sind, hat man
V x H(r,w) = j;(r,w) — iwD(r,w). (2.119)

Wir nehmen an, dass die freie Stromdichte jf(r,w) proportional zum elektrischen Feld
ist (Ohmsches Gesetz),

jr(r,w) = o(w)E(r,w), Leitfihigkeit o(w). (2.120)

Dann hat man

VxB(r,w) = jw)[ow)—iéw)w E(r,w) (2.121)
—iji(w)Etor (w)WE(r, w) (2.122)

mit der gesamten dielektrischen Funktion
Fot(w) = E(w)+ z# (2.123)

Damit diese im Rahmen des Lorentz-Modells wieder von der Form Gl. (2.110)) ist, schrei-
ben wir

K 2 2

~ n;es 1 ne 1

Etot (w) = £p 1+ E A 2 3 - + <o 2 3 - (2124)
— oM wi — w? — W €0 wi — w* — iwy

und identifizieren
2 2
1 1
Eﬁ = ia(w) ~wyp =0, o(w) = —iwﬁf, (2.125)
m wp —w? —iwy w m —w? — iwy

also einem expliziten Ausdruck fiir die frequenzabhéngige Leitfihigkeit der Form
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~1 Drude-Modell. (2.126)

Formal erhélt man also einen Ausdruck fiir die Leitfihigkeit des Mediums im Rahmen des
Lorentz-Modells fiir die dielektrische Funktion des Mediums, indem man fiir die freien
Ladungstriger mit Dichte n, Masse m und Ladung e eine verschwindende Oszillator-
frequenz wy = 0 ansetzt. Die im Lorentz-Modells auftretende Démpfungskonstante 1
wird dabei als eine Streurate fiir die freien Ladungstrédger interpretiert. Interessant ist
hierbei, dass ein voll mikroskopisches Modell fiir die Ohmsche Leitfihigkeit o(w) eines
Materials im Rahmen gewisser Ndherungen auf dasselbe Ergebnis fiihrt, freilich mit ei-
nem expliziten Ausdruck fiir 7 (z.B. durch Elektron-Phonon-Wechselwirkung verursachte
Streuung).

Wenn das Medium nur freie Ladungen enthilt und keine Polarisation auftritt, hat
man &(w) = gp und somit

Frot(w) = ao+i(’§:“’). (2.127)

Fin solches System wird héufig als Metall bezeichnet, es entspricht den Leitern, die
wir in der Elektrostatik abstrakt eingefithrt haben. Fiir Frequenzen mit wr > 1 gilt
insbesondere

. 2 2
Etot (w w ne
tot () ~1— —]2), wr > 1, wf, = —, Plasmafrequenz w,,. (2.128)
€0 w meg

Fiir Frequenzen w < w;, wird &;o¢ negativ und der Brechungsindex rein imaginér: Strah-
lung mit solchen Frequenzen kann im Metall nicht propagieren, das Metall ist fiir sol-
che Frequenzen undurchsichtig. Oberhalb der Plasmafrequenz (w > w),) hingegen wird
Etot positiv und der Brechungsindex rein reell - das Metall ist dann durchsichtig. Wir
stellen uns das Metall als freie Elektronen mit einem festen positiven Hintergrund (Io-
nengitter) vor. Die Gesamtladung des Metalls ist Null, die Gesamtladungsdichte p(r,t)
kann aber fiir Frequenzen oberhalb der Plasmafrequenz oszillieren, was einer kollekti-
ven Schwingung aller Elektronen entspricht (z.B. SKRIPT FESTKORPERTHEORIE;
ASHCROFT/MERMIN).

AUFGABE: Betrachte ein Medium mit nur freien Ladungen, in dem ein Ohmsches
Gesetz
jlq,w) = o(q,w)E(q,w), skalare Leitfihigkeit o(q,w) (2.129)
gelten soll.

1. Begriinde die Form Gl. (ZI29) aus dem allgemeinsten linearen Zusammenhang
zwischen elektrischem Feld und Stromdichte im raum-zeitlich translationsinvarianten
und isotropen Fall.

2. Ausgehend von der longitudinalen dielektrische Funktion ¢;(q,w), Gl. (??), soll
der Zusammenhang

o(q,w)

e(qw) =1+ i (2.130)
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hergeleitet werden (beachte, dass die dielektrische Funktion hier dimensionslos definiert
ist und deshalb im Vergleich zu Gl. (2123]) der Faktor ¢y im Nenner auftritt). Benutze
fiir die Herleitung den Zusammenhang zwischen externem elektrischen Potential Ve
und vollem elektrischen Potential V', sowie die Kontinuitdtsgleichung.

2.4.4 Drude—Modell fiir die Relaxationfunktion
Wenn wir das Drude-Resultat mit der exakten Kubo-Formel Gl. (2.112]) vergleichen,

2
1
olw) = Kﬁ, Drude-Modell (2.131)
m T —iw
2 _ o0 )
oap(w) = evq)ag(w), @ag(w):/o dte"™(T4(t)|vg), Kubo-Formel, (2.132)

liegt ein phénomenologischer Ansatz fiir das Mori-Skalarprodukt (7, (t)|vg) der Ge-
schwindigkeitsoperatoren

N
P
v=>_ — (2.133)
=1

mit einer exponentiell abfallenden Korrelation auf der Hand, ndmlich
(Ta(t)|vg) = SapBN (vae™Tva)o, (2.134)

wobei die Geschwindigkeiten verschiedener Teilchen unkorreliert sind und im thermi-
schen Gleichgewicht

1 kT

B(vava)o = T m (2.135)
nach dem Gleichverteilungssatz. Dann wird
N
(Ba(t)|vg) = dage™"™—, (2.136)
m

und durch Fouriertransformation erhélt man die Drude-Formel mit n = N/V', wobei alle
Diagonalelemente des Leitfahigkeitstensors gleich sind.
2.4.5 Wechselwirkungsfreie Fermionen

Fiir wechselwirkungsfreie Fermionen 148t sich ein Ausdruck fiir den Leitfihigkeitstensor
herleiten, der direkt weiter berechnet werden kann. Hierfiir gehen wir nochmal auf die
Definition der dynamischen Suszeptibilitdt Gl. (28] zuriick,

Xap(t) = iTr (po[jl(t), B]) 0(t), (2.137)
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den wir jetzt in zweiter Quantisierung fiir Einteilchenoperatoren (SKRIPT QUANTEN-
MECHANIK II)

A= Zn\Alm chem, B= Zk!B\lckcl (2.138)
kl

auswerten. Hierbei ist

[A(t), Bl = Y (n|Alm) (k| B|l)e"En —=m) [cf e, cf ], (2.139)
nmkl
iEmt

wobei wir die Zeitentwicklung der Operatoren é,,(t) = e~ etc. mit den Einteilchen-

energien £, benutzen. Weiterhin gilt (NACHRECHNEN)

[CLCB, 6265] = CLC(;(;B,Y — 626560“5, (2.140)
und mit
Tr <,0 e ) =0nmfn, fn= . Fermifunktion (2.141)
0CnCm nmJn, n = @B(fn*,u) + 17 .
folgt dann
xap(t) = i (n|Alm){k|BIe 6,80, (fo = fm)
nmkl

= ZZ n|Alm) (m|Bn)e!En=emt (£, — f,). (2.142)

Durch Fourier-Trafo folgt

Xap(z) = /OO dte’™ ' xap(t) = Z<n|A|m>(m|B|n>5f";fm

0

(2.143)

m - <n
nm

Wir benutzen das zur Berechnung des Realteils des Leitfahigkeitstensors o,5(w), G1. (Z100),

5 %iaﬂ(ra I'/; W)

2.144
" - (2.144)

Roap(r, riw) =

Hierbei ist Sy = x” mit den Matrixelementen der paramagnetischen Stromdichteopera-
toren auszuwerten, d.h. A = j(x) und B = j(x'), und wir erhalten

7'1'62 n m
Roaslr o) = T S (nlialo)m) s (o) o) 2L

nm

dem —en —w). (2.145)
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2.5 Die Gedachtnis-Funktion

Die Form

th

P(w) = N S . =

2.146
o — (2.146)

3=

legt einen allgemeinen Ansatz

Gedéchtnis-Funktion N (z) (2.147)

nahe. Hierbei hofft man, die Gedéchtnis-Funktion N (z) einfacher als die gesamte Rela-
xationsfunktion direkt berechnen zu kénnen.
Wir formen das etwas um;

B(z) = —z‘Né;h_ - = X(Z)Z; X (2.148)
SNt N (2)yth _N(»
- () = _]]\\;((Z))’_‘FZ - N(Z)X <1 - JZQ( ) 4 ) , (2.149)

wobei wir hier eine Potenzreihenentwicklung in der Gedéchtnis-Funktion N (z) angesetzt
haben, die wir im Folgenden im Sinne einer Stérungstheorie als ‘klein’ ansehen wollen,
motiviert durch die Identifikation

N(z) ~ —ir ! (2.150)

mit der Rate in der Drude—Formel, die wiederum (im Gegensatz zur Zeit 7) storungstheoretisch
berechnet werden kann (z.B. durch Fermis Goldene Regel). In niedrigster Ordnung in
N(z) haben wir also ]

2x(2) ~ —N(z2)x™. (2.151)

2.5.1 Bewegungsgleichungen

Bewegungsgleichungen fiir Heisenbergoperatoren A(t) = et Ae= ! B:

(A:B)) = Tun() =i /O i [A(), Bl)o
= YA, Bl)o i /0 a2 ((Aw), Bl
= B2 [ i, A1), Bl
e 2(AB)) = —{[4 Bl — (([H, Al B)). (2.152)

1'W. Gétze und P. Wolfle, Phys. Rev. B 6, 1226 (1972).
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Alternativ ist

(A:B)) = Rap(z) =i /O "t (4, B(~1)])o

—1

= ZABlo—i [ di e A B

¥ 0 1z
= SB[ e ) (A B 0D
v z({(4;B)) = —([A, Bl)o + ((4;[H, B])). (2.153)
Eine zweite Anwendung liefert
z(([H, Al; A)) = —([[H, A, A])o + ({[H, A]; [H, A])) (2.154)

Damit hat man dann z.B.

([H, A]; [H, A)) — ([[H, A], A])o

2({(4; A)) = z2xaa(2) = —(([H, A A)) = - . (2.155)
2.5.2 Gedéichtnis-Funktion fiir Streuung an statischen Potentialen
Wir verwenden das nun, um die Gedéichtnisfunktion
N(2) = —zx(z) /X" (2.156)

in Stérungstheorie beztiglich eines Streu—Potentials V' zu berechnen, um daraus die Rate

771 = —QN(w=0)=-N"(0) (2.157)
zu erhalten. Hierbei ist
H=Hy+V, Hy=) ewolfyexo, V= Viwch,cwo (2.158)
ko kk'o

ein Modell fiir freie Fermionen (Hp), die an einem statischen Stérpotential streuen. Wir
benutzen weiterhin

A= "v(k)e, e (2.159)
ko

als Operator fiir eine Geschwindigkeitskomponente v(k) (z.B. die z—Komponente), wobei
k der Wellenvektor ist.
1. AUFGABE: Wir berechnen die Drude-Leitfahigkeit
2
ne 1
= — . 2.160

ow) m 77 —w ( )
a) Wieso kann man nicht erwarten, die Streurate 7! (z.B. fiir Streuung an Stérstellen)
durch eine direkte Stérungsrechnung fiir o(w) zu erhalten?
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th

b) Wir berechnen deshalb o(w) = %‘iag(w) mit Hilfe der iiber ®(z) = —iﬁ defi-
nierten Gedichtnisfunktion N(z), wobei ®,5(w) die Relaxationsfunktion der Geschwin-
digkeit ist. Hierzu approximieren wir N(z) ~ —zx(z)/x™ wie oben ausgefiihrt, wobei
X(2) der retardierte Korrelator einer Geschwindigkeitskomponente %, v(k)c;r(acko fiir
den Modell-Hamiltonian Gl. (ZI58)) in zweiter Ordnung Stérungstheorie in V' ist. Zeige
hierzu, dass [H, A] = > 140, Vi (v(k') — v(k))c;rwck/(,.

¢) Berechne den Imaginirteil SN (w) = N”(w). In zweiter Ordnung Storungstheorie in
V kénnen hierzu Fermifunktionen f(ex) bei der Berechnung der Korrelationsfunktionen
der c;rwck/o angenommen werden. Zeige, dass

N"(w) = =T S [Viao (oK) — (k) P — e+ 2w [ (o) — Flew)] . (2:161)

und damit bei Temperaturen kT < Er und Frequenzen w < Ep

T =—-N"(0) = % > Viae (0(K') = v(k)Po(ew — e1)d(Er —ex).  (2.162)
Y

d) Interpretiere das Ergebnis fiir 7= durch Ubergangsraten
Wik — K) = 27|Viae|*0 (e — k) (2.163)

im Sinne von Fermis Goldener Regel. Weiterhin soll angenommen werden, dass durch
eine weitere Mittelung iiber das Potential V' (das z.B. durch Unordnung erzeugt wird)
das Ergebnis fiir 7~! nur vom Betrag des Impulsiibertrags q = k — k’ abhéngt, so dass
man z.B. in d = 3 Dimensionen

(w(K') — v(K))2 #(k _K)2 (2.164)

ersetzen darf. Schreibe somit 7—! mit Hilfe der k-abhingigen Transportrate
ol = Z W(k — X')(1 — cos ). (2.165)
k/

Welche Bedeutung hat der Winkel 6 ?
2. AUFGABE (Projekt): Berechnung der Drude-Leitfihigkeit mit der Boltzmann-Gleichung.
3. AUFGABE: Herleitung der Landauer-Biittiker-Formel aus der Kubo-Formel.



3. GREENSCHE FUNKTIONEN FUR DAS
NICHTGLEICHGEWICHT

(HAUG/JAUHO; LANDAU/LIFSHITZ Vol. 10; Skript ‘Quantenmechanik der Vielteil-
chensysteme’, Vorlesung WS 1999/2000 Uni Hamburg (TB).

3.1 Einfithrung

Wir betrachten einen zeitabhidngigen Hamiltonian mit ‘Einschaltzeit’ ¢,
H(t)=h+H'(t), h=Hy+V, H'(t)=0, firt<t (3.1)
und thermischem Anfangszustand
e Bh
Tre=Ph

Ziel ist zunéchst die Berechung von Erwartungswerten von Observablen O zur Zeit t > g,

p(to) = (3.2)

—i fjo dt'H(t')

(0)y = Trp(to)On(t), On(t) = Ut (t, t))OU(t,ty), Ul(t,to) =Te ., (3.3)

wobei T der Zeitordungsoperator ist, mit dem formal die Differentialgleichung fiir den
Zeitentwicklungsoperator (Propagator)

0
5 Ut to) = H)U(t,t0), Ulto,to) =1 (3.4)
geldst wird. Der Operator Og(t) bezieht sich also auf das Heisenbergbild. Fiir Operatoren
A(t) im Schrodingerbild, die auch explizit zeitabhéngig sein diirfen, definieren wir eine
Zeitentwicklung im Wechselwirkungsbild

A(t) = eMt=10) A()e~ht—t0) (3.5)
Dann gilt (NACHRECHNEN)

Ou(t) = vi(t,t)Ot)v(t,to) (3.6)
—i ffo dt' 7' (t')

e PE0) gt 1), w(t,to) = Te

Hierbei ist v(t,t9) der ‘nichttriviale’ Anteil des Zeitentwicklungsoperators, der nur vom
zeitabhéingigen Anteil H'(t') des Hamiltonians abhéngt.
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3.1.1 Die Zeitkontur

In v(t, to) lauft die Zeit von to nach ¢, wihrend sie im adjungierten v (¢,tq) von ¢ nach tq
lauft, d.h. wieder (unitér) zuriick. Wir fithren nun das Konzept der Zeitkontur als einen
‘Integrationsweg’ von ty — t und wieder zuriick von ¢ — tq auf der reellen Zeitachse t’
ein (SKIZZE), wobei die Kontur C; (fiir ¢y fest) zur Unterscheidung den Hinweg ‘knapp
oberhalb’ und den Riickweg ‘knapp unterhalb’ der Zeitachse ansetzt. Auf dieser Kontur
(d.h. der Kurve von tg — t — to) wird jetzt eine formale Konturintegration definiert;

Op(t) = Tg,exp <—i /C dTﬁl’(T)> O(t) (3.8)
Te t

ordnet auf C; spitere Operatoren links von fritheren.  (3.9)

t )

Zum Merken: ‘Alter vor Schonheit’; ‘late goes left’, ‘Spétlinke’. Der Beweis von Gl. (B.8))
(HAUG/JAUHO) beginnt mit der formalen Reihenentwicklung

Te, exp (—z’ /C | dTﬁI’(T)> O(t) = io (_7% /C .. /C AnT, (ﬁ'(n)...H'(Tn)é(t)()s.m)

und benutzt eine kombinatorische Uberlegung zur Zerlegung der Konturintegration

Tct...:L...+L...EA:...+1tO... (3.11)

Ein Term n-ter Ordnung in der Reihenentwicklung besteht aus 2" solcher [, bzw. [, —
Integrationen, z.B.

L drs... A 7T (ﬁ'(Tg)...ﬁI'(Tn)O(t)) L dry L drsT., (ﬁf’(ﬁ)ﬁ'(rg)> (3.12)

mit den Zeitordnungssymbolen 7', auf dem Hin—Ast und 7, auf dem Riick—Ast. In den
Integralen sind also n ‘Plédtze’ entweder mit — oder <— besetzt. Insgesamt gibt es 2"
Anordnungen. Die Anzahl der Anordnungen mit 0 < m < n Plédtzen mit — ist dann

n(n—1)(n—2)..(n - (m —1)) ( n ) (3.13)

m! m

wobei m! im Nenner die Anzahl der Umtauschméglichkeiten innerhalb der — ist, da nicht
n

. > = (1+1)» =27,

interessiert, wer der 1-te, 2—te, ...m—te ist. Insgesamt also Z;L’LZO (

wie es sein muss. Die < 7:; > Terme mit jeweils m T_,—Integralen liefern alle dasselbe
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(Umbenennung von Integrationsvariablen). Deshalb gilt

/Ct dry... /Ct dr,T¢, <ﬁ'(7’1)..fl’(7—n)0(t))

= Z ( " )/ drmat...dr, Te (fI/(Terl)..fI/(Tn)) O(
m=0 m -
— n' / / 7! ! 7l 1 o )

= b | drdedrf T () B (1)) O@) [ drdrn T (H()...
m=0 k=0 o <~ —

wobei wir mit dem Kronecker-Delta k& = n—m als neuen Index einfiihren kénnen und die
Summen iiber die positiven ganzen Zahlen so bis nach Unendlich ausdehnen. Summation

dieses Ausdrucks iiber > > (le)n ... ergibt dann

To, exp <_Z- /C | dTﬁI<T>) o)

> (_]j!)k L dr!..dr| T, (ﬁ’(ﬁ)..ﬂ/@)i(_T:'L)!mo(t) L dry..dr T, (B (7

= ol(t,t0)O(t)v(t, to) = On(t),

I
NE

e

was zu beweisen war.

3.1.2 Die vier Greenschen Funktionen

Die im Folgenden zu entwickelnde formale Storungstheorie benutzt als zentrale Grofie
Korrelationsfunktionen von Feldoperatoren ¥, (x) fiir ein Teilchen mit Spinprojektion o
am Ort x in zweiter Quantisierung im Heisenbergbild

W, (x,t) = Ul(t, to) e (x)U(t, to) (3.18)

(wir lassen hier den Index H an den Feldoperatoren weg. Mit der Abkiirzung (o1, x1,t1) =
1 etc. sind diese Korrelationsfunktionen

G(1,1') = —i(Tew ()W (1) = —iTr (p(to)TC\If(l)\IIT(l’)> , (3.19)

wobei festgelegt werden muss, auf welchem Teil der Kontur (oben oder unten) die Zeiten
t1 und ¢} liegen. Dafiir gibt es vier Moglichkeiten und dementsprechend vier Greensche
Funktionen,

"

T
QU
]
S
5
1

N
al
)

N

(3.16)

/(TM)>

(3.17)
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G~ (1,1)=G.(1,1) = —i(T¥(1)¥T(1"), kausale (zeitgeordnete) GF
= —if(t; — t)(T)WT(1)) £4i0(t) — t1)(TT(1)T(1)) (3.20)
—i(Tw(1)wi (1)), anti-zeitgeordnete GF
= i — ) (BB £ 00— )T B() (3.21)
= +i(UT(1)¥(1)), ‘G kleiner’ (3.22)
i) w(1)), (3.23)

Il
—
—_
|

GT(1,1) = Ga(1,1)

‘G—grofler’.

Hierbei steht in + das obere Vorzeichen fiir fermionische und das untere Vorzeichen fiir
bosonische Feldoperatoren (LANDAU-LIFSHITZ 10).

Die Indizes —— in G~ (1,1’) bedeuten, dass sowohl das erste (¢1) als auch das
zweite Zeitargument(¢1) auf dem oberen Vorwdrts—Zweig der Kontur liegen, der mit —
gekennzeichnet wird. Entsprechend —+ in G<(1,1"): Das erste Zeitargument ¢; liegt auf
dem Vorwirtszweig, wihrend t| auf dem Riickwdrtszweig der Kontur liegt, der mit +
gekennzeichnet wird. Hier wird ¢;(7) also auf der Kontur frither als ¢} angelaufen, ist
also auf der Kontur gesehen kleiner als ¢}. In G~ (1,1’) liegt ¢ auf dem Riickwirtszweig
und ¢} auf dem Vorwiirtszweig, ist also auf der Kontur groBer als ). Schliesslich sind in
G (1,1') beide Zeiten der Riickwirtskontur zugeordnet. Dann ist z.B. fiir ‘echte’ Zeiten
t; >t} die Reihenfolge auf der Riickwirtskontur umgedreht und der Feldoperator (1)
steht links.

In allen Fillen steht derjenige Feldoperator mit der auf der Kontur spéiteren Zeit
links.

Von den vier GF sind nur drei unabhéngig voneinander, denn es gilt

G +GT=Ga""+G". (3.24)

Wichtige Kombinationen sind die retardierten und avancierten GF;

iGT(1,1) = 0(ty — t))(P(1)TT(1) £ wT(1)W(1)), retardierte GF
= —0(th —t1) ()T (1) £ wT(1)W(1)), avancierte GF . (3.25)

Hier gilt
G -G"=G" -G*. (3.26)

3.2 Die Stérungsreihe

Wir betrachten im Folgenden einen Hamiltonian
H(t) = Ho+ H'(t), (3.27)
wobei Hy im Sinne der zweiten Quantisierung ein Einteilchenoperator ist, d.h. keine
Teilchen—Teilchen—Wechselwirkungen enthélt. Weiterhin sei
e—BHo

W. (3.28)

p(to) =
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Wir schreiben die Zeitentwicklung der Heisenbergbild-Feldoperatoren als

W(1) = ol (t1, t0) T (1)o(t1, t0),  v(tr, to) = Te o WH'E), (3.29)
und damit

W(1)WT(1) = ol (t1, t0) T (D)o (ty, to)vl (¢], t)UT (1) (t], to). (3.30)

Fiir ¢; > t| schreiben wir das um mittels

v(ty,to) = v(t1, t))v(t], to) (3.31)
’L)Jr(tl, t()) = ’U_l(tl, t()) = ’U_l(t_(], to)v(t_(), to)v_l(tl, to) = U_l (fo, to)’[)(fo, tl)(}332)
wobei tg < 0 weit in der Vergangenheit und ¢y = —t¢ weit in der Zukunft liegen sollen.

Damit haben wir

T()TT(1) = v (k. to) v(to, t1)T(L)v(ty, )T (1) o(t], o)

/

~
zeitgeordnet

= v Yo, to)T {@(1)@(1’)1;(5@0)}, o>t (3.33)

Fiir t; < t} kommt dasselbe heraus (NACHRECHNEN), und wir erhalten im Limes
tg = —tg — —oo fiir die kausale Greensche Funktion den Ausdruck

(3.34)

Hierbei ist S die uns schon inder QM II begegnete S—Matrix im Wechselwirkungsbild,
und () bezeichnet den Erwartungswert, der mit dem Dichteoperator py gebildet wird.
Gl ([B34) ist der Ausgangspunkt der formalen Stérungstheorie.

3.2.1 Wicksches Theorem und Diagramme

Um mit einem konkreten Beispiel zu beginnen, betrachten wir ein Einteilchenpotential
U(x,t) als Storoperator fiir Fermionen in zweiter Quantisierung;

H'(t) = / dx > Ul (x,)U(x,t)Vs(x,1). (3.35)

Fiir die kausale GF erhalten wir in erster Ordnung in U durch Entwickeln von S und
Sfl

iGe(1,2) = iGgo)(1,2)+I—f/dX3Z/oo dts(T [@(1)@(2)@(3)@(3)]>U(3)

11'! dxy 3 / Z dts(T [91(3)8(3)] 7 [(1)F )| )U ()

+ OU?). (3.36)

_l’_
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Fiir die Berechnung der Gleichgewichtserwartungswerte der Korrelationsfunktionen wie
(T [@(1)@T(2)\I~/T(3)@(3)]> benétigen wir das Wicksche Theorem

Satz 4 (Wicksches Theorem). Sei py o< e #Ho ein Gleichgewichtszustand mit einem
FEinteilchen—Hamiltonian Hy (quadratisch in Erzeugern/Vernichtern). Dann lassen sich
alle Erwartungswerte von Produkten von Feldoperatoren durch Summen von Erwartungs-
werten einfacher Zweier-Produkte (Kontraktionen) von Feldoperatoren ausdriicken.

Der Beweis ist etwas umsténdlich und es ist anschaulicher, mit einem Beispiel zu
beginnen:

— (TY ()W B)(TTT(2)T(3)). (3.37)

Hier gibt es zwei Moglichkeiten, das Viererprodukt auf Zweierprodukte zu kontrahieren.
Bei der zweiten Moglichkeit (zweite Zeile) sind ¥T(2) und W(3) vertauscht worden,
weshalb ein Minuszeichen dazukommt.

Das zweite Beispiel ist der ‘gemischte’ Term aus der Entwicklung von iG¢;

(T | 3)8E)| T [ ()FH)]) = (I3 E)TE0)E 2)
= (UIE@)UE)NTe(1)PF(2) — (TF(3)T(1))((3)P1(2)), (3.38)
wobei hier das letzte Produkt mit dem Minuszeichen davor aus der Fallunterscheidung

t1 > t9, t1 < to herrithrt und die T im ersten Produkt weggelassen werden kann, da die
zwei Zeitargumente gleich sind. Jetzt sehen wir aber, dass sich in der Differenz

(T [ B ()T ()0 (3)0(3)|) — (T [®*<3>@<3>] T [\If(l)@@)b
= (T E)NTET(2)W(3)) + (PT(3) (1)) (¥(3)¥7(2))
= (TU)PIENTTE)T(2)) + (T1(3)T(1)(¥(3)P7(2)) (3.39)
gerade die Beitriige der jeweils ersten Kontraktionen wegheben, d.h. die Terme o< (¥1(3)¥(3)),
die in den gleich angegebenen Diagrammen gerade den nicht zusammenhdngenden Dia-
grammen entsprechen. Dieses sich Wegheben von Termen ist ein wichtiges Merkmal der
hier entwickelten Storungstheorie fiir die Greensche Funktion, wo nur zusammenhdngende

Diagramme beitragen.
Wir fassen unser Ergebnis zusammen;

iGM(1,2) = / dx3 / N dt3< [—iU (3)][iGe (1, 3) O[iG(3,2) ]

+ UE)G(1,3) ViG> (3,2)?]). (3.40)

An dieser Stelle fithren wir eine diagrammatische Schreibweise der Stérungstheorie ein.
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2 )
———— = = TLL(X)
/!ﬁr o = g G?(A,Z) — Gj 4,1)
P Aty
= iale) - 62()

) (,) _ > - ‘l'
R - G(Z/U:l/ - Gz UIZ/ i GC)(L (’) o /A\ + z,ﬁ
R = -

Fig. 3.1: LINKS: Diagramme fiir G(°) und Stérpotential U. RECHTS: Diagramme fiir die erste
Korrektur iGgl)(l, 2) der GF.

3.2.2 Tunnel-Hamiltonian

Wir betrachten ein weiteres Beispiel, ndmlich ein einzelnes Energieniveau gy (‘Quan-
tendot’), das an eine Umgebung (‘Bad’) gekoppelt ist, die aus mehreren unabhéngigen
fermionische Reservoirs (mit dem Index «) besteht. Der Hamiltonian ist

7:[ = 7:[0 + Y), 7:[(] = 7:[1‘(35 + 7:[d (3.41)
Hy = eodld, Hyes = Z Ekaclacka, V= Z (Vkacz‘ad + Vk*achka) . (3.42)
ka ka

Das Matrixelement V., modelliert die Amplitude fiir das Tunneln zwischen dem Dot

und der Umgebung. Die Operatoren vom Dot und den einzelnen Reservoiren sollen auf

verschiedenen Hilbertrdumen operieren und miteinander vertauschen. Der Spinindex fiir

die Fermionen ist in diesem Modell hier weggelassen - wir kénnen uns z.B. vorstellen,

dass alle Fermionen spinpolarisiert sind mit einer festen Spinrichtung, z.B. 1 bei Spin %
Wir wollen zunéchst wieder eine Stérungstheorie fiir die kausale GF

iG__(t, ") = (Tdt)d"(t'))o (3.43)

aufstellen. Der Anfangszustand bei ty — —oo sei thermisch, p(tg) oc e #*0. In diesem
Anfangszustand sind Dot und Umgebung voneinander isoliert.

Der Wechselwirkungsterm (‘Tunnel-Hamiltonian’) V ist jetzt eine Summe aus meh-
reren Termen. Fiir die kausale GF erhalten wir in erster Ordnung in V durch Entwickeln
von S und S~!

iG__(t1,t2) = iGY) (81, 1) (3.44)

dts 3 (Ve Td(0)d (022 (13)d(13) + Vo T(t2)d (12)d (15)65013)))
&0 ko

T

+ ,  Terme aus der Entwicklung von S~1. (3.45)
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‘(VWWV[ ! /A’\is
/ 3 l 2 %
T Ay gd B

Fig. 3.2: Ein-Niveau— (Tunnel-) Hamiltonian. a) Terme erster Ordnung geben Null, da die ‘ge-
mischten’ freien GF verschwinden. b) Ein Diagramm zur ersten Iteration fiir iG__(1,2).
Es gibt noch drei weitere Diagramme, wo am Selbstenergieanteil (an den Stellen 3 und
4) die Keldysh-Indizes —+,+— und ++ stehen. c¢) Definition der ‘Vertizes’ fir das
Tunnelmatrixelement auf dem —Zweig. Auf dem +Zweig ist das Vorzeichen + statt —.

Tatséchlich liefern alle Terme erster Ordnung bei der Anwendung des Wickschen Theo-
rems Null. Es ist z.B.

(—iVia) (Td(t1)él, (t3))(Td(ts)d' (£2)) = 0, (3.46)

denn im Anfangszustand gibt es keine Korrelationen zwischen dem Dot und seiner Um-
gebung und der erste Faktor verschwindet (SKIZZE). Entsprechend ist

(=iVa)*(Td(t1)d" (¢3))(Teho (t3)d" (t2)) = 0. (3.47)

Die ersten nichtverschwindenen Terme treten in zweiter Ordnung Storungstheorie auf.
Hier werden die Diagramme praktisch unerldfllich (SKIZZE). Wir schreiben

iG(1,2) =iGO(1,2) + / dt3dt4iGO) (1,4) (—ix(4,3)) i) (3,2). (3.48)

Hierin ist 3(4,3) die Selbstenergie (s.u.), die wegen der vier Anschlufmoglichkeiten +
eine 2 x 2-Matrix ist. Wir erhalten die Selbstenergie durch Multiplikation der Matrizen
zum ‘linken Anschluss’ V*, zur freien Propagation gi, in der Umgebung (geschléngelte
GF in der Abbildung), und zum rechten Anschluss V' (SKIZZE), und anschliessende
Summation iiber ka.

Dass das wirklich so einfach funktioniert, muss man zumindest fiir die einfachsten
Terme direkt nachrechnen. Daraus ergibt sich die Einsicht in einfache Diagrammregeln.
Hier haben wir also konkret

—iS(ts,ta) = Y _(iVi)igka(ts, ta) (iVia) (3.49)
ka
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mit den Matrizen

"k _ _Vk*a 0 O _ _Vka O
= (T D) s (he 550
—-—— o+ — y—+
= ( ko ke > S = < X ) 3.51
ko <gg—a— gg—o-{y ) Y- e+t ( )

3.2.3 Freie fermionische GF

Die freien GF der Umgebung sind die fermionischen a—Reservoir GF

o (1) = —iTera(t)ch, () (3.52)
Gra (1) = ilef o ()eral®))o (3.53)
G (1) = —ilcra(t)cha () (3.54)
G (4,8) = —i(Tegalt)el, ()0 (3.55)

Da sich diese GF auf das Gleichgewicht beziehen, héngen sie nur von der Differenz der
Zeitargument ab und es gibt keine Mischterme wie —i(T cka(t)cz‘, o (t'))o. Die Fourier-
transformation ist dann definiert als

ko (W) = /OO dte™t g (t,0). (3.56)

—00

Das ergibt fiir die <, >—Komponenten

g,;;(w) = z/ cllfew'fe_ie’“’”tf/zm = 270 (W — €ka) fka (3.57)
G (w) = —i / dte™te™®kal(1 — fr0) = —27mi6(w — epa)(1 — fra) (3.58)
fra = (chocrado (3.59)

mit den Fermifunktionen fj,. Statt g~ und g™ direkt zu berechnen, nehmen wir zuerst
die retardierten/avancierten

r _ o iw . —i€ka t _ 1

gka(w) = /oo dte t(—z)@(t)e “k t({cka7cka}> - W — Eka —{—i0+ (3'60)
a * twt —1 1

Ghale) = /oo dte " i0(—t)e” 4 {era, o)) = g7 (B6D)

Dieses sind Fouriertrafos im Distributions-Sinn, die +i0" sind ‘Konvergenz—erzeugende’
Faktoren, damit die Stufenfunktion bei der Fourierriicktrafo entsteht.

AUFGABE: Uberpriife die Ergebnisse fiir g" und ¢* durch Fourierriicktrafo mit Hilfe
von Integration in der komplexen Ebene.

Jetzt benutzen wir schliellich den allgemeinen Zusammenhang

G~ =G"+G ", GTt=-G"+G+ (3.62)



3. Greensche Funktionen fiir das Nichtgleichgewicht 53
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Fig. 3.3: Definition der Selbstenergie am Beispiel der G__ und G ;.

zur Berechnung von

_ 1 .
Jra W) = o e T i0F + 2% frad(w — Eka) (3.63)

1 :
et (W) = IR + 27 frad(w — €ka)- (3.64)

3.2.4 Die Selbstenergie

In der Stérungstheorie werden nun in héherer Ordnung bestimmte Diagramme zu Blocken
zusammengefaflt, wodurch sich unendliche Partialsummationen durchfiihren lassen. Fiir
die Greensche Funktion ergibt sich daraus das Konzept der Selbstenergie, das wir hier
diagrammatisch einfiihren (ABBILDUNG). Geméif den vier Anschlufimoglichkeiten an
die vier GF gibt es vier Selbstenergien ¥__ etc. Die unendlichen Partialsummationen
lassen sich dann mit 2 x 2-Matrizen G bzw. ¥ als Integralgleichung zusammenfassen;

G(1,2) = GO(1,2) + /ngdX4 > GO(1,4)5(4,3)G(3,2). (3.65)

0304

Hierbei ist G die volle und G(©) die ungestorte (sich auf Hy beziehende) GF;

[ G_(1,2) G_.(1,2) (S (1,2) $.(1,2)
2= (& ey ) T02= (50 S ) e

Fiir die retardierte GF vereinfacht sich diese 2 x 2—Gleichung zu einer Gleichung direkt
fiir die retardierten Komponenten (AUFGABE bzw. NACHRECHNEN);

Gr(1,2) = G50>(1,2)+/dX3dX4ZG§0>(1,4)ET(4,3)GT(3,2)
g304

Y, = Yo+X.=3_ 4, +X__, retardierte Selbstenergie. (3.67)

Diese Gleichung ist wichtig, wenn man z.B. den Zerfall von (retardierten) Korrelati-
onsfunktionen berechnen mochte. Die Zerfallsrate hingt dann (in niedrigster Ordnung
Storungstheorie) direkt mit der retardierten Selbstenergie 3, zusammen.

3.2.5 Beispiel: Ein-Niveau—Modell

Fiir das Beispiel unseres Tunnel-Hamiltonians Gl. (3.41]) ist die Selbstenergie zur GF
G(1,2) des Dots bereits durch den Ausdruck Gl. (8:49]) bestimmt. Das sieht man am
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einfachsten diagrammatisch (SKIZZE): es gibt einfach keine anderen Moglichkeiten, die
volle GF fiir den Dot zusammenzubauen.

Besonders einfach wird jetzt die Gleichung Gl. (8.67)) fiir die retardierte GF, die ja
keine Matrixgleichung mehr ist;

Gr(tl, tg) = G&O) (tl, tg) + /dtgdt4G£0) (tl, t4)2r(t4, tg)Gr (tg, tg).
(3.68)

Hierin sind G\ (t1,t4) und 3,(t4,t3) nur Funktionen der Zeitdifferenzen. Wegen der
Iteration in der Integralgleichung gilt das dann auch fir G,(¢1,t2). Explizit setzen wir
also to = 0 und Fourier-transformieren nach t¢1;

Gr(w) = GO (w) (3.69)

iwty
13 €
+ /dtgdt4dt1/dwdw dw (27‘1’)3

= GO w)+ / dwdw' dw"§(w — W)o(w' — W)8(W" — ™GO (W) Sy (W) Gr (W™

e*iw'(tl*t4)e*iw”(t4*t3)e*iwmtSGgo)(w/)Er(w”)Gr(wm)

= GO®W) + GOW)Z, (w)G, (w). (3.70)

Es lost sich also alles in Gefilligkeit auf. An jeder ‘Schnittstelle’ gilt Energie— (Fre-
quenz)Erhaltung, was eine Folge der elastischen Wechselwirkung zwischen dem Dot und
seiner Umgebung ist.

Generell spielt diese Art von Energieerhaltung eine grofie Rolle in der Stérungstheorie,
auch im Nichtgleichgewicht, da sich selbst dort viele Probleme letztlich wieder auf Gleich-
gewichtsfunktionen beziehen.

Die Gleichung fiir G,(w) kann jetzt algebraisch einfach aufgelost werden;

Gr(w) = (G ()] 7! = (w)) " (3.71)

Explizit ist aus Gl. (3.49)

_ 2 -1 0 T Tl -1 0
2 o= > [Vil < 0 1)\ g gf 0 1 (3.72)

ka
—— _ Tt
- Z|Vka|2< _gk(}r* ‘?ijrx ) (3.73)
ko Ika ko

und wegen ¥, =¥_4 +¥__, GL (8.67), haben wir mit Gl. (3.62])

o [Vial®
Yr(w) = Z Vial? (9ha = 9a) = Z Vil Gha = Z m (3.74)
ko ka ka @

Die retardierte Selbstenergie hat wegen der Dirac-Identitét einen Real- und einen Ima-
ginérteil,

Yr(w) = Z‘Vka‘Q <Pw

—im0(w — €ka) | - (3.75)
ko ’ )

— €ka
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Da es sich um eine retardierte Funktion handelt, haben wir wieder eine kausale Struk-
tur und entsprechende Kramers-Kronig Integralrelationen, die Real-und Imaginérteil
miteinander verkniipfen. Fiir den letzteren definieren wir

Fy(w) =27 Z [Vial?6(w — €ra), Tunnelrate . (3.76)
k

Diese Tunnelraten erhélt man auch in einfacher zeitabhidngiger Stérungstheorie iiber
Fermis Goldene Regel. Es ist also

W) = _% 3 o). (3.77)

Statt Gl. (B.76]) mikroskopisch fiir irgendwelche Matrixelemente Vi, auszuwerten, setzt
man meist I', (w) phédnomenologisch an. Ein besonders einfaches Modell ist

I'n(w) = const, konstante Tunnelraten, (3.78)

d.h. man beriicksichtigt die Energieabhéingigkeit gar nicht. In diesem Fall fillt der Re-
alteil der Selbstenergie ¥, weg und die retardierte GF des Dots wird besonders einfach,

1
Gr(w):w—eo+zr’ r= Zr (3.79)

Die Interpretation dieses recht einfachen Ergebnisses ist trotzfrm interessant. Zunéchst
sehen wir, dass sich im Vergleich zur ‘freien’ retardierten GF des Dots

1

der Pol knapp unterhalb der reellen w—Achse weiter in die untere Hélfte der komplexen
w—Ebene verschiebt. Als retardierte GF ist G,(w) in der oberen Halbebene weiterhin
analytisch. Der Pol bei
r
wp = €0 — 15 (3.81)
beschreibt den zeitlichen, exponentiellen Zerfall der durch die GF ausgedriickten Korre-
lation von Feldoperatoren. Durch Fourier-Riicktrafo finden wir ndmlich

1 ; 1 ,
G(t) = — / dwe™ " — _if(t)e 0l 2, (3.82)
2 w—¢ep+1i3

AUFGABE: Uberpriife dieses Ergebnis durch Integration in der komplexen Ebene.
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3.3 Zi3hlstatistik

Uns interessiert beim Transport die Statistik der innerhalb einer Zeitspanne ¢ zwischen
verschiedenen rdumlichen Gebieten iibertragenen Ladungen. Das fithrt auf das Problem
der Ladungstransfer-Statistik, oder allgemeiner der Zdhlstatistik. Fiir eine Einfiihrung
vgl. NAZAROV/BLANTER. Wir benutzen im Folgenden eine Definition, die auf zwei
hintereinanderfolgende von—-Neumann—Projektionen beruht [1 und arbeiten mit verall-
gemeinerten Greenschen Funktionen [4.

Das Zahlen einzelner Fermionen ist z.B. auch dort von besonderem Interesse, wo
Strome nicht direkt gemessen werden kénnen wie z.B. bei ungeladenen Fermionen.

3.3.1 von—Neumann— Messung

Sei N ein Teilchenzahloperator mit Eigenwerten n = 0,1, 2, ..., und p(t) der Zustand eines
Quantensystems zur Zeit t. Nach dem Projektionspostulat wird mit Wahrscheinlichkeit
p(n,t) = Trp(t)ﬁn der Eigenwert n gemessen, wenn P, der Projektionsoperator auf einen
Unterraum zum Eigenwert n ist. Wir kénnen p(n,t) umschreiben als

o0
p(n,t) = Trp(t) Z I (3.83)
m=0
1 [T LS. 1 (7 ‘ o
= Trp(t)% / dhe™ Z ermp,, = Py dhe™ " Trp(t)e Y.
- m=0 -

Hierbei haben wir die Spekraldarstellung

oo
M = Z emp,, (3.84)
m=0

benutzt.

Bis hierher haben wir noch nichts iiber die Anfangsbedingung der Zustands p(t)
ausgesagt. Im Folgenden nehmen wir an, dass zur Zeit ¢ = 0 eine Messung von N mit
dem Ergebnis ng erfolgt, die das System in einem Eigenzustand von N prépariert;

Np(0) = nop(0). (3.85)

Wir definieren damit die Wahrscheinlichkeit

1 (7 , N
P(n,t) p(n +ng,t) = %/ dhe™AAO) Ty (1) AN

1 (" , . ~
= o dre 2 Tep(0)UT (£)e MU (t)e™0,  n > ny, (3.86)
77

—T

! K. Schonhammer, Phys. Rev. B 75, 205329 (2007).
2 A. O. Gogolin, A. Komnik, Phys. Rev. B 73, 195301 (2006).
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wobei wir die Zeitentwicklung

p(t) = U)p(0O)UT(2) (3.87)
fiir den Zustand p(t) eingesetzt und Gl. (8.83) benutzt haben. Im letzten Schritt benutzen
wir jetzt Gl. (B85) fiir e~V p(0) = e~#0p(0) fiir

1 (7 ,
Pty = — [ axe g

2 J_,

Tep(0)UT(1)e™M U (t)e= V. (3.88)

Das ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ den Wert n+ ng zu messen, wenn zur Zeit t = 0
der Wert ng gemessen wurde. Hier und im Folgenden soll eine unitére Zeitentwicklung

U(t) = e (3.89)
mit zeitunabhéngigem Hamiltonian angenommen werden.
Definition Die Funktion

ga(t) = Z e P(n,t) (3.90)

n=—oo

heiflit momentenerzeugende Funktion, die Fourier-Variable A heifit Zdhlifeld zur Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P(n,t).

Wir schreiben die momentenerzeugende Funktion zunéchst in einer etwas symmetrische-
ren Form, indem wir [V, p(0)] = 0 benutzen;

gA(t)) = Trp(O)e*i%NUT(t)ei%Nei%NU(t)e*i%N (3.91)

oder

o) = (U, MU, 1) = 2VUme3Y. (3.92)

Definition Der Erwartungswert (U2T (t)U1(t))o des Produktes eines vorwérts (Uy(¢)) und
riickwérts (UZJr (t)) laufenden unitéren Operators heifit Influenzfunktional.

Die momentenerzeugende Funktion g;(A) ist also ein Influenzfunktional mit Zahlfeldern
A/2, die auf dem Vorwirts— bzw. Riickwiirtsweg das genau entgegengesetzte Vorzeichen
haben. Solche Funktionale spielen auch im Bereich der Quantendissipation (Feynman-
Vernon-Influenzfunktional) eine grofie Rolle, vgl. SKRIPT STATISTIK I (2007).
Wenn wir die Definition der Exponentialfunktion ausnutzen, gilt weiterhin
Un(t) = ei%NU(t)e*i%N = e*m:“, Hy = ei%Nﬁe*i%N, (3.93)
so dass wir

gA(t) = (e i), (3.94)

schreiben kénnen (beachte, dass 7:[1\ — H, hermitesch ist.)
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3.3.2 Tunnel-Modell

Wir betrachten wieder einen Tunnel-Hamiltonian der Form

7:[ - 7:[1‘(35 + 7:[d + ]A} (3-95)
Hres = Z EkaCLaCka, V= Z Vkmcladn + H.c., (3.96)
ka=L/R kna=L/R

mit ‘Dot’~Hamiltonian #4. Gezéhlt werden soll im Folgenden immer im rechten Reser-
voir, d.h.

N =Ng= ZC};RCkR (3.97)
k

Das modifizierte Uy(t) aus Gl. m bzw. das zugehorige 7:[; konnen nun explizit aus-
gerechnet werden. In der Tat ist 7—[; nichts anderes als ein kanonisch transformierter

Hamiltonian 7:[, bei dem nur die Operatoren cir und c/,TC r transformiert werden, da alle
anderen Operatoren mit Ni vertauschen. Wir haben

N

o[>

)\ e
igN _

[N

Y DYy DY - A
2 cpre” e '2¢yg, € NCLRe_ZiN = ezchR, (3.98)
was durch NACHRECHNEN mit verschachtelten Kommutatoren oder einfach aus einer

‘Zeitentwicklung’ mit %N folgt. Wir haben also

Hy = ﬁres + 7‘20{ + f})\ (399)
Yy = Z anRei%cszn + anLCJ]LLdn + H.c. (3.100)
kn

3.3.3 Verallgemeinerte Greensche Funktionen

Das Influenzfunktional Gl. (8.92]) zeigt bereits, dass wir auf der Kontur mit zwei ver-
schiedenen Hamiltonians arbeiten, némlich mit 7, auf dem Vorwirtszweig (—Zweig)
und mit H_, auf dem Riickwiirtszweig (+ Zweig).

Etwas verallgemeinernd betrachten wir zwei Hamiltonians

Hi=Hy+V),, Hy=Ho+ VWV (3.101)
und entsprechende Propagatoren
U;(t) = e it j=1,2, (3.102)

wobei j = 1 dem Vorwérts— und j = 2 dem Riickwértszweig.
Wir definieren ein verallgemeinertes Heisenbergbild fiir Operatoren A iiber

A(t) = UL (1) AUy (1), (3.103)
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und das tibliche Wechselwirkungsbild fiir Schrédingeroperatoren fl;
A(t) = UL () AUy (t), Up(t) = e tHot, (3.104)
d. h. wir benutzen die fiir die einfache Zeitentwicklung mit Hy. Damit erhalten wir
Uy(t) = Up()T (), Uy(t) = Te o dVi(t)
Us(t) = Up(t)Ts(t), Us(t) = TetJo &' Va®) (3.105)
und konnen so umschreiben
A(t) = UL () AUL(t) = UL () A(t) UL (t). (3.106)

In Analogie zu den {iblichen Greenschen Funktionen fiihren wir jetzt zunéchst wieder
einen Kontur-Ordnungsoperator T ein und schreiben

A(t) = TeemH Vo) 4(p) (3.107)

Hierbei lauft die Kontur von 0 bis zu ¢ auf dem oberen Vorwirts— (—)-Zweig C7, wo
Vo(t') = Vi(t'), und von t zuriick nach 0 auf dem unteren Riickwiirts— (4)Zweig Co,
auf dem Vg (t') = Va(t'). Das kombinatorische Argument zur Herleitung dieser Identitiit
ist dabei genau das gleiche wir im Fall V3 = V5, wo wir ja nur die Aufspaltung in 2"
Vorwirts— und Riickwértsmoglichkeiten benutzt haben.

Das uns interessierende Influenzfunktional, d.h. die momentenerzeugende Funktion
Gl. (392), hat in dieser Formulierung die Form

aa(t) = (UT (OUL(1)) = (Tee e dVe () (3.108)

mit der ‘Stérung’ Veo(s) = Va(s) auf dem Vorwirtszweig, Vo(s) = V_x(s) auf dem
Riickwéirtszweig. Als verallgemeinerte Greensche Funktion definieren wir jetzt

(Tpe=t JedsVe ) F (1) Tt (17))
(Tcefi /. dsVa (s) >)\

G)\(l, 1/) =—1

(3.109)

Diese Definition fallt fiir A = 0 mit dem Ausdruck Gl. (819) zur iiblichen konturgeord-
neten GF zusammen (siehe z.B. HAUG/JAUHO) A. Der Unterschied zu den iiblichen
GF ist jetzt das Auftreten des Nenners gy (¢) in der Definition, der ja fiir A = 0 einfach
Eins wird. Da das eigentlich ja die uns interessierende Grofle ist, konnte man fragen,
warum wir gy (¢) nicht direkt ausrechnen. Es zeigt sich aber, dass die Berechnung von
Greenschen Funktionen wesentlich bequemer als die direkte Berechnung ist, da fiir GF
viele der bereits bekannten Berechnungen in leicht abgewandelter Form iibernommen
werden konnen.

3 A. O. Gogolin, A. Komnik, Phys. Rev. B 73, 195301 (2006).

4 Fiir die iiblichen Keldysh-GF (A = 0) ergeben sich aus dieser Definition dann die sog. Langreth-
Regeln zur Berechnung konturgeordneter Produkte. Das ist eine Alternative zur Berechnung von GF
mittels Ausmultiplikation der Keldysh 2 x 2-Matrizen.
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3.3.4 Kumulantenerzeugende Funktion

Definition Der Logarithmus der momentenerzeugenden Funktion heifit kumulantener-
zeugende Funktion

Ga(t) = Inga (). (3.110)

Der Zusammenhang mit den verallgemeinerten Greenschen Funktionen entsteht nun
durch Differentiation von Gy (t) nach dem Zé&hlfeld A,

9 Zoa(t)
—Ga(t) = A2 3.111
o) 9x(1) (3.111)
Der Zihler ergibt sich hierbei zu
0 O ot AN —iAN
aat) = S U™ U([t)e™™) (3.112)

= Z'<UJT (t)eMN(NU(t) — U(t)N)e—i)\N> _ i(UT(t)ei)‘N(N _ ’I’Lo)U(t)e_MN>,

wobei wir hier wieder ausgenutzt haben, dass N po = ngpo mit dem Anfangswert ng.
Jetzt kommt die entscheidende N#herung, die den Zusammenhang mit dem Strom-
operator und den GF bringt:

N —ng—=tl, t—ocoin Gl BII2). (3.113)
Hierbei ist
I=i[H,N]. (3.114)

der zum Teilchenzahloperator N zugehorige Stromoperator, d.h. einfach dessen zeitliche
Ableitung iiber die Heisenberg-Bewegungsgleichungen.
In dem obigen Modell ist also mit N = Np

==y (anRcLRdn - V,:anILckR) . (3.115)
kn
Einsetzen liefert
0
—agy\(t) =
()
t <eiéNUT(t)ei§NeiéN (Z <anRclszn — Vk*anLckR)> eigNeigNU(t)eiéN>
kn

— t<UTA(t) (Z (anRei%cszn — Ve iR dl ckR>> UA(t)> , (3.116)

kn

wobei wir wieder Gl. (3.98]) benutzt haben.
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! 1 T I ftvkdm
- = eré/vw%——w <——<\M’*
m Ra
1"V/eu(m
— é——— (\/\/w
0 m Rl

Fig. 3.4: Diagramm fiir gemischte GF G, jo(w), Gl. BI2I)).

Jetzt sind wir fast am Ziel: der obige Ausdruck enthélt
<Ui)\(t)CJ]2RdnU)\(t)> = <Tce—i Je dt/Vc(t/)éJILR(t)Jn(t)> ’ (3.117)

wobei wir fiir die zweite Umformung Gl. (8.107) benutzt haben. Wir vergleichen das mit
der Definition

7ifcds‘~/c(s)~ 7t (4
Gran(t,t) = —it1C k00D G 1) =

<Tce—zf dsVo( s)d ( ) (tl)>
—1
<Tce—zf dsVe(s) >

<TCe—z /. dsVo( s)>

(3.118)
Die Wahl ¢ =t + 07 liefert dann jeweils die kausale GF, z.B.
1 [o¢]
Gram(t:t+0%) = 2—/ dwGi, (W)e w0+ (3.119)
™ —0o0
so dass insgesamt
o)
ﬁgk(f) ~ 1 —1iw0 * —i2 e
RO —zt% dwe + %; <anRe 2G, i p(w) — Vinge 2GkR7n(w)) (3.120)
3.3.5 Gemischte GF
Im néchsten Schritt werden jetzt die gemischten GF G (t,t") und Gy, 1a(t,t") berech-
net.
Die GF Gy, ko(w) ist gegeben durch
iGrra@) = D (G @)V )igha(w)) (3.121)

m
A

G = (Gnm Gm#) " :< It g§{> T B T
- — 9 o — — 9 = i s
G:m ijﬂ_ Ira ko e 0 V]:amel

was man wieder am besten diagrammatisch sieht (SKIZZE). Durch Matrixmultiplikation

o>
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z.B.
_ __ [V L. _ A
Gita = 2 (GrnViwme ™ F0 = Gt Viame' a1
m
__ __ A _ A
Gnvka = Z (G"mvgame 2291904 _GnTJrgV/:amBZQQIJCFOé > : (3'122)
m

Weiterhin ist Ggq,n(w) gegeben durch

iGran(w) = Z(igka(w)(ivkam)iGmn(w)> (3.123)

m

V _ — Vkamei% 0
kam = 0 Vkameii% )

und durch Matrixmultiplikation erhalten wir

_ _ DY L _ N B
Gk@év" - Z (gka VkameZQGmn - gkoj—vkame Z2G$n> . (3124)

m

3.3.6 Bespiel: ein resonantes Niveau

Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber nur ein (m = 1) Niveau im ‘Dot’—
Hamiltonian H,.. Dann féllt die Summe iiber m weg und wir haben

L)\g)\(t) " > —iw0+ R — P .
O =~ —zt% dwe Z <V;mRe 2 Gn,kR(w) —Vi.pe 'z GkR,n(W))
oo -

B Y Sy i . —ix_— -
= it /Oodwe 0+zk:|v,mR|2 (MG HW)gt (@) — e Pt (@) ())3125)

wobei G = (11 die GF des Quantendots bezeichnet. Diese Dot—GF G miissen jetzt iiber
eine Dyson—Gleichung mit Hilfe einer Selbstenergie 3 berechnet werden. Dazu schreiben
wir

G =069 +c0%c (3.126)

jeweils mit den 2 x 2—Matrizen der vier GF-Komponenten. Wie vorher sind dieses ver-
allgemeinerte GF mit eingebautem Z#hlfeld A und dem Nenner g;()). Die Selbstenergie
ist definiert durch (DIAGRAMM-SKIZZE)

iG = iGO +iGO S (Vi )igha(iVia)iG
ko

—i% = ) (iVia)igra(iVi). (3.127)
ka
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In Matrixform also

Ao __ _ iAo
Y = Z Vi 2 0 A <gka gkoj— ) ~Viae"? 0 A
0 Vi el T Gt 0 Vige ' 2

ko
_ida Ao __ _ida
D 11775 (R N I v R
- ko ida it - —ide g
ko 0 e 2 € 2 ka € 2 Ypa
—— —e—ag T
= Z|Vka|2< _eigff +- i e >a Aa = AdaR. (3.128)
ko Ika Ika

Jetzt setzen wir die GF in den Reservoirs ein;

G () = 2mifa()d(w —er), gin (W) = —2mi(1 — fa(w))d(w —ex) (3.129)
Ipa W) = m + 27 fo (w)d(w — ex) (3.130)
Ghew (W) = _w—ek%w + 2mifo(w)d(w — ek) (3.131)

Im Flachbandlimes verschwinden die Hauptwertintegralanteile von

- . . . 1
D — oyt — kz [Via|? (270 fo (W) — 7i)(w — ex) = Z;FQ <fa(w) — 5)
Iy = 2n Z [Vial?6(w —€1), Tunnelrate zum Reservoir a. (3.132)
k
Weiterhin ist dann
ST = =Y WaalP2mifa(@)dw — e)em e = <i (Tufiw) + Trfr@)e ™) (3.133)
ko
ST = 3 Vkal22mi(1 - fa(@))d(w — e)e =i (To(l = fiw)) + Ta(l = fr(w))e™) .
ka
Die isolierten Dot-GF ist
N S 0
GO = | w—eoti0¥ | (3.134)
0 o===wv )
w—e0—1

(hier ist GT~ weggelassen worden worden, NACHPRUFEN dass das nichts ausmacht).
Inversion von

1-G09%)G =600 wG=01-30%)"1g0 = (g7t —x)~! (3.135)

liefert (Komnik/Gogolin: Definition der Raten I'r,/r unterscheidet sich von unserer um
einen Faktor 2.)

o= w—eo—i3 0T a (fal) - ) i (PLfu(w) + Trip@)e™)
Gl = < —i (T(1 = fr(w)) + Tr(1 - fR(i,))ei)\) e — i Ta (falw) = 1) (>K-136)
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Jetzt miissen wir wieder unsere Ausgangsformel Gl. (3.125]) herausholen, d.h.

Zoa(t) 1 o o
g (t) == Zt% / du Z [VinR| <e G (W W) —e “gp (WG (w))
o p

= t% C:alw (ei)‘G_Jr(w)(l — frRW)TR — e fr(w)TRGT™ (w))
; I'r [* dw
21 J oo Do(w)
i [ B (o () (Dot~ o) + Ta(l — Fr@))e))
TRl [0 dw

21 J_oo Do(w)
= —it— _wm(e“a—fR(w))fL(w)—e‘”(l—h(w))ﬁ(w))-
(3.137)

(ez‘A(l — [r(w)) (FLfL(w) + FRfR(w)e—zA>>

Hierbei haben wir die Matrix fiir G=! invertiert, und Dg(w) bezeichnet die fiir diese
Inversion benétigte Determinate. Fiir A = 0 ist diese z.B. (NACHRECHNEN!)

— Do(w) = (w - 50)2 + E(PR + PL)z, (3.138)

woraus das Ergebnis

oA (1) 1 -
a;f?t) B ~ it /_OO dw [fr.(w) — fr(w)] T +R%(LFR i (3.139)
folgt. Wegen
8 < A
B> = i((N(t) — no))o =~ it(I 3.140
A () . (N(t) = no))o ~ it{I)g ( )

erhalten wir damit z.B. den stationédren Strom durch das resonante Niveau (vgl. HAUG/JAUHO),

o = 5 [ dwlis@) - fr@)T@) (3.141)

I'rl’
T(w) = Rl L ,  Transmissionskoeffizient .
(w — 80)2 + Z(FR + FL)2

(3.142)

Wir erhalten also das Resultat, das wir auch nach der Landauer-Biittiker-Formel Gl. (L.71])
erwartet hétten! Uberpriift werden muss hier natiirlich noch, dass T'(w) tatséchlich mit

dem aus der Streutheorie berechneten Transmissionskoeffiziente durch den Quanten-
punkt zusammenféllt (AUFGABE).
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3.4 Levitov-Lesovik-Formel

3.4.1 Herleitung aus den verallgemeinerten Greensfunktionen

Fiir A\ # 0 ergibt sich aus unserer obigen Rechnung fiir den Tunnel-Hamiltionian (NACH-
PRUFEN)

0
ax9A(t) ~ it L
RO (3.143)
[ wrw (1 fa()fp) — N1 = fi())fn()
—oo 1+ T(w)[(e? = (1 = frw))fr(w) — (e7 = 1)(1 = fr(w))fr(w)]
Den Integranden kénnen wir als Ableitung nach A umschreiben und erhalten so
9 _ma®) 1
TR0 = B o (3144)
/ dgsin (14 T) [ = 101 = fr@)fr@) + (™ =11 = fu(@)fr)]).

und damit (bis auf eine fiir ¢ — oo unwesentliche Integrationskonstante) fiir die kumu-
lantenerzeugende Funktion Gy (t), Gl. (3110,

Jim %Q,\(t) (3.145)

_ / T (14 7 [~ D~ rle)) i) + (P -1~ fulw)) faw)])

—00

,  Levitov-Lesovik-Formel.

Explizit hergeleitet haben wir die Levitov-Lesovik-Formel hier nur fiir den Spezialfall
des Modells eines resonanten Niveaus (Tunnel-Hamiltonian). Die Formel gilt jedoch
allgemein fiir nicht—wechselwirkende fermionische Systeme, d.h. Streuprobleme (Einteil-
chenprobleme) mit quadratischen Hamiltonians, wo sie auch allgemein iiber eine Deter-
minantenformel hergeleitet werden kann [

Der grofle Vorteil unserer hier durchgefithrten Herleitung iiber die verallgemeinerten
GF besteht darin, dass auch Wechselwirkungen zumindest storungstheoretisch mit in die
Zahlstatistik eingebaut werden kénnen und damit eine Verallgemeinerung der Levitov-
Lesovik-Formel auf wechselwirkende Systeme erreicht wird. Interessant ist das z.B. fiir
den molekularen Transport bei Ankopplung an Schwingungsfreiheitsgrade (Phononen).

5 1. Klich, in ‘Quantum Noise in Mesoscopic Physics’, ed. Y. V. Nazarov, NATO Science Series, Kluwer
(2003).
5 Eine aktuelle Arbeit hierzu ist F. Haupt, T. Novotny, W. Belzig, Phys. Rev. B 82, 165441 (2010).
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3.4.2 Diskussion

(NAZAROV/BLANTER) Eine einfache Interpretation ergibt sich fiir die Annahme eines
konstanten T'(w) = T in der LL-Formel. Wir betrachten zunéchst (Integraltafel)

| den) - gatw) = [ dofo - a0 - ) = =2, (G140

— 50 —00

wobei wir die Differenz der chemischen Potentiale eingefiihrt haben;
Ap = pr, — pg. (3.147)

Fiir tiefe Temperaturen SA > 1 ist der Integrand tatsichlich nur eine Einheitskasten-
funktion im Transportfenster [ug, pr]. Entsprechend bekommen wir dann fir Ay > 0
nur einen Beitrag vom Term o f7,(w)(1 — fr(w)) in der Levitov—Formel;

. _ . tAp ix
tlggo G\(t) =Ingy(t) = tlgrolo 5 In(14+T("—-1)|, BA>1. (3.148)
Motiviert durch die Landauer-Formel (ohne Spin) fiir den Strom I = e?/(2rh)V =
—e/(2mh)Ap durch einen ballistischen Kanal, interpretieren wir (A =1 oben)

tAu  tl
—— = —=N(t 3.149
op = o =N (3.149)

als gesamte Anzahl N(t) der Elektronen, die an der Tunnelbarriere im Zeitintervall
[0,t] entweder reflektiert oder transmittiert werden: In der Tat kénnen wir nach der
binomischen Formel

y o N
gt = 00) = [1 +T(e™ — 1)} MO > ( NT(f) ) T(1 — T)NO=neinA  (3.150)
n=0

schreiben. Aus der Definition Gl. (8.90) der momentenerzeugenden Funktion, g:(\) =
S e P(n,t), folgt dann mit

P(n,t) =0(n) ( N:) > (1 —T)N®="  Binomialverteilung. (3.151)

Der Tunnelprozess von links nach rechts stellt sich somit als ein ‘Gliicksspiel’ dar,
bei dem unter N(t) Gesamtversuchen (Anrennen gegen die Barriere) nur n Versuche
mit Warhscheinlichkeit P(n,t) erfolgreich (Durchtunneln) sind, wenn die ‘Gewinn’-
Wahrscheinlichkeit jedes Mal T ist. Die Binomialverteilung beschreibt nédmlich in der
Statistik gerade diese Gewinn— Wahrscheinlichkeit.



4. DIE MASTERGLEICHUNG

Der folgende Zugang zur Quantenmechanik im Nichtgleichgewicht ist fiir stark wech-
selwirkende Systeme geeignet. Bei den Greenschen Funktionen im vorherigen Abschnitt
sind wir durch das Wicksche Theorem letztlich immer auf wechselwirkungsfreie Hamil-
tonians als Bezugspunkt angewiesen. In den Mastergleichungen geht man dahingegen
direkt von Vielteilchenzusténde |a) eines (Vielteilchen)-Hamiltonians aus. Der Nachteil
besteht darin, dass man im Gegensatz zur den GF nicht so leicht unendliche, systemati-
sche Aufsummationen durchfiithren kann und meist auf einfache Stérungstheorie in der
Ankopplung des betrachteten Systems an ein Reservoir angewiesen ist. In vielen Fallen
ist das aber ein realistischer Ausgangspunkt, da viele System-Reservoir-Kopplungen
schwach sind und eine grosse Klasse physikalischer Probleme erfassen: Darunter sind
Quantendissipation, quantenoptische Effekte wie der Laser, elektronischer Transport
durch schwach gekoppelte, wechselwirkende Nanostrukturen wie Quantenpunkte mit
Coulomb-Blockade, um nur einige zu nennen.

4.1 Ableitung der Mastergleichung

Wir betrachten die Zeitentwicklung einer Dichtematrix eines 'Universums’ (Gesamtsys-
tem, d.h. ein System und seine Umgebung) piotal(t) = U(t)prota1(0)UT(t). Die Zeitent-
wicklung ist iiblicherweise

Ut)=e"", H=Hy+V, (4.1)

wobei V' die Kopplung zwischen System und Umgebung (‘System—Bad-Kopplung’) be-
schreibt und

Hy=Hgs+ Hp (42)

die Summe aus System— und Bad—Hamiltonian ist.
Etwas verallgemeinernd betrachten wir fiir die Vorwérts— und Riickwértszeitentwick-
lung wieder zwei Hamiltonians und entsprechende Propagatoren

Hi=Ho+Vi, Hy=Hy+Ve, Uj(t)=e it j=1,2 (4.3)
und definieren

x(t) = U (t)ptoml(O)UQJr (t), verallgemeinerte Dichtematrix. (4.4)
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Wir erinnern uns hier zur Motivation dieser Verallgemeinerung noch einmal an die De-

finition der Zahlstatistik Gl. (3.88]);

1 ™ .
Pint) = oo | dxe ™))
g(N) = TN prora(OUT, (1), Un(t) = 2V U(t)e 2" (4.5)

Die momentenerzeugende Funktion g;(\) kann hier also als Spur einer verallgemeinerten
Dichtematrix des Gesamtsystems aufgefasst werden,

g9:(A) = Tex(t),  Ui(t) = Ux(1),  Ua(t) = U-x(1). (4.6)

Deshalb ist es niitzlich, von vorneherein gleich etwas allgemeiner mit zwei unterschied-
lichen Zeitentwicklungen zu arbeiten.
Wir definieren dementsprechend ein verallgemeinertes Heisenbergbild fiir Operatoren

A und x(t) iiber
A(t) = U;r(t)AUl(t), fl(t) = Ug(t)AUo(t), Uo(t) = e—iH0t7
W) = ety (p)e .

Damit erhalten wir

U;(t) = Up(t)T;(t), Uj(t) = TeJodt'Vi)

0

SUty = U0, 2 05(1) = ~iV(005(1). (43)
und durch Ableiten nach ¢
() = ilH R(0)] — e (B x(0) — (1) H) e
= —i (MO0 -xO%). (4.9)

Fiir Vi = V3 entspricht das der uns aus der linearen Antworttheorie bekannten Gl. (2.1)).
In Integralform schreiben wir

W) = 20— [ (AERE) - VD). (4.10)
Einsetzen in Gl. (49) ergibt
(0 = =i (T OX0) - X(OT3(0)) (1)

- [ at (TOT O — TR0 — O TaE) + X(E)Ta(E)Ta0))

FEine kompakte Schreibweise fiir dieses Ergebnis ist

(4.12)

—1 <‘71(t)A — AVg(t)) , Liouville-Superoperator.  (4.13)




4. Die Mastergleichung 69

4.1.1 Reduzierte Dichtematrix

Im Folgenden nehmen wir eine Zerlegung des gesamten Hilbertraums # in einen System—
und einen Bad—Anteil an,

H=HsHp. (4.14)

Die verallgemeinerte reduzierte Dichtematrix p(f) des Systems erhalten wir durch die
partielle Spur

p(t) = Trpx(t). (4.15)
Fiir eine entsprechende Zerlegung des ungestérten Hamiltonians

Hy=Hgs+ Hp (4.16)
in System— und Badanteil folgt im Wechselwirkungsbild

Trp[x(t)] = Trpeiy(t)e !
= eiffst (TygeifBty (1)~ Hot) ¢=ist = ¢iHstp(p)—iflst

= p(t). (4.17)

Das Wechselwirkungsbild p(t) involviert hierbei nur den System—Hamiltonian Hg und
nicht Hy,

p(t) = etstp(t)e st (4.18)
Fiir Systemoperatoren
As(t) = tHot ggemiHot — giHlst g o—iHst (4.19)
konnen wir Erwartungswerte wie folgt berechnen;

<AS>t = Trigtal [X(t)AS]
Trs [Trpx(t)] As = Trs [p(t)As] = Trs |5 As(t)] . (4.20)

Das sind ‘echte’ Erwartungswerte im Sinne einer unitéiren Zeitentwicklung des Gesamt-
systems fiir Vi = V5, d.h. identischen Hamiltonians fiir Vorwérts— und Riickwértszeit-
entwicklung.

Die Bewegungsgleichung der reduzierten Dichtematrix folgt jetzt durch Spurbildung

von Gl. (LI12),

200 = Tl O]+ [ dTatis [W)]. (421

Bis hierhin ist noch alles exakt.
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4.1.2 Faktorisierung und Bornsche Niherung

Zur Zeit t = 0 wird eine faktorisierende Anfangsbedingung angenommen;

xXt=0) = Ry®p(t=0) (4.22)
Ry = Trg[x(t=0)], p(t=0)=Trp[x(t=0)].

Die Faktorisierung wird einen Einfluss auf die Ergebnisse zu kurzen Zeiten ¢t haben. Ob
sie auch fiir lange Zeiten ¢ einen Einfluss hat oder nicht, hdngt vom jeweiligen Problem
ab und kann nicht generell entschieden werden.

In niedrigster Ordnung in der Wechselwirkung Vy /5 ist im Wechselwirkungsbild wei-
terhin

X#) = Ro®p(t=0), nullte Ordnung. (4.23)

Andererseits ist die rechte Seite von Gl. (£.21]) bereits von zweiter Ordnung in der Wech-
selwirkung V; /5. Die Bornsche Néherung fiir die Bewegungsgleichung Gl. ([21]) lautet
deshalb

X(t') =~ Ry®p(t'), Bornsche Niherung in r.S. von Gi. (£21). (4.24)

Man nimmt also zu allen Zeiten ¢ > 0 in niedrigster Ordnung in der System-Bad-—
Wechselwirkung einen faktorisierenden Zustand an. Physikalisch sollte das eine gute
Naherung sein, wenn die Riickwirkung auf das Bad vernachléssigt werden kann und das
Bad tatsédchlich immer im selben Zustand Ry bleibt, fiir den man h#ufig einen thermi-
schen Gleichgewichtszustand

Fo = Tre—5Hzs

(4.25)

wiéhlt. Damit erhéilt man eine geschlossene Integro-Differentialgleichung fiir die verallge-
meinerte reduzierte Dichtematrix 5(¢) im Wechselwirkungsbild;

0

5;3(15) = TrpLl;[Ro ® p(0)] + /0 t dt'TrpLyLy [Ro ® p(t')] . (4.26)

4.1.3 Zerlegung

Fiir die Kopplung zwischen System und Umgebung nehmen wir jetzt folgende allgemeine

Form (CARMICHAEL, BREUER/PETRUCCIONE)

Vi = ) S eB, V=) SieoB; (4.27)
k k
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mit System— und Badoperatoren. Damit wird aus den einzelnen Termen in der Master-
gleichung (Tilde hier aus Notationsgriinden fiir einen Moment weglassen)

= TrgVi(O)Vi(t) Rop(t) = —ZTrBSé (t)Br()S] () B} (') Rop(t')
— Z Lt ) SEE)SEHE ) p(t) (4.28)
TrpVi(t)Rop(t)Va(t) = ZTYBSk (") Rop(t')SF (t) BE (t)
= Z Lt t)SEHE ) p(t)SE(t) (4.29)

TrpVi(t)Rop(t)Va(t') = ZTI“BSk (t)Bi () Rop(t')SF (1) BE (t')

= ZC (' )SL)p(t")SE(H) (4.30)
—TrpRop(t)Va(t')Va(t) = —ZTrBRop Sk(t")BR(t) ST () BE (t)
= Z Se(t)SE(®), (4.31)

wobei

cil'(t,¢)

= Trppp Bi (t) B’lj, (t), Bad-Korrelationsfunktion. (4.32)

Im Folgenden nehmen wir an, dass die Erwartungswerte der einzelnen Badoperatoren
verschwinden;

TrpRoBj(t) = 0. (4.33)

Dann wird die Mastergleichung im Wechselwirkungsbild in Bornscher Ndherung zu

G0 = = [ S (GOS0 @) + CRIDROFOF )
kl

| > (e )serne)5E e + CRe 0

0 Kl

Dieses Ergebnis ist bis zur zweiten Ordnung noch exakt.

4.1.4 Direkter Markovscher Limes

Im Folgenden beginnen wir mit unserer allgemeinen Form Gl. (434]), diesmal ohne die
Verallgemeinerung verschiedener V), also ohne obere Indizes an den Badkorrelations-
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funktionen und Systemoperatoren;

570 = = [ a3 (CultO3OZW)5E) + Cult DA5(EI50)

0 kl

+ / t 'y (Clk(t,t’)gk(t’)ﬁ(t’)gl(t) +clk(t’,t)Sk(t)ﬁ(t/)Sl(t/)). (4.35)

0 kl

In der Markov-Niherung nehmen wir an, dass die Bad-Korrelationsfunktion Cy;(7) stark

um 7 = t — t' = 0 gepeakt ist mit einer Breite 67 < 47!, wobei v eine typische Rate

fiir die Anderung von p(¢') im Wechselwirkungsbild bezeichne. Die Bedingung o7 < v~

kann naturgeméf erst nach der Losung der Bewegungsgleichung kontrolliert werden.
Im Wechselwirkungsbild ersetzen wir nun

p(t') — p(t) (4.36)

unter dem Integral und erhalten

400 = = [arS [cute— o) {S08i@)p0 - 51015050}

0 ki
+ Gl = ) {AOSIE)S(E) = SkABSE) ] . (4.37)

Wichtig ist, dass diese Ndherung im WW-Bild (und nicht im Schrédingerbild) ausgefiihrt
wird, weil im WW-Bild die schnellen Anteile der Dynamik durch die freie Zeitentwicklung
mit Hg wegtransformiert sind.

Wir kénnen nun in das Schrédinger-Bild zuriicktransfomieren,

d

d A
el — 4lHe. 5 1Hgt % —iHgt
7P i[Hs, p(t)] + 75— plt)e
d , e d
s plt) = —ilHg, p(t)] + e~ p(t)e st (4.38)

was auf folgende Form fiihrt;

d

- Zplt) = —ilHs,p(t)]

)
- /o [C’“ { TS (05 p(t) — S[(t/)ﬁ(t)sk(t)}eiHSt
)

+ Ol —t) e ISB(OS)SK() — SeOABSI(E) | 15|
= —i[Hg,p(t)]

- / 'S [cm—t {81~ 1)p(t) — Su(t' ~ 1)o(1)Si

+ Cu(t {p St = t)Sk — Spp(t)Si (' — f)H- (4.39)
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In einem zweiten Schritt wird jetzt die Integration iiber ¢ durch eine Integration bis
t = oo ersetzt, was mit der obigen Annahme gepeakter Korrelationsfunktionen konsistent
ist und die Rechnung vereinfacht. Mit den Definitionen

t—o00

t
Dy = lim dT Z Cr(7)Si(=71), Ep= tlim dr Z Ciie(—7)Si(—7), (4.40)

schreiben wir dann

—i[Hg, p(t)]

Z {SkaP(t) — Dyp(t)Sk + p(t)ER Sk, — Skﬂ(t)Ek]- (4.41)
k

Diese allgemeine Markovsche Form der Mastergleichung ist zeitlokal und erhélt die Spur
der Dichtematrix, wie man sofort durch Spurbildung feststellt. Allerdings ist hier die
Positivitit der reduzierten Dichtematrix p(t) fiir alle Zeiten ¢ noch nicht sichergestellt.
Die Verletzung der Positivitdt kann z.B. zu negativen Wahrscheinlichkeiten fithren. Wenn
man diesen Nachteil ausmerzen méchte, muss eine weitere Naherung (Sekularnéiherung)
durchgefiihrt werden, die dann zur Lindblad-Form der Mastergleichung fiihrt.

Bevor wir mit dieser allgemeinen Diskussion (Markov-Limes, Lindblad-Form etc.)
fortfahren, betrachten wir aber ausfiihrlich ein Beispiel.

4.2 Die Mastergleichung fiir das Einniveausystem

Wir betrachten wieder einen Tunnel-Hamiltonian der Form

7‘[]‘ = 7:[0 + 1>j7 7:10 = ﬁres + 7:ld (4.42)

codld, Hiw =Y acla, V=Y (Vicld+ Vydle)), j=1,2.(4.43)
l l

&
Il

Hierbei indiziert 7 = 1,2 den Hin/Riickweg in der Zeitentwicklung mit verschiedenen
H ;. Damit wollen wir moglichst allgemeine Falle fiir die Zéhlstatistik erfassen (s.u.) Wir
haben

S{ = d, Sj=d, B{=> Vi, Bj= ZVkacka (4.44)
ko
cife-t) = ZvﬁgV,f;fkaeiaka(t‘t') (4.45)
ka

CHlt—t) = D VLVE(L — fra)e =1, (4.46)
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Weiterhin ist

21> VI V(W —era) = DI (w) (4.47)
k

cife-t) = / Z 37 )er(t=t) (4.48)

cilt—t) = / ZFH )(1 = fa(w))e @) (4.49)

Mit dieser Form kann die Mastergleichung jetzt durch Laplace-Transformation ohne
weitere Approximationen gelost werden (SKRIPT CLIVE EMARY 2007).

4.2.1 Exakter Markov-Limes

Eine Vereinfachung, die auch im Folgenden und fiir fast alle weiteren Anwendungen sehr

wichtig ist, besteht in einer weiteren Approximation, die als Markov-Limes bezeichnet

wird. In unserem Tunnelmodell wird dieser Limes exakt erreicht durch die Annahmen
77" (w) = 19" = const, konstante (verallgemeinerte) Tunnelraten

fa(w) = 64,1, unendliche Spannung zwischen Reservoir L und R. (4.50)

Dann werden die Bad-Korrelationsfunktionen zu Delta-Funktionen

-, d , o
Cl(t—t) = / 2‘”rﬂ et — I 5t — 1) (4.51)
T
. d .
C(t—t) = / 2”1“” e =) = 15t — 1), (4.52)
T

mit denen die rechte Seite der Mastergleichung sofort ausgerechnet werden kann. Hier
sind also die Fermifunktionen gar nicht mehr vorhanden, sondern einfach durch Null
bzw. Eins ersetzt.

4.2.2 Ratengleichung in Markov—N&herung
Wenn wir die Teilchen im Reservoir « zdhlen, ist nach Gl. (3.99)

A~ ~ LA A
Vi = V= Z VkReZTRc;LRd + VkLeZTLcLLd + H.c. (4.53)
k
~ A LA A
Vo = Voa=) Vige el pd+ Vige T d+ He (4.54)
k

Damit ist also

a

Ao Lda o NS
Via = Via€' 2, Vi, =Viae "2, VI = (Vi) (4.55)
DI =T, TR2=¢ter, T2 =¢er,, (4.56)
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Statt eine unendliche Spannung zwischen linkem und rechtem Reservoir anzunehmen (wo
die Markov-N#herung exakt wird), approximieren wir jetzt die Bad-Korrelationsfunktionen
in

t . / . ’
- /0 dt’ (Cﬁ(t,t’)e’w‘)(t’”ddT () +C’2111(t,t’)e’50(t’t)deﬁ(t’))

2|
™
-~
S~—

|

t
- /0 dt' (C2(t,t' ﬁ(t’)e*“O“*t/)ddT+C%f(t,t’)deo(t*t/)ﬁ(z&’)de)
t
-,
0
t
-,
0

und zwar durch

i (¢, )~ oltt) = / Z 197 (1) fo (w) (20 (1)
— erj fad ( _t/)a faEfa(‘EO) (4'58)

N—

( )
at’ (CE(t,#)e D dtp(a')d + CR (1, )= dp(e
dt’ (cf;(t’, £)e=0 =gt 5(t')d + C2L(¢, t)e =0t ap(t/ )dT) (4.57)

CHf (1, )= = / DT @)1 = alwpentm )
— ZP“ (1—f2)o(t —t). (4.59)

Hierbei werden also die Fermi-Funktionen an der Energie €3 des Dot-Levels ausgewertet.
DISKUSSION. Bei der Auswertung miissen wir auf fot dt's(t — ') f(¥') = 1f(t) achten
und erhalten dann die explizite Form

1 1 A
> Tufa <—§ddT p(t) — 5p(t)ddT + e ol p(t)d> (4.60)
1 1 ‘
_ _ T _ _ T Ao T
+ za:ra@ fa) ( Sd'dp(t) = Sp(t)d'd + e dp(t)d > . (4.61)
Diese Form schreiben wir als
p) = Lopt) + 3 e Ep(t) (4.62)
a,+
Lop = = Ta(fafdd',p} + (1= fa){d'd,p}) (4.63)
To(l— fo)dpd',  T.p=Tafad pd, Sprung-Superoperatoren. (4.64)
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4.2.3 Matrixdarstellung

Fiir praktische Berechnungen ist eine explizite Matrixdarstellung der Mastergleichung
sehr niitzlich. Der Ausgangspunkt sind hier die Systemzusténde |}, in unserem Beispiel
also einfach die Zustédnde

la) = 1]0), unbesetztes Niveau (4.65)
o) = |1), besetztes Niveau . (4.66)

Diese Zusténde sind eine vollstédndige Basis fiir das System. Wir kénnen in ihr Matrix-
elemente der Mastergleichung nehmen unter Beachtung von

dj0) =0, d|1) = |0) ~d =[0)(1], df = [1)(0]. (4.67)
Matrixelemente der Superoperatoren sind dann
O1opl0) = =D TafalOll0): (OlLoplt) = =3 TalOlelt) (469

(LLopl1) = = Tal(l = fa)(llpl1), (1|Lop|0) = ZF (1lpl0)  (4.69)

fiir den Term Lgp. Die Sprungoperatoren haben die Darstellung

Tl = Ta(l— )OO Top=Tafal)Oll0)a]  (470)

und sind also diagonal. Hier erkldrt sich auch der Name ‘Sprungoperator’: durch An-
wendung von 7, wird ein Zustand p in Ty (1 — f,)p1|0)(0| transformiert, also den Leer-
zustand |0)(0| multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit p;, das Niveau besetzt zu finden,
und der Rate I'y(1 — f,) fiir den Transfer in das Reservoir . Entsprechend wird durch
Anwendung von 7, wird ein Zustand p in I'y, fopo|1) (1| transformiert, also den besetzten
Zustand [1) (1| multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit pg, das Niveau leer zu finden, und
der Rate I', f, fiir den Transfer aus dem Reservoir « heraus. Hier wird auch die Bedeu-
tung der Fermifunktionen f,(eg) klar, die die ‘nackten’ Tunnelraten I', multiplizieren
und den Effekt der Reservoirbesetzung besdchreiben.

Definition Der Faktor 1 — f, wird als Pauli- Blockfaktor bezeichnet.

In besetzte Zustinde kann ndmlich nach dem Pauliprinzip nicht hineingetunnelt werden.
Wir fiihren jetzt die Vektor/Matrixschreibweise

010[0)
1|Z|1> c=(t 0 471
- :(0 LC) (4.71)

2100 = Lo o) =

o~ N~
=
>
—_
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ein. Insbesondere entkoppeln hier die Besetzungen py = (0|p|0) (‘leer’), p1 = (1|p|1)
(‘voll’) von den Kohdirenzen, d.h. den Ausserdiagonaltermen der Dichtematrix. Letzte-
re erfiillen in der Tat triviale entkoppelte Bewegungsgleichungen, die ein exponentielle
Déampfen einer anfinglichen Kohérenz beschreiben.

Im Unterraum der Besetzungen hat man also ein 2 x 2-System

b1

il =2l = (20 ). (4.72)

von gewohnlichen Differentialgleichungen.

4.2.4 Dichtematrix und Zihlstatistik

Zur Interpretation der Ziahlfelder A, schreiben wir allgemein eine Mastergleichung der

Form Gl. (£62)) als

M
po= Lop+Tp, T=) e*Tip (4.73)

k=1

mit M Sprungoperatoren Ji. Wir kénnen das formal wie folgt 16sen;
pt) = e Lolp(t), Ti(t) = e Lot gelot (4.74)
v —p(t) = —Lop(t) +e X (Lo+T) e p(t) = Li(1)p(1)

)+
~ pt) = / dt1J (t1)p(t1)
= / / dty /tl dta T (t1)T (t2)p(t2)

oo t to N B
- 0+Y / .. / At T (k). T (11)p(0). (4.75)
n=1"0 0
Riicktransformation auf p(t) liefert

p(t) = €'p(0)

00t ¢
+ Z/ dtn.../thleLOteLot"jeﬁot"eﬁot"‘ljeﬁot"‘l...eEotljeﬁotlp(O)
0
= “'p(0)

0 t to
+ Z/ dt”"'/o dtleﬁo(t*tn)jeﬁo(tn*tn—l)jeﬁo(tn—l*tn—Q).‘.eﬁo(tQ*tl)jeﬁotlp(o)

S t to
_ eaotp(o)+z/ dtn.../ dtrpeltite, o tn), (4.76)
n=1"0 0
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wo wir eine nicht—normierte, konditionierte verallgemeinerte Dichtematrix p.(t;t1, ..., ty,)
definiert haben, die im Zeitintervall [0, ] insgesamt n ‘Quantenspriinge’ zu Zeiten t; <
to < ... <t, <t beschreibt. In der Tat beschreibt die Operation eﬁ"Tp ja eine nicht von
Spriingen (Sprungoperatoren) unterbrochene Zeitentwicklung eines Anfangszustands p
tiber die Periode 7. Die (verallgemeinerte) System-Dichtematrix p(t) zur Zeit ¢ ist dann
die Summe iiber alle Trajektorien mit n = 0, ..., 00 Unterbrechungen, von den jede einem
der k =1,..., M Sprungoperatoren [J; zugeordnet ist.

Da diese Zuordnung iiber die Zihlfelder e+ vor dem jeweiligen Sprungoperator Jj
erfasst wird, konnen wir durch Fouriertransformation Trajektorien herausprojizieren.
Wir definieren hierzu

Td\ T dA ;
plt M () E/ 2—16“\1"1.../ 2—Me*“\1"Mp({)\k};t), n-aufgeloste DichtematriX4.77)
- 27 2w

wobei wir jetzt explizit die Zahlfelder in der (verallgemeinerten) Dichtematrix anzeigen.
Entsprechend interpretieren wir die Spur

P(ny,...,npp;t) = Trp™tomM () (4.78)

als die Wahrscheinlichkeit, dass im Zeitintervall [0, ] insgesamt nj Spriinge vom Typ k
stattfinden. Die Momenten-erzeugenden Funktion zu dieser Wahrscheinlichkeit ist damit

o0

Z !Nt AP Ty s (1) (4.79)

ni..npy=0

Tep({\};t) = Tre D! p(0). (4.80)

Im letzten Schritt haben wir hier die formale Losung von Gl. (L73)) eingesetzt.

4.3 The damped harmonic oscillator

(SKRIPT STATISTISCHE MECHANIK I, 2007). In the following, we will discuss two
models for damped harmonic oscillators and derive the explicit forms for the correspon-
ding Master equations.

The model Hamiltonian is defined by

Hiota1 = Hs+ Hsp+ Hp
Qa'a + Z vo(ag + ag)(a +a') + Z wQagaQ, non-RWA model4.81)
Q Q
Here, V = Hsp = S® B with S =a+af and B = >-07e(aq +a£2). The indices k and
[ play no role here.

Often one starts straight away with a simplified model Hamiltonian in Rotating Wave
Approximation (RWA)

Hiotan = Hs+ Hsp+ Hp
Qa'a + Z vo(aga® + a%a) + Z wQaZ)aQ, RWA model.  (4.82)
Q Q
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Here, V = Hgp = Zi:LQ S; ® B; with S = af, Sy = a, an B; = ZQ 1Qaq, B2 =
>0 'yQaTQ). The indices k and [ now do play a role.

We first derive the master equation for the RWA model.
4.3.1 Rates and Energy Shift (RWA)

The bath correlation functions simply are

Cm(t) = TI‘B [Bl(t)BgRo} :TI“B nynyQ/aQe_thag,Ro
Q'

= Y fe 1+ nntuq)) = [ " dwp(w)e (1 + np(w)
Q 0

Cgl(t) = TI‘B [Bg(t)BlRo} :TI“B Z’yQ’yQ/aJrQeintaQ/Ro

QQ’
= Y et (wg) = /0 deop(w)e!n p(w)
Q
Cu(t) = Calt) =0, (4.83)

where all the information on the microscopic coupling to the bath in now comprised
within one single function, the bath spectral density p(w)

plw) = Yg150(wq —w). (4.84)

Using Sy (t) = afe’, Sy(t) = ae~**, we have

A~

D, = /Ooo drCia(7)Sa(—7) = /000 drC1a()ae™ = Cia(—iQ)a (4.85)

Dy, = / drCoy (1)S1(—7) = / drCor(T)ate™™¥ = Oy (iQ)al
0 0

B = / drC3y (1) a(—7) = / drC (F)ae® = [Coy (iQ)]"a = DI
0 0

Ey, = / drCiy(1)S1(—7) = / drCiy(m)ale ™ ¥ = [Cra(—i)] al = DI
0 0
Here, we defined the Laplace transformation of a function f(¢),

f(z) = / et f(t). (4.86)

0
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The Master equation therefore is

Colt) = —iloata,p(t)

-y {Skap(t) — Dyp(t) Sk, + p(t) Ex Sk — Skp(t)Ek} (4.87)
= —i[Qa'a, p(t)]

— { {6’12(—19)(1% -+ C’gl(iQ)aaq p(t) + p(t) [[C’gl(iQ)]*aaT + [C’lg(—iQ)]*aTa}
— Cra(=iapt)at — Co(1)al p(t)a — [Cor (i) at p(t)a — [6'12(—iQ)]*ap(t)aT}.

Let us have a closer look at the expressions

Cia(2) = /000 dwp(w)[1 +np(w)] /000 dte=GHw)t, (4.88)

The Laplace transform exists for Im(z) > 0 to ensure convergence of the integral, but in
the expressions above we need Cio(z = —if2) etc., i.e. purely imaginary arguments! The
limit ¢ — oo, if explicitely written, reads

[e%¢) t ) ,
Ciz(z = —if) = lim dwp(w)[1 + np(w)] / dt' et =)t (4.89)
> Jo 0
Now,
t : _
lim [ dt'e™ = lim [Smxt 4l Cosﬂ — 76(x) +iP <1> (4.90)
t—o00 0 t—o00 €T x €T

where P denotes the principal value.
For the first term, we used the very useful

Satz 5. For any integrable, normalised function f(x) with ffooo def(z) =1,
.1 sz
lim = f <E) — 3(2). (4.91)

Since [*_dxsin(x)/z = m, this yields the Delta function above.
We split the two bath correlation functions into real and imaginary parts,

R 1 A 1
Cn(—iQ) = 5’)/+ + ’iA+, 021(19) = 5’7 +iA
Y+ = 7(Q) = 2mp(Q[1 +np(Q)], v =v(Q) =2mp(Q)np(Q)
s op [Ty p [T
Ay = P/O 21 Q —w’ =-r 0 2rQ—w’ (4.92)
Remarks:

e Real and imaginary parts of the correlation functions are related to each other:
Kramers-Kronig relations.

e Note the minus-sign in the definition of A.
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4.3.2 Lindblad Form of RWA-Master Equation

Using these definitions, we can now write

%p(t) — i[0dta, plt)] - %{ (v +2i8 Jata+ (v + 2i8)aa ] (1) (4.98)

+ p(t) [(’y —2iN)aa’ + (v4 — 2iA)aTa| — 2vpap(t)a’ — 2fyan(t)a}.

We write 2iAaa’ = 2iA(afa + 1) and obtain

Solt) = —ilQ+ A, + Aata, p(r) (4.94)

— %'y+{aTap(t) + p(t)aTa — 2ap(t)aT} - %'y{aan(t) + p(t)aal — 2a,Tp(t)a}.

This master equation has Lindblad-form,

Definition A master equation has Lindblad-form, if it can be written as

Lp(t) = —i[H, p(t)] + Dp(t) (4.95)
1

—ifH, (O] + 37 (Jupa)J; — 0T 2J,§Jup<t>> - (4.96)

Here, H is an effective system Hamiltonian, the Lindblad operators .J,, in the dissipator
D are system operators, and v, > 0 are rates.

Lindblad-form master equations have special nice properties that makes them popular
for most applications in quantum dissipation:

Satz 6. Lindblad-form master equations preserve trace and positivity of the reduced
density matriz during its time evolution. Lindblad-form generators L are the most general
generators of quantum dynamical semi-groups.

We will discuss Lindblad-forms and their derivation from coarse-graining below.
Our harmonic oscillator master equation can now be further re-arranged into

d _
—p(t) = —iQa'a,p] — m{aTap + pata — 2a,paT} (4.97)

QRnB(Q){aTap + paa’ — apa’ — ana}, (4.98)

where

Q Q+ P/OOO dwé)(iuzu, k= 7mp(Q). (4.99)

Remarks

! More details can be found in BREUER/PETRUCCIONE.
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e This is the ‘standard’” Master equation for the damped harmonic oscillator, as
discussed in many text books and used for many applications.

e Modifications appear if one uses the non-RWA model Hamiltonian instead of the
RWA Hamiltonian.

e Eq.([Z97) is, of course, not exact because we have used 2nd order perturbation
theory (in the system-bath coupling vg), and the Markov approximation.

e The oscillator energy A is renormalised due to the coupling to the environment.
The renormalised frequency € is temperature independent.

e The integral for the renormalised frequency Q may diverge, depending on the form
of the spectral density p(w), Eq.[@&4]), in which case this theory breaks down. We
will make this statement more precise below.

e One can show that the Master equation Eq.(£97) (and its non-RWA analogon,
model 1) is indeed ‘wrong’ in the sense that there is an ezact solution for the

density operator p(t) within the same model, which is different from the solution
of Eq.([@.97)). This again will be discussed below.

e Comparing the exact p(t) with that obtained from Eq.(d.97]), one could now discuss
the ‘validity of the entire Master equation approach’. However, the damped har-
monic oscillator is (with very few exceptions) the only quantum dissipative system
where an exact solution exists.

4.3.3 Expectation Values (RWA Model)
We would like to use our Master equation Eq.(4.97)

d _
ap(t) = —iQ[a'a, p] — /{{aTap + pa‘a — 2a,0aT}

— QKnB(Q){aTap + paa' — apa’ — ana}

and calculate some ‘useful’ quantities as, for examples, expectation values of System
(= oscillator) observables 6. Let us do this for the number operator, § = 7 = ala.
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Multiplying with n and taking the trace, we obtain

—(n)(t) = —iQTr <n[aTa, p]) - mTr{aTaaTap + pataata — 2apaTaTa}

— QKnB(Q)Tr{aTaaTap + paata’a — alaapa’ — aTaaT,oa}

= —iQTr < faatap — alapa’ > — /<;Tr{ alaatap — 2pat(aa’ —1)a }
- QKnB(Q)Tr{ aa’ap + plata +1)a'a — al(aa’ — 1)ap — aaTaan}
= —2/<;Tr{paTa}

- QKnB(Q)Tr{aTaaTap +pla’a+1a'a —a'(aa™ — 1)ap — (aTa+1)(a’a + 1),0}

= —QKTY{[)G,TG} + 2knp(9)

= 26 ((n)(t) ~ nB(2)). (4.100)

This now is a simple first order differential equation which has the solution

(n)(t) = (n)(t = 0)e™ " + knp(Q) (1 — e ). (4.101)
In particular, one has

(n)(t — 00) =np(Q). (4.102)

For large times, the occupation number is thus given by the thermal equilibrium Bose
distribution, regardless of the initial condition (n)(t = 0).
4.3.4 Master Equation (Non-RWA Model)
Let us re-call the non-RWA model

Htotal = HS+HSB+HB

Qata+ " yolaq +afy)(a+al) + Y woahag.
Q Q

In the following, we will have a closer look at the properties of bath correlation functions.
We first re-call the definition of the bath correlation function,

C(t) = Trp {B(t)BRO] =Trp ZVQVQ/(aQe_MQt + a%eiw@t)(a@ + ag,)Ro
QQ’

= Z 74 [e7 9N (1 + np(wq)) + €“?np(wg)]

_ /0 " dop() [ (14 np(w)) + Mg (w)] = CF(~1). (4.103)
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Furthermore, np(w) = 1/[e? — 1] is the Bose function.

To simplify things, we introduce the bosonic spectral density p(w) All the dependence
on the coupling constants 7 is encapsulated within the spectral density p(w). The latter
is often parametrised as

p(w) = 20wl Swe W/ e, (4.104)

where « is the dimensionless coupling parameter and w, is the cutoff frequency. Note that
p(w) has the dimension [w] which is the reason for the pre-factor w!=*. The parameter s
determines the low-frequency behaviour of p(w), and one calls couplings with

s<1 : sub-ohmic
s=1 : ohmic
s>1 :  super-ohmic. (4.105)

This classification has its origin in the analysis of the dissipative two-level (spin-boson)
system which we will discuss below.
The case s =1,w. =

plw) = 2aw (4.106)

is called scaling limit of the ohmic bath and has the special property of homogeneity
p(kw) = kp(w).

4.3.5 Properties of C(t), validity of Markov assumption

One can write
C(t) = /000 dwp(w) [coth (Sw/2) cos(wt) — isin(wt)], (4.107)
where we used the useful identity
coth (Bw/2) =1+ 2np(w). (4.108)

Calculation of the integral with p(w) given by Eq.([@I04) yields

Ct) = 2aw!*p7 6+ x (4.109)

1+ Bwe — iwet 1+ dw.t

r 1 ], — 1, ————

(s + )[C<s+ ) B, )—i—C(s—i— ' B )},
where I' is the Gamma function and
> 1

= — 0,—-1,-2,... 4.110
C(Z,’LL) Z(n—{—u)z’ U,?é 9 ) ) ( )

n=0
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is the generalised Zeta function (cf. W. Magnus, F. Oberhettinger, and R. P. Soni,
Formulas and Theorem for the Special Functions of Mathematical Physics, Springer,
Berlin 1966). The zero temperature limit is obtained either from the 8 — oo limit of
Eq.(4109) or directly by calculating the integral,

C(t) = 2005 (s 4+ 1) (1 4w t) " (4.111)

With explicit expressions like Eq. (£109) and Eq. (@II1]), one can now directly assess
the validity of the Markov assumption (Assumption 2a above): ‘ the bath correlation
function Cyy(T) is strongly peaked around T = 0 with a peak width 6T < v~, where ~
is a typical rate of change of p(t').” For example, for T = 0, v = 27p(2), and within
the model p(w) = 20w~ Swe™w/? Eq.[@I0), one has 67 ~ w; !, cf. Eq.@III). This

would mean
w, Mraw! Qe Y « 1
Ara (Qwe)® e M9 <« 1, (4.112)

which is fulfilled for large w. (2/w. < 1), s > 0, and small a.. The condition of small «
is consistent with the Born approximation (perturbation theory in the coupling to the

bath).
4.3.6 Derivation of Master equation (non-RWA), secular approximation
We now move on to derive the Master equation for the non-RWA model. Using S(t) =

ae ¥ 4 qf e we have

/ drC(T) T) / drC(T) [aemT + afe 7
0 0

5(-r) =
= C(=ia+C>iVa' =c_a+cyal

= 007-"‘7-~—7':007'*7'”[—7':Jr
E = /O drC*(7)8(~7) /Odc<>s< )=D

= cla+ctal, (4.113)

D

where we used the Laplace transform of C(7),
Clz) = /O h dre *7C(7). (4.114)
We now note that C'(z) = C12(2) + C1(2). In the secular approximation, one sets
Ca(iQ) = /000 dwp(w)e™ e (1 + np(w)) — 0
Cor(—iQ) = /0 h dwp(w)ete®np(w) — 0. (4.115)

The real parts of C2(iQ) and Cy1 (—if2) are zero because §(w -+ €2) yields no contribution
from the integral (remember that @ > 0). This approximation therefore neglects the
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imaginary parts of é12(iQ) and éQl(—’iQ) which, however, do not lead to damping but
only to a renormalisation of the system Hamiltonian Hg. For consistency, we therefore
neglect the imaginary parts of C12(—i€2) and C5(i€2) as well. Therefore,

cter m gl ) =T+ 2ms(w)

1

c-—cr & Sl =) =mp(6). (4.116)

Finally, we introduce a phase-space (z-p) representation: let us write

D — % (e +e)z+ile —ey)p) ~ ”\)g) <xcoth (?) +¢p> ,
(4.117)

where we again used coth (892/2) = 1+ 2ng(Q). Using E = D', one obtains the Master
equation from the Non-RWA Model in secular approzimation,

d 0 0
i —i[Hg, p] — % coth <%> (x2p+ pr® — 2zpzr) (4.118)
mp(Q
- Z# (zpp — ppx — ppx + TPP) . (4.119)

4.4 Phase Space Solution Methods

We discuss these methods here only for the Master equation of the damped harmonic
oscillator in RWA,

d _
—p(t) = —iQala,p] — m{a*ap + pata — 2a,paJr}

— QRnB(Q){aTap + paa’ — apa’ — aera}. (4.120)

4.4.1 P-representation

The idea here is to convert the operator equation into a partial differential equation
(PDE) for the P-representation of the reduced density operator p. The definition of the
P-representation of an operator 6 is (WALLS/MILBURN, CARMICHAEL)

R d?z o

6:/—P(6; Y (4.121)

s

Remarks:

1. Other authors use a definition without the 1/7.

2. Some books write P(z) (instead of P(§ = p; z)) for the P-representation of the
density operator, and use the form

P(z) = P(z,z") =Tr [,05(27* —a")é(z—a)|. (4.122)
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(again multiply this by 7 to get our P).
3. For coherent states p = |zg)(z0|, one has P(z) = wd(z — 2p).
4. We have the Metha-formula,

~ |Z|2 d2ZI 1AL ‘Z/‘2 P e v
P(#;z) =e (—2'|0)2")e* e . (4.123)
7T

5. The P-distribution can be highly singular. Example: number state.

In order to transform the master equation, we require the P-representation of terms
like apa’ etc. Let us start with afp.
Method 1: We follow Walls/Milburn and introduce Bargmann states

222 — 2"
|2) = 17212 =Y Wm, (4.124)

n

(‘coherent states without the normalisation factor in front’). Therefore,

) = 2|J2),  (ella = ol (4.125)
We use this to write
d*z 12
p = [ Tl PE) - (4.126)
d*z 2 d*z [ 0 2
t, — 2eat P py = [ 22| 2 —lz* p
dp = [ Sl Pe) = [ | 2] e e
d? . d?
= - [ Fltelge = P = [ Zilale (- 5) P
using integration by parts, %(ZH = 0, and assuming the vanishing of P(z) at infinity.
Comparison yields
alpe (25— 9 P(z). (4.127)
0z
Method 2: Use the Metha formula for 6 = af 0,
d2 ! ! 1% * o/
P(an’ Z) _ B‘Z‘Q / —Z<—Z/|an|Z/>€|z |2€zz —z%z
T

_ ezz*/d2z/(_zl*)<_zl|p|zl>e|z/262’2'*—2*2' _

™

* d2 / / 1% * ./
= g @) [Tl e )

Here, we generate —z'* in the integral by differentiation with respect to the parameter
z and subsequent compensation of the term aring from e**", thus arriving even faster at
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Eq.(£127). Similarly,

2,/
P(pa; Z) - ezz*/d ° <—Z/‘P‘Z/>z/e|2'|262z’*7Z*Z’ =
s

* d2 ! ’ 1% * /0
- [—a(z* +Z] (e )/ = (=plel e L (420)

For the terms a'ap, the first method is easier:

dop = [ CaaliielleFre) = [ L[ 2] e ape)

-~ [ Lt zpe) = [ Liaele (- 2) P
mw::/%%mmwwwmaz/—w>[<u}z P(2)

=~ [tz pe = [ Ll (s~ &) pe)

z 2 22 2
[ Ealielatet ) = [ L2 e 2P

doa = [ZE[210] [Zell] e re) = [ Llaelis e Pe)
[t (- ) (= - 2) P

In particular, for the master equation we need

alap + pata — 2apa’} 9 R 0 2" — 222" b P(z2)
{ } { z 0z* }

0
(G e« (v o

0 0
T T _ T_ gt * _ 2 _ *
{a ap+ pla'a+1)—apa' —a pa} “— {(z ag)z—{— <z 82*)2 +1

apaJr

—{—gz—i-zg—i-l—l-
N 0z 0z

z*%}P(Z) T 9z &P(Z)

0 0 0
T Y * N *

The whole master equation is therefore transformed into

2

P} _ o P P
atP(z,t) {2/4 +1 [Q — ix] a5 [Q+ik] 2 5 T 2B } P(z,t) (#.130)
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Here, we have explicitely indicated that the P-function depends both on z and on the
time t.
Remarks:

e The first order derivate terms are called drift terms, the second order derivate
terms diffusion term.

e This is not directly solvable by Fourier transformation: z,z*-dependence of coeffi-
cients.

e Written in real coordinates, this has the form of a Fokker-Planck equation

0 0
CRI WS }:Mm% ()| P (13

4.4.2 Zero temperature

In this case, we only have first order derivatives. There is a (more or less) complete
theory of first order PDEs: they are solved by the method of characteristics (cf. Cou-
rant/Hilbert).

We write the PDE as

0 5 1.0 o 4,0 f x
{a — i [Q —ix] S +i[Q+ ik 2 %} P(z,2"t) = 2kP(z, 2"t) (4.132)

and consider the function P(z,z*,t) on trajectories z = z(t) and z* = z*(t) where
P(z,z*,t) = P(2(t),z*(t),t). We regard the Lh.s. of Eq.(#.132)) as a total differential.
Along the trajectories, the temporal change of P is

TPE. 0.0 = (200 + £ (0. +8) P(=(2).7"(1).)
= 2kP(2(t), 2 (), 1) (4.133)
Comparison yields
Ht) = —i[Q—in] 2(t) ~ 2(t) = zoe 1O
() = i[04 k] 2 () ~ 25 (t) = el (4.134)

On the other hand, 4 7P = 26P yields
P(2(t),2*(t),t) = e**Py(z0,2). (4.135)

Here, Py is the initial condition for P, with zy = z(t = 0) and 2§ = 2*(¢t = 0). This looks
very innocent but has a deep physical (and geometrical) meaning: we can trace back our
trajectories z(t),z*(t) to their origin zp, z(, writing

20 = z(t)e“[ﬁ_m]t, zS:z*(t)e_i[QH“]t. (4.136)
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We thus have expressed the inital values zp, 2 in terms of the ‘final’ values z(t),z*(t).
Insertion into Eq.([@I35) yields

Pl=(t), 25 (t),t) = e*tP, <z(t)e+i[9—m]t, z*(t)e—i[mm]t) . (4.137)

We now write again z and z* instead of z(t), 2*(¢), and therefore have

4.4.3 Finite temperatures

Since we know the solution for np = 0, we perform a transformation of variables and
seek the solution for ng > 0 in the form

P(z,z"t) = F(u,u*,s), u= zeﬂ[gf”ﬁ”]t, ut = z*eii[ﬁﬂ'{]t, s =1, (4.139)
which leads to
P = (z [Q — i/{] zeﬂ'[ﬁ*m]t@u + —i [Q + m] z*efi[ﬁﬂ'“]tau* + (95) F(u,u*,s)
= (i [Q—ir] 20, — i [Q+ik] 2%0.+) P(z,2°t) + 0sF (u, u*, s)
= (z [Q — i/{] 20, — 1 [Q + m] 250, + 2K + 2/{713@@*) P(z,2"t), (4.140)
where in the last line we compared with the original PDE. Therefore, one has

OsF(u,u*,s) = 2kF(u,u,s)+ 2knp0,0,«P(z,z"t)
= 26F(u,u*,s) + 2knpe* 9,0, F(u,u*, s), (4.141)

where we used 0,0,+ = €*%9,0,+, cf. Eq.(@139). The big advantage now is that we had
got rid of the first order derivatives with the z,z*-dependent coefficients. Eq.(4.I41)) is
now a standard diffusion equation with time (s = t)-dependent coefficients, which can
be solved by Fourier transformation:

Reminder: Complex Fourier Transformation, cf (4.141)

Fourier Trafo f(w)

[z, 1= [ S iw
( w1 ) (4.142)

scalar product zw = 3 (zw*™ + 2*w) = (21, 22)

Reminder: Gauf} Integrals

& 24, T b2
/ dpe 0@ 0T — \/jeﬂ, Ra >0 (4.143)
—oo a

d? w0 12
/ﬁe_”we_zww - e (4.144)
™

\}
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We now Fourier-transform Eq.(@I4), 0sF = (2k + 2knpe®**0,0,+)F, to obtain

OsF(w,w*,s) = <2/<;+ 2knpe*” <——ww>> F(w,w*,s) (4.145)
n * 1 2Ks n
~ F(w,w*,s) = exp QHS—ZTLB( —1)ww p F(w,w*,s =0)
~ F(u,u®,s) = / d*u e "W exp { 2ks — lnB (e — 1) ww F(w,w*,s =0)
) ) (27T)2 4 ) )
_ /d2u'/ d*w e—i(u—u’)we{m@sfin]g(62“571)WW}F(u/ W — 0)
(27T)2 ) )
62/43 ‘u _ u/’2
_ A2 . Fd.u* s=0
mng (€275 — 1) / ! eXp{ np (e — 1) } (wru%e=0)
+Z[Qflli]t

Now we remember v = ze™
P(Z, 2%t =0), to find

1 ‘ZeJrz[Qfm] _ Z/‘Q
* _ 2/ ! Ik _
P(Z,Z,t) = /dzmexp{— nB(e2“t—1) P(Z,Z ,t—O)
/ —i[Q—m]t|2

1 |z — 2e
— d2 / _ P 2 t=0
/ ‘ mng (1 — e 2kt) exp{ ng (1 — e 2xt) } (2,27, )

/sz/G(z, 2P, 2%t =0),

, 1 |Z Zle—z[ﬂ m] |2
: = — . 4.14
Gz 7531) mnpg (1 — e 2kt) &P { np (1 — e2kt) (4.146)

This is the solution of the initial value problem of the PDE: we have explicitely con-
structed the propagator G(z, 2';t) and expressed the solution of the PDE at times ¢t > 0
in terms of the initial P-distribution P(2/,2"*,t = 0).

4.4.4 W-representation

An alternative phase-space method is to convert the operator master equation into a
PDE for the Wigner function W (A4;z) of an operator A. The formula for the Wigner
function of an operator product AB is

W(AB; z) = W (A;z) exp [% <%Z3Z* — %z*gzﬂ W(B; z) (4.147)
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We obtain
W) = z W)=z
W(ala) = 2 (1 + % (0.0.0 — az*az)> R %
W(aTap) = <z z— 1) 1 —|— — 0,+0,) + % (0,0,x — 0+ 0,) (0,0, — 8Z*(9Z)> Wi(p)

= (z z — —) W( )+ A 3 W( ) — %z(?ZW(p) — gazaz*w(p)

W(pata) = W(p) (1 + 5 (002 = 0:00:) + 5 L (9.0, — 0..0.) (0.0. — az*az)> <z*z - %)

= <z*z - %) W(p) — %z*@Z*W(p) + %z@ZW(p) - %@@*W(p) (4.148)

Similarly,
1 1
Wap) = (14 5(0.0: = 00 ) W) =W (p) + 501 (p)
W(apa') = <zW(p) + %@*W(p)) <1 + % (0,0, — 83*8z)> z*
. 1, 1 1
= (W) + 370 W) + 3.V 0) + 10.0-W (o)
1 1
Wial) = = (145 (0.0 = 2.0 ) Wlo) = "W (o) - 30.W(p)
W(atpa) = (Z*W(p) _ %@W(p)) (1 + % (0.0, — az*az)> .
. 1 1. ., 1
= (ZZ W(p) — §zBZW(p)> = 50+ ("W (p)) + 70:0:-W(p)
(4.149)
Thus,
{aTap + pata — 2apaT} > —{2 + 20, + 250« + 0,0+ }W(p)
{aTap + pla’a+1) — apa’ — aT,oa} < —0,0,-W(p)

[aTa,p] < (270, — 20,) W(p). (4.150)
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Therefore, the master equation Eq.(£120) is converted into

%W(z, t) = —iQ(2* 0, — 20,) W(z,t) + n{? + 20, + 250 + 0,0, }W(z, t)
+ 2knp(Q)0,0,-W(z,t)
={2sk + i[Q—ix] zg—i[Q—l—m] 2" 0 + k[l + 2np] e W(z,t).
dz dz* Dz*0z ’

We compare this with the PDE for the P-function, Eq.(@I30):

0 rA 0 a1, 0 0?
—P(z,t) = {2/@—#1 [Q —ix] 2y, T [Q+ik] 2 Py —|—2/<nBaZ*aZ}P(z,t)

ot

The difference is just in the diffusion term, i.e., 1 + 2np in the Wigner representation
instead of 2np in the P representation. In the Wigner representation, even at zero tem-
perature T'= 0 (np = 0) one has a diffusion term in the PDE. Technically, the solution
proceeds as before: one first solves the first order part via characteristics and then the
diffusive part via Fourier transformation.

e A similar derivation can be done for the Q-representation, cf. Walls/Milburn. The
Q-representation is more convenient for systems where the initial oscillator state is
squeezed, or the decay is into a bath not in thermal equilibrium but in a squeezed
state.

4.4.5 Remarks

Phase space methods are powerful tools for solving Master equations. The resulting
PDEs, however, are often non-trivial and cannot be solved exactly. This is particularly
true if more than one degree of freedom is involved and one has to solve systems of
PDEFEs.

Systems of partial differential equations are really complicated beasts: in contrast
to systems of ordinary differential equations, they are not equivalent to a single PDE
of higher order, cf. the discussion in Courant/Hilbert ‘Methoden der Mathematischen
Physik’.

Related problems occur in the theory of the Laser, where one has to deal with PDEs
containing derivatives up to infinite order. This is discussed in the book by Scully /Lamb.
Another, very recent challenge are systems of Master equations with non-linear couplings
between bosonic and electronic degrees of freedom in nano-electromechanical systems.

4.5 Grobkoérnungs-Verfahren

Markov- und Sekularndherung kénnen beide gleichzeitig aus einem Grobkérnungs-Verfahren
hergeleitet werden, das wir im Folgenden beschreiben wollen B. Hierzu setzen wir unsere

2 ygl. G. Schaller, T. Brandes ‘Preservation of Positivity by Dynamical Coarse-Graining’, Phys. Rev.
A 78, 022106 (2008), und SKRIPT SCHALLER
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Dichtematrix im Wechselwirkungsbild als Exponentialfunktion in Superoperator-Form
an;

p(t) = e“p(0), (4.152)

wobei der effektive Liouvillian (Zeitentwicklungsoperator fiir Dichtematrizen) zu bestim-
men ist. Wir bestimmen ihn aus der Forderung, dass er zumindest fiir kleine Zeiten 7
mit der exakten Zeitentwicklung von p(7), iibereinstimmen sollten. Letztere erhalten wir
aus Gl. ([435]) in zweiter Ordnung Stérungstheorie durch Integration von Gl. (4.35]) mit
p(t") — p(0) auf der rechten Seite. Wir starten also mit einer faktorisierenden Anfangs-
bedingung zwischen System und Bad und werten einfach die Zeitentwicklung bis zur
zweiten Ordnung ohne weitere Annahmen aus;

A7) / dt / 'y (Cualt, )5S )A(0) + Cult, )(0)SK()Si(2))

/ dt/ dt Clk t,t)Sk(t)p (O)Sl(t)+Clk(t’,t)Sk(t)ﬁ(o)Sl(t’)) . (4.153)

Der Vergleich mit dem Ansatz Gl. (#I52) ergibt dann durch Entwickeln von eef7 =
14+ 7Leg + ... eine Differenzen—Approximation (‘Grobkérnung’) der zeitlichen Ableitung;

p(r) = 5(0) _1 /T dtp(t) = Legp(0) (4.154)

T T Jo

mit dem effektiven Liouvillian

Lotp = ——/ dv /t ds 37 (Cult 5)54(8)81(s)p + Gl 1)Se()3()
kl

/ dt/ ds Clk t S)Sk( )pgl(t/)+Clk(s,t,)gk(t/)pgl(s))(4.155)

als Superoperator-Gleichung bei Anwendung auf Dichteoperatoren (Zustédnde) p, wobei
wir die Integrationsvariablen in # und s umbenannt haben, um nicht mit den Zeiten
t und 7 durcheinander zu kommen. Hierbei wird 7 als Grobkdérnungs-Parameter aufge-
fasst, d.h. die Zeit 7 ist hier eine feste Konstante. Mit Gl. ([AI53]) ist die Anwendung
von Leg auf beliebige p festgelegt und bestimmt dann nicht nur wie in Gl. (£154) die
Kurzzeitentwicklung, sondern nach dem Ansatz Gl. (£I52]) die Bewegungsgleichung fiir
alle Zeiten t > 0,

B,
950 = 4.1
57 (®) Legip(t) (4.156)

= ——/ dt/ dS Ckl t S)Sk( )Sl( ) ()—i—Ckl(s t) ()Sk( )S( /))

+ - /0 dt’ /0 ds%:(Clk(t’,s)gk(s)ﬁ(t)gl(t’)+Clk(s,t/)S‘k(t’)ﬁ(t)Sl(s)).
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Wir erhalten also eine Markovsche Bewegungsgleichung, da die Dichtematrix auf der
rechten Seite von ¢ und nicht von den Zeitintegrationsvariablen ¢’, s abhéngt.
4.5.1 Positivitdt und Lindblad-Form

Wir kénnen Gl. (£I56) durch Einfiihren von Stufenfunktionen 6(¢' — s) umschreiben.
Die letzte Zeile wird dann durch Vertauschen von #' mit s im letzten Term einfach zu

1 i / i / O ~ O /
[ 3 Cult SO,

wihrend die erste Zeile etwas komplizierter mit 6(t' — s) = (1 + sgn(t’ — s)) zu

1 T ! T ! 1 Y N O ~ 1 ! Y N\ O ~
[ | 5 3 Cull5) (5{sk<t>sl<s>,p<t>}+§sgn<t —s)[skmsl(s),p(tn)

wird, insgesamt also

0 . 1 4 / 4 ’ 1 / &\ O ~
Sat) = — /0 dt /0 ds%cm,s)gsgn(t COB®)E(), 5] (4157)

1 T ! T ! Y ~ Y ! 1 Y N O ~
w1 [ | 5 3l (sk<s>p<t>sl<t>—5{s,<t>sk<s>,p<t>}).

Es muss jetzt gezeigt werden, dass sich diese Form auf Lindblad-Form transformieren
lasst und damit per Konstruktion fiir alle 7 die Positivitét der Dichtematrix p(t) erhélt.
Wir nehmen der Einfachheit halber hier hermitsche System- und Bad-Operatoren S und
B und schreiben die zweite Zeile als Superoperator in Multi-Index-Form;

1 1 - -
Dp=— > a (5/@/05)\ — 5 isse p}> . axg = TrpppBi(t)) Bi(s), (4.158)
KA

vgl. Gl ([32). Es entspricht also k = (k,s), A = (I,t'), >, = >, [y ds. Hierbei wird das
Integral einfach als zusétzliche Summation aufgefasst. Die Matrix ay, ist nun positiv-
definit, denn

T T T
%:z}k\aMz,@ = Trppp (Zzl(t/)/o dt'f?l(t')> (Zk:zk(s)/o dsf?k(s)>

l
= TrpppBiB. > 0. (4.159)
4.5.2 Auswertung

Die technische Aufgabe ist jetzt die Umformung dieser Bewegungsgleichung in eine hand-
habbare Form. Dazu werten wir durch Einschieben von vollsténdigen Einsen ) o) («
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von Systemhamiltonian- Eigenzustdnden den effektiven Liouvillian aus. Wir definieren

hierzu

Sp = alSul), Pap= a3l Cult =)= [ 5Ee I, (1160)

wobei wir das Bad im Gleichgewicht annehmen (deshalb hingen die Korrelationsfunk-
tionen nur von der Zeitdifferenz ab). Die auftretenden Zeitintegrale aus der Ausfiithrung
des Wechselwirkungsbildes haben dann die Form

T t
Fr(w,wi,wa) = / dt’/ dse™ W' =s) giwnt' —iwzs (4.161)
0
Alles eingesetzt ergibt dann die etwas ldngliche Form

0

—H t) =

5P(0)

> /dw (W, Wy, Wsa) + Fr(—w, Was, way )] (Zézk(w Sw) Posp(t)Pyg

afvyé kl

- Z/dw Fr(w,wyg, wsg) <chk SwSﬁ> Pysp(t)
pé ki

- 5\ -
— Z/dw— —W, W5, Way) <Z Clk(w)S;YBSlf ) p(t)Pys. (4.162)
Byd kl

Wir kénnen das geschickt umschreiben, indem wir in der zweiten Zeile

1 1 1 1
37 (wswys,wsp) + 5 Fr(—w,wpswsn) + { 5 5 Fr(—w, wes, wsy)

schreiben (entsprechend in der dritten Zeile). Dann kann man zusammenfassen als

9 ~ _ 1 ad B
,O(t)— Z (/dWT[]:T(W,Wyﬁ,W(Sa)‘F}-( Wwozé,wﬁ'y chk S S )

Fr(w,wqg,wsp) —

kl

X <Pa5,5(t)P75 — %{Paéﬁ(t)’P75}>

— Z/dw— (W, wyg,wsg) — Fr(—w,wss, wsy)] <chk SVBSB> Psp(t)

Ield
- Z/dw— —W, Was, Way) — Fr(w,wyg,wsg)] <Z Cri(w 575565> p(t)Pys,
eld
(4.163)

wobei wir im Anti-Kommutator die Orthogonalitidt der Zustinde ausgenutzt haben, d.h.
P,gP.s = 6a3Pys. (4.164)

Kompakt kénnen wir das wie folgt schreiben;
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(0= 3 2 (PastOP, — 5{Pasi0). P} ) =0 pt0)] . (4169

aByd

wobei wir Tensoren fiir die entsprechenden Vorfaktoren einfiihren;

1
Yasys = / oo [Fr (@, w35, W50) + Fr(~w, was, way)] Y Cuu(w) 53577 (4.166)
Kl
> = —ZZ/dw— (W, wyg,wsg) — Fr(—w,wss,wsy)] (chk SVBS&)
Bvyé

4.5.3 Born-Markov-Sekularniherung (7 — o0)

Wir machen fiir den Langzeitlimes 7 — oo eine Fallunterscheidung im Integral

/ dt /t dse™ w(t'—s) zwlt’—zwzs

1— efm- w—wi) 14+ em—(wl w2)

T (W-w)(w—w) " (w1 —wa) (w2 —w)’ wj 7w, Wi F w

1 — ™ W1=w2) 4 (W) — wo)

Fr(w,wr,ws)

Fr(wi,wi,we) = o o) , W1 Wy (4.167)
—1 4w (1 —jr(w) —w
Fr(wa,wi,w2) = & —(w2)2 Gl 2), w1 # wa. (4.168)

Fiir 7 — oo wird %]:T(w, w1, ws) also im Fall wy # wy immer Null bzw. bleibt (bei w = w;
oder w = wy) endlich, was aber in der anschliessenden Integration iiber w nur isolierte
Punkte (Menge vom Mass Null) sind, die nichts beitragen.

Anders ist das fiir w; = woe, wo fiir w — w; das Integral divergiert. In der Tat ist
Fr(w,w1,w1) dann eine Distribution, die folgendermassen berechnet werden kann: Im
Laplace-Raum ist

00 T t
Fo(w,wy,wy) = / dTe_ZT/ dt’/ dse”Hw=wn)t'=s) .5 0 (4.169)
0 0 0
gegeben, was ein integriertes Faltungsintegral ist. Nach dem Faltungssatz ist also
N 11 1
Fr(w,wi,wy) = —————— (4.170)

zzz+i(w—wi)

Jetzt benutzen wir, dass ein Verhalten o t fiir t — oo im Laplaceraum einem Verhalten
x z% fiir z — 0 entspricht. Der Vorfaktor ist gerade das, was wir benétigen, d.h.

li Fr = 1 2F,
7510107_ (w, w1, w1) Jim, 2 (w,w1,wr)
—1
S ——

w—wp — 10t w—wq

+ 71w —wi) (4.171)
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Damit wird

1
TILH;O ; [fT(w’WVﬁ’w5a) + ]:T(_w’waéywﬁ'y)] =
. 1 , 1
= 59.;75,0«)5@ _me + 7'('(5((,«) - wfyﬁ) — ZPT% + 7'('(5(—(,«.1 — wlgfy)
= 5w7ﬁ,w(ga2776(w - w’yﬂ), (4172)

es bleibt also einfach eine Delta-Funktion iibrig, die Energieerhaltung an den Bohrschen
Ubergangsfrequenzen ausdriickt. Weiterhin bleiben in

.1 .
lim — [Fr(w,wyg,wsp) — Fr(—w,wss, wgy)] = —104, 5,0 (4.173)

T—00 2T W — Wyg

nur die Hauptwertanteile iibrig. Unsere Tensoren in Gl. (4I66]) vereinfachen sich also zu

Vabys = Ouwpwsa T / dw Y 8(w — wyp)Cri(w) Sp°S]° (4.174)
kl
H= = —Z%WO/de (chk SVBSB&) (4.175)
Bvd

In dieser Form geht die Grobkoérnungs—Mastergleichung in die Form der sogenann-
ten Born-Markov-Sekularndherung (BMS—Form) iiber. Die BMS—-Form wird héufig ‘per
Hand’ aus der Born-Markov-Form aufgestellt, indem schnell rotierenden Terme in der
Mastergleichung vernachléssigt werden (Sekularniherung). Hier erhalten wir diese Form
direkt als einen Spezialfall unserer Grobkérnungs—Mastergleichung.

AUFGABE: Uberpriife, dass man fiir konstante Tunnelraten I'j, /r damit die einfache
Form Gl. (£62) der Mastergleichung (ohne Zihlfeld) fiir das Einniveausystem reprodu-
ziert.

4.6 Correlation Functions

(CARMICHAEL) Correlation functions are important since they can tell us a lot about
the dynamics of dissipative systems. Moreover, they are often directly related to expe-
rimentally accessible quantities, such as photon or electron moise. In quantum optics,

fluctuations of the photon field are expressed by correlations functions such as g(l)(T)
and g (7).

4.6.1 The Quantum Regression Theorem

We first discuss the correlation function of two system operators A and B

= Triora (X(O)B(OA(t + 7)), 7>0. (4.176)
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We insert the time evolution of the operators within the framework of a Master equation
in Born approximation,

x(t) = e iy (0)et,  B(t) = ' Be Mt A(t 4 1) = e HFT) gemtH(t4T)

(4.177)
to find
Cpa(t,7) = Triota (X(0)B(t)A(t + 7))
= Tre < ethx(t) Be—iHt il (t+7) 4 e*iH(lH’T))
. < o—iHT X(t)B GHT A)
= Triotal <e_iHT (t)ROBeiHTA) Born Approximation
= Trg <ATrBat { p(t)BR eZHT})
= Trg <ATrBath{ _ZHTp: ZHT})
= Trs (Appy(7)). (4.178)

The correlation function can therefore be written as an expectation value of A with a
‘modified system density matrix’ pp.(7) which starts at 7 = 0 as pp, (7 = 0) = p(t)B
and evolves as a function of time 7 > 0.

For the time-evolution of a system operator O according to

O(r) = Trpam {e_iHTOROeiHT} , (4.179)
we can write a formal operator equation
dO()=£O() (4.180)
dr = ST ’

where we introduced the super-operator L.
Example: Master equation for O = p(0) in Born and Markov approximation, cf.

Eq.(@.41)

Splt) = —ilHs. p(t)]

- > [Skap(t) — Dyp(t)Sk + p(t) Ex Sy, — Skp(t)Ek]-
p

It is important to realise that £, is a linear operator. We now assume that the system
has a basis of kets {|a)} and express the linearity of £, by writing the matrix elements

of L;O0(7),

a%<a|é(7)|ﬁ> (a|L,O(r Z/ dT'MO‘ﬁ (7, 7)(7|O(F)|8).  (4.181)
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with a time-dependent memory kernel as a fourth-order tensor M (7, 7’) that relates the
matrix elements of the system operator O at earlier times to its matrix elements of the
(time-evolved) system operator at later times.

Using A = |B)(«| in Cpa, we now have

C gyt T) = (alpps(7)|B),
%CB,\BMOA(tﬂ_) = d<04|PBt( )N8) = (a|Lrpp(T)|B)

- Z / dr' M2 (r, 7)1 p e (7)10)

- Z/o dr' M (7,7)C gy ) (8 7) (4.182)
6

Introducing

ko= (af), 1=(9)

Ay = IB)al, M (7)) = My(r, ), (4.183)
we convert the tensor equation into a vector equation,
d
d—CB A, (t,7) Z/ dr’' My (1, 7")Cp,a, (t, ") (4.184)

which can be written in compact form using the vector of operators,

Aq
Ao

A=l . |. (4.185)
Ay

In vector and matrix notation, we thus obtain the quantum regression theorem ,

d T

d—(B(t)A(t +7)) = / dr'M(r, 7 )(B(t)A(t +7')), 7>0. (4.186)
T 0 -

So far, we have not made use of the Markov approximation. E It turns out, however,
that this results really only holds for Markovian Master equations. Within the Markov
approximation, one then has a simple time-local differential (tensor) equation instead of
an integro-differential (tensor) equation:

0

5-(al0(7)|8) = (a|£-O(r ZM‘”ﬁ (0 (r)16) (4.187)

3 The first derivation of the quantum regression theorem has been given by Melvin Lax, Phys. Rev.
129, 2342 (1963). He emphasises that the only approximation one needs is the factorisation (in our
notation x(t) = p(t)Ro, Born approximation). In the ‘Note added in proof’ in his paper he states that
the derivation therefore is correct even for non-Markovian systems.
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This then leads is to the usual form of the quantum regression theorem as discussed in
many textbooks;

%(B(t)A(t—FT» = M(BW)A(t+7), 7>0. (4188)

The correlation function thus obeys the same equation of motion (it has the same matrix
M) as the expectation value (a|O(7)|B). For 7 < 0, the derivation of the quantum
regression theorem is analogous to the case 7 > 0.

4.6.2 Die Wartezeitenverteilung

Wir kommen jetzt noch einmal auf die Zerlegung Gl. ([L73]) der Mastergleichung (hier
ohne Zahlfelder)

M
p o= Lp=Lop+Tp, T=D Trp (4.189)
k=1

mit M Sprungoperatoren J zuriick, die zu einer Zeitentwicklung
p(t) = €'p(0) (4.190)

0 t to
+ Z/o dtn.../o dtleﬁo(tft”)jeﬁo(tn*t”‘l)jeﬁo(t"‘l7t"‘2)...eﬁo(trtl)jeﬁotlp(())
n=1

fithrt, in der Quantenspriinge (beschrieben durch Jump-Superoperatoren Jj) eine nicht-
unitére Zeitentwicklung (beschrieben durch eﬁo(tiﬂ*ti)) unterbrechen. Diese Zerlegung
ist nicht eindeutig - sie hiangt von der Wahl Aufspaltung des Gesamt-Liouvillians ab.
Man kann sich z.B. bei einer Messung nur fiir einen der M Sprungtypen interessieren,
z.B. J1, was dann zur selben Mastergleichung

p = Lhp+Tip (4.191)

fithrt, die aber ein anderes Wechselwirkungsbild (‘unravelling’) induziert.

Wir fragen jetzt nach der Wahrscheinlichkeitsverteilung wy(7) der Zeitintervalle
zwischen zwei Quantenspriingen vom Typ [ (zuerst) und vom Typ k (danach) im stati-
ondren Zustand py der Mastergleichung, d.h. ein Zustand mit Lpg = 0. @ Beispielsweise
kann es sich um die Zeit zwischen zwei Photonen-Emissionen handeln. Der Zustand
entwickelt sich nach zwei solcher Spriingen geméf

po — Jke“" Tipo, (4.192)

und wir setzen die Wahrscheinlichkeitsverteilung wy(7) deshalb proportional zur Spur
tiber diese Grofle an, da uns die internen Freiheitsgrade des Systems nicht interessieren;

4 vgl. T. Brandes, Ann. Phys. (Berlin) 17, 477 (2008).
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TrJre ™" Jipo

7 s Il = Tr%po. (4193)
l

wkl(T) =

Der Faktor mit dem Strom I; = TrJ;pg ist hier so gewéhlt, dass eine sinnvolle Normie-
rungsbedingung erfiillt wird. Um das einzusehen, erinnern wir uns noch einmal an unsere
Super-Bra-Ket-Notation;

p)) = (p11,p22, s PNN, Sp12, RP12, oy §RpNN_1)T, Dichtematrix als Vektor
|0)) = po, Lpo=0, Stationdrer Zustand
((0] = (1,1,..1,0,0...0), Zeilenvektor fiir Normierung

((0]0)) = 1, Normierung des stationiren Zustands. (4.194)

Wir betrachten wieder unser Standard-Beispiel des Single-Level-Dots im Grenzfall un-
endlicher Spannung;

Gl = o i =np e=( E SR ) )

wobei wir hier nur die Diagonalmatrixelemente pg 1 der Dichtematrix betrachten, da die
Kohérenzen entkoppeln, vgl. Gl. (£71]). Die Sprung-Superoperatoren sind

= (o &) =IRIRL IR} = (L0, (RI=0.Tn) (1190

o= <p0L 8>=!L>><<i\7 L) =(0,1)T, (L] =(T1,0). (4.197)

Wir haben sie hierbei als dyadisches Produkt eines Spaltenvektors (Super-Ket) mit einem
Zeilenvektor (Super-Bra) geschrieben. Dadurch wird auch die Interpretation der Sprung-
Superoperatoren klar: es gilt z.B.

e () =1yl (10 ) = Canim) (4199

™
der Wahrscheinlichkeit I'gry pro Zeit.
Allgemein schreiben wir die Sprung-Superoperatoren in Gl. ([£I89) jetzt in der Form

Tr = kN (k|, k=1,.., M, (4.199)

Aus dem Zustand < "0 ) wird der Leer-Zustand des Dots |R)) = < (1) >, nidmlich mit

so dass die |k)) System-‘Zustinde’ nach dem Sprung vom Typ k sind. [ Tm obigen Beispiel

5 Allgemein kénnen wir einen Sprung-Superoperator fquupJ;ﬂ aus der Lindblad-Form einer Master-
gleichung durch Einschieben der Systembasis-Eins als

k) = [n)(ml, ((klp = 7 Y (nlJuln’) (0 |p|m’) (m|.T{ m) (4.200)
schreiben. Dabei wird die Dichtematrix also in der System-Basis {|n)} also in alle Eintrige (auch Aus-

serdiagonalelemente) zerlegt. Insbesondere ist ((k|k)) = 7, (n|Ju|n)(m|J}|m) = 0, denn Quantenspriinge
sollten Ubergéngen zwischen verschiedenen Systemzusténden entsprechen.
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entspricht z.B. k =1 = R, k = 2 = L. Fiir die Wartezeitenverteilung wy;(7) gilt dann

(RIS 0 _ 7 gor
o= W) (4.201)

d.h. die stationren Stréme I; = ((I|0)) kiirzen sich gerade weg und es bleibt das Matri-
xelement der Nichtsprung-Zeitentwicklung im Liouvilleraum.
Jetzt definieren wir den Super-Operator W(z) als Laplace-Transformierte von e~07 7,

wg (1) =

Wi(z) = (2 = Lo) "' T, (4.202)
wodurch die Laplace-Transformierte von wy(z) als

o Tr T Wi(z)po - 1
wkl z = dte ztwkl t)y=—— = ((k|(z — [,0 l 4.203
@ = (1) = ol (= L)) (420)
geschrieben werden kann. Fiir jeden anfinglichen Sprung vom Typ [ muss die Warte-
zeitenverteilung wy;(7) bei Summation iiber alle folgenden Spriinge vom Typ k sowie
Integration iiber alle Zeiten 7 > 0 insgesamt Eins ergeben. Diese Normierung folgt in
der Tat aus

/OOdTZwkl(T) = ) dp(0)
0 k i

_ {OL ~ £o)£5 " A0) _ ({O1A0)) _
- 191 0 T/ Ill =1.  (4.204)

Hierbei haben wir benutzt, das ((0| linker Eigenvektor des gesamten Liouvillians £ ist,
(0|£ = 0, was gerade die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit zum Ausdruck bringt.

AUFGABE: Wir betrachten wieder den Single-Level-Dot im Grenzfall unendlicher
Spannung;

2100 = L. = £=( 10 T8

> = Lo+ Jr, (4.205)
wobei in der Zerlegung hier nur die rechtsseitigen Spriinge beobachtet werden und Jgr
wieder durch Gl. (£I96]) gegeben ist. Leite das Ergebnis fiir die entsprechende Warte-
zeitenverteilung wg(7) zwischen zwei rechtsseitigen Spriingen her,

—I'pr —I'rt

e — €

_ 4.206

U)R(T) = FRPL

Interpretiere dieses Ergebnis. Hinweis: Berechne zunéchst wg(z).
AUFGABE: Consider the damped oscillator with creator af,

Ve

po= (Lot e+ Ta)p=—ilwala,p] - <aTap + pala — 2apaT>

% (aan + paa’ — 2ana) ) (4.207)
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where J.p = veapa’. Calculate the waiting time distribution for photon emissions,

TrJ.e07 7,
Wee(T) = W (4.208)
e

for a thermal state pg.

4.6.3 Die ¢®?(7)-Funktion

Statt der Verteilung wy;(7) der Zeiten zwischen zwei Spriingen (ohne dass dazwischen
irgendwelche anderen Spriinge stattfinden), kénnen wir auch nach der Verteilung g,(j) (1)
der Zeiten zwischen zwei Spriingen fragen, wobei jetzt im Zeit-Intervall zwischen den zwei
Spriingen [ und k auch beliebige andere Spriinge stattfinden diirfen sollen. In Analogie

70 Wiy (1) o< TrJpe 0T Jipo definieren wir daher

g7 (7) o< TrTke " Tipo, (4.209)

wobei jetzt statt des Nicht-Sprung Propagators 7 der volle Propagator e~” der Mas-
tergleichung zwischen den Sprung-Superoperatoren steht. Im Folgenden betrachten wir
eine Zerlegung der Mastergleichung als

p = Lp=Lop+ Tp, (4.210)

ohne den Sprung-Superoperator J weiter zu zerlegen. Wir kénnen uns z.B. eine Messung
vorstellen, bei der nur ein Typ von Quantenspriingen (z.B. die spontane Emission von
Photonen, Tunneln eines Elektrons aus einem Quantendot in eine bestimmte Zuleitung
hinein) beobachtet wird. Dann definieren wir

Hierbei ist die Normierung so gewihlt, dass eine direkte Analogie zu der Korrelations-
funktion ¢ (1) der elektrischen Feldkomponenten in der Quantenoptik hergestellt wer-
den kann (CARMICHAEL). M Eine (etwas ungenaue) erste Quantifizierung der ‘Dichte’
der aufeinanderfolgenden Quantenspriinge besteht in einer Klassifikation von Verteilun-
gen ¢ (1) gemisB (1 > 0)

dP () < ¢?(0), gebiindelte Spriinge (‘bunching’ ) (4.212)
dP ) > ¢?(0), entbiindelte Spriinge (‘antibunching’ ). (4.213)

Biindelung (bunching) entspricht also einer erhohten Wahrscheinlichkeit fiir sehr schnell
(evtl. sofort) aufeinanderfolgenden Quantenspriinge. Umgekehrt ist bei antibunching die

6 vgl. auch C. Emary, C. Péltl, A. Carmele, J. Kabuss, A. Knorr, und T. Brandes; Phys. Rev. 85,
165417 (2012).



4. Die Mastergleichung 105

Wahrscheinlichkeit fiir sehr schnell aufeinanderfolgenden Quantenspriinge geringer als
die fiir zeitlich etwas weiter auseinanderliegende Spriinge.

AUFGABE: Betrachte eine Zerlegung der Mastergleichung p = Lgp + Jp, wobei
der Sprungoperator eine einfache dyadische Form J = |1)){((1| haben soll (d.h. bei
Anwendung von J auf einen Zustand |p)) landet das System immer im selben Zustand
|1)) unabhéngig von |p))). Zeige, dass dann im Laplace-Raum der Zusammenhang

5(2)(,
i(z) = 159 (2)

=—— =T 4.214
1 + IQ(Q) (Z) ) fjpo ( )

zwischen der Wartezeitenverteilung und der ¢(®)-Funktion besteht.



5. DAS FLUKTUATIONSTHEOREM

Die Theorie der Quantensysteme im Nichtgleichgewicht beinhaltet ein grosse Fiille un-
terschiedlicher Néherungsverfahren (Greensche Funktionen, Mastergleichungen etc.), die
jeweils relativ spezifischen Problemen angepafit sind. Trotz der hohen Komplexitét der
Nichtgleichgewichts-Physik gibt es einige exakte Aussagen und Theoreme, die sich auf
die vielleicht elemenarste aller Symmetrien zuriickfithren lassen, ndmlich die Zeitumkeh-
rinvarianz der vollen mikroskopischen Bewegungsgleichungen.

5.1 Zeitumkehr

Die Zeitumkehr wird manchmal schon in QM I diskutiert. Sie ist ein Spezialfall der von
E. Wigner eingefithrten Symmetrien in der Quantenmechanik.

5.1.1 Zeitumkehroperator 6

Die Schrédingergleichung

P ) = HR ), () = e ) (5.1)

kann auch als
;0 U(—t)) = H|W (-t 5.2
— a5 [U(=1)) = H[¥(-1)) (5.2)

geschrieben werden. Hierbei ist | (—t)) aber noch derselbe Zustand, bloss zu Zeiten —t.
Wir kénnen aber auch einen neuen Zustand

(1) = 010 (1)) (53)
definieren (MERZBACHER), der unter der Voraussetzung
0(—i) =i, 6*=1, Zeitumkehroperator 6 (5.4)
wieder zu einer Zeitentwicklung mit der Schrédingergleichung
.0
i5;1%e(=t)) = Hy|Ps(~1)), Hp=0H0O (5.5)

mit transformiertem Hamiltonian Hy fithrt. Mit ¢t — —t also
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Fig. 5.1: Zeitumkehr: a) Schematisch fiir die Zeitentwicklung eines Phasenfaktors e mit ‘Ener-

0

gie E’. 0 ist der Zeitumkehroperator. b) Zeitentwicklung mit der Schrédingergleichung.

(1)) = Hg|Wg(t)), [¥g(t)) = 0" |Wy(0)),

Hg =0H0

(5.6)
Wir haben also ein ‘kommutatives Diagramm’ (SKIZZE) fiir die Zeitentwicklung von
|¥) vorwirts, dann Anwenden von 6, dann ‘zuriick’ zu |Wy(0)), und schliesslich wieder
Anwendung von 6.

Fiir die einfache SG in Ortsdarstellung

2 2
i%\l’(r,t) - (;’—m n V(r)> We,t), —il

—i W (r 1) = (;’—m + V(r)> U (r,t)  (5.7)

ist also offensichtlich die Wellenfunktion zum Ket [¥y(¢)) in Ortsdarstellung

(r|Wy(t)) = ¥*(r,1), (5.8)

wie wir durch Konjugiert-Komplexnehmen der SG sehen, und zwar wieder unter der
Voraussetzung

0p%0 = p?, Orf =r.

(5.9)

Die Zustidnde |¥) und |¥y) sind also zwei verschiedene Zusténde (linear unabhéngig!)

Wir definieren jetzt
Definition Der Zeitumkehroperator 6 ist ein anti-unitirer, anti-linearer Operator mit
OAD) + p|®)) = A"0|V) + 0] @),

(0D|0T) = (D|T)*. (5.10)
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Fiir Einteilchen-Operatoren in der Schrodingergleichung gilt
0pd = —p, Orf=r. (5.11)
Bei Zeitumkehr dndert sich weiterhin das Vorzeichen eines Magnetfeldes
fB6 = —B. (5.12)

Das Verhalten von Spinoperatoren und Spinoren (Spin-Wellenfunktionen) bei Zeitum-
kehr ist etwas komplizierter (MERZBACHER, LANDAU/LIFTSHITZ). Weitere The-
men hier sind die Zeitumkehr fiir Operatoren in zweiter Quantisierung, Zeitumkehr in
der relativistischen QM, etc.

5.1.2 Zeitabhingiger Hamiltonian

Wir betrachten jetzt eine Zeitentwicklung U(¢,0) mit zeitabhéngigen Hamiltonians
H(t), 0<t<T (5.13)

im Zeitintervall [0,7"]. Wir konnen U(¢,0) approximieren durch eine Sequenz von Zeit-
entwicklern mit jeweils konstantem Hamiltonian;

. . . . T
Ulty,0) ~ e tHnAto=iln1 At o=iiAt—iHoAL Ay — > (5.14)
wobei hier am Schluss der Limes N — oo genommen werden soll. Die Zeit t,, entspricht
t, die Zeit ty entspricht T, also z.B.
. . . . T
Ulty,0) x e HHNAL =N AL o—iH1 AL —iHOAL - Ay = N (5.15)
Jetzt soll eine weitere Zeitentwicklung Ug (T, 0) betrachtet werden, in der die Sequenz
der Zeitentwickler genau riickwérts durchlaufen wird, und zwar angefangen mit dem
zeitumgekehrten Hamiltonian Hyp(7T) bis zum zeitumgekehrten Hamiltonian Hy(0). In
diskreter Version also

Unltn,0) a e iHooAtg=itoaAt | =iflgx—1At—iHon At
geitoAL i AL iHy 1At il Aty (5.16)
Im Limes N — oo also
Ur(T,0) = 0UT(T,0)4. (5.17)

Wir haben also eine interessante Interpretation der ansonsten trivialen Gleichung py =
po, umgeschrieben als

0 po 0 = Ug(T,0)0U(T,0)poU"(T,0)0U}(T,0)
~—~
=pr(T) p(T)=pr(0)
~ pr(T) = UY(T,0)pr(0)U(T,0). (5.18)
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Das verallgemeinert die Riickwérts-Zeitentwicklung der einfachen SG fiir zeitunabhéngige
Hamiltonians,

|B(0)) = HTUT(T, 0)|W(T)), (5.19)

auf Dichtematrizen und zeitabhéngige Hamiltonians.

5.1.3 Zweipunktmessungen

Wir betrachten zunéchst die Vorwérts-Zeitentwicklung und fragen nach der Wahrschein-
lichkeitsverteilung Plar, ap| H fiir die Messwerte ag und ap einer Observablen A zur Zeit
t = 0 und zur Zeit ¢ = T. Nach dem von-Neumann-Postulat ist diese Wahrscheinlich-
keitsverteilung fiir projektive Messungen durch

Plar, ao] = Tr (PaT U(T,0) Py po oy U (T, o)ﬁaT> (5.20)

gegeben, wobei P, der Projektor auf den Unterraum zum gemessenen Eigenwert a der
Observablen A ist: Die erste Messung projiziert auf den Unterraum zu ag, dann erfolgt
eine unitire Zeitentwicklung, und schliesslich erfolgt eine weitere Projektion auf den
Unterraum zu ap. Wir schreiben die Projektoren explizit in einer Basisentwicklung als

Pog =) lavi{acil,  Fap =) larj){aril, (5.21)
i i

Die Basis |api) soll den Anfangszustand py diagonalisieren. Dann haben wir

Plar,ag] = T3 (larj){ard[U(T,0)laoi) (aoilpolaoi) (a0l U (T, 0)ar ") (o
ijj'
= 3" Plarjsaoil,  Plarg;api) = {ari[U(T, 0) agi)|*{aoilpolacd). (5.22)
]

Jetzt betrachten wir die Riickwérts-Zeitentwicklung Gl. (.18,

pr(T) = OUR(T, 0)0pr(0)0U (T, 0)0 (5.23)

und die Wahrscheinlichkeitsverteilung Pg[ag, ar| fiir die Messwerte ap bei der ersten
und ag bei der zweiten Messung, also auch in umgekehrter Reihenfolge. Wiederum wird
diese unitire Riickwirts-Zeitentwicklung von den zwei Projektionen unterbrochen, und
wir haben

Prlag, ar] = Tr <15a06UR(T, 0) Py, 0pr(0)0 Ly, UL(T, 0)915%) (5.24)
Wenn wir

[07 PCLT] =0 (5.25)

! M. Esposito, U. Harbola, S. Mukamel, Rev. Mod. Phys. 81, 1665 (2009).
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benutzen (DISKUTIEREN), ergibt sich mit Gl. (.17
Prlag, ar] = Tr (PagUN(T, 0) Pay pr(0) Pur U(T,0) By ) (5.26)
Analog schieben wir wieder eine Projektordarstellung wie in Gl. (5.21)) ein,
Pay = _laok)(akl, Pap =Y larl){arl], (5.27)
k !
Die Basis |arl) soll jetzt den Anfangszustand pr(0) der Riickentwicklung diagonalisieren;

Pglag,ar] = Tr > (ya0k><a0k\UT(T,O)yaTz><aszpR(0)yaTz><aszU(T, 0)\a0k>(a0k’\)
kk'l
= ZPR[aOk;aTl], Prlagk; arl] = [{apl|U(T, 0)|aok)|? (arl|pr(0)|arl). (5.28)
kl

Insbesondere wihlen wir jetzt die Basis fiir Vorwérts— und Riickwértsentwicklung so,
dass |apl) = |arj) (diagonalisiert pr(0)) und |agk) = |agi) (diagonalisiert p(0)). Dann
haben wir

Plarj;api] = [{arj|U(T,0)|aoi)
Pglagi;arj] = |[{apj|U(T,0)|agi)

?(aoi| polaod) (5.29)
(arjlpr(0)|arj).

Das Betragsquadrat ist in beiden Wahrscheinlichkeiten gleich und beschreibt gerade die
mikroskopische Reversibilitit der Zeitentwicklung zwischen Zusténden |agi) und |arj).
Der Unterschied der beiden Wahrscheinlichkeiten ist nur durch die jeweilige Anfangsbe-
dingung gegeben, d.h. durch die Diagonalelemente von py bzw. pr(0).

5.2 Fluktuationstheoreme

Aus der mikroskopischen Reversibilitdt folgen exakte Theoreme iiber Nichtgleichge-
wichtsprozesse, wenn auf die makroskopische Thermodynamik (z.B. Gibbs-Zustéinde)
Bezug genommen wird. 7

5.2.1 Fluktuationstheorem der Arbeit

Wir betrachten jetzt eine Zeitentwicklung im Intervall [0, 7] zwischen zwei thermischen
Zustidnden zur Zeit t =0und t =T,

p(0) = e FHO-F©) ) = (~BHT)-F(D)) (5.31)

mit den zugehorigen Freien Energien F'(0) = —% In Tre #H(0) und F(T) = —% In Tre AH(T),
Fiir die Vorwirtszeitentwicklung wird zunéchst p(0) durch thermischen Kontakt mit ei-
nem Bad prépariert, das zur Zeit t = 0 weggenommen wird, woraufthin die Energie Fj

2 M. Campisi, P. Hiinggi, P. Talkner; arXiv:1012.2268 (2011).
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des Systems gemessen wird. Dann erfolgt die Zeitentwicklung mit zeitabhéngigem Hamil-
tonian H (t) mit der zweiten Messung mit Ergebnis Er am Schluss der Zeitentwicklung
zur Zeit t = T'. Der Hamiltonian bleibt dann konstant H(7") und das System wird wie-
der thermalisiert. Der Anfangszustand der Riickwértsentwicklung ist dann p(7°), und die
Energie wird wieder zweimal hintereinander gemessen.

Wir definieren fiir dieses ‘Messprotokoll’ die Grofle

w = Ep—Ey, Arbeit (Vorwértsprozess) (5.32)
w = Ey— Ep, Arbeit (Riickwértsprozess) . (5.33)

als Energiedifferenz. Fiir die Arbeit im Sinne der Thermodynamik 1&8t sich ndmlich eine
quantenmechanische Observable nicht richtig definieren, insbesondere wenn man einen
zeitabhéngigen Hamiltonian hat. Dahingegen ist die Groéflie w durch das Messprotokoll
immer wohldefiniert. Weil das System im Intervall [0, 7' isoliert ist, d.h. nicht mit einem
Warmebad in Kontakt steht, ist nach dem ersten Hauptsatz

AU = AW + AQ = AW, (5.34)

die Anderung der inneren Energie ist also gerade die verrichtete Arbeit.

Wir kénnen nach der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(w) (und entsprechend pgr(w)
fiir den Riickprozess) fragen, um damit z.B. Mittelwerte oder Fluktuationen zu berech-
nen. Wir haben

pw) = > 8w~ (Br—Ey))>  PlBErj, Eoil

Er,Ey ij
= Y (w—(Er—Ey))Y_ (Erj|U(T,0)|Eoi)|*(Evilpo| Eoi)  (5.35)
Er,Eo ij
pr(w) = Y 8w~ (Ey— Er)) ) PrlEoi, Brj]
Er,Ey i
= Y d(w— (Eo— Er)) Y [(Erj|U(T,0)|Evi)|*(Erjlpr(0)| Brj)(5.36)
Er,Eo ij

Wir erkennen bereits, dass das zwei sehr dhnliche Ausdriicke sind. Statt pr(w) betrachten
wir pr(—w); dann sind die Delta-Funktionen gleich. Weiterhin durch Einsetzen

pw) = Y 8w (Br — Eo)) Y [(Erj|U(T,0)|Egi)|*e "= FO) (5.37)
Er,Ey ij

pr(—w) = > 8w —(Er—Ey)) Y [(Erj|U(T,0)|Eei)[e?Fr=FT) (5.38)
Er,Eo ij

Ganz wichtig ist hier, dass das Matrixelement der thermischen Zustédnde nur von der
makroskopischen Variable Energie (Ep bzw. Ep) und nicht von den mikroskopischen
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Zustédnden i bzw. j abhéngt. Wegen der Delta-Funktion mit w = (Ep — Ey) folgt insbe-
sondere

pr(-=w) = Y 8w~ (Br —Ey)) Y [(Erj|U(T,0)|Eyi)[?e P FomFD)
Er,Eo ij
= ¢ Pw=FM+EO) p(y), (5.39)
oder umgeschrieben
_plw) = PW=AF)  AF = F(T) — F(0), Tasaki-Crooks-Bezichung. (5.40)

pr(—w)

Wir erhalten also einen exakten Zusammenhang der Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir
Vorwirts— und Riickwirtsprozess, der nur die inverse Temperatur S und die Differenz
der Freien Energien AF des Anfangs— und Endzustands benutzt.

Aus der Tasaki-Crooks-Beziehung folgt durch Integration iiber w wegen der Normie-
rung von pr(w) sofort eine weitere wichtige Relation,

(e Pv) = /dwp(w)eﬁw = /dwa(—w) e PAE — o=BAF (5.41)
1

namlich die bereits frither entdeckte Bezichung

(e7PWy = ¢ PAF  Jarzynski-Beziehung. (5.42)

DISKUSSION:

e Ein analoges Fluktuationstheorem der Arbeit w kann auch fiir Systeme hergelei-
tet werden, die wihrend der Zeitentwicklung im thermischen Kontakt mit einem
Gleichgewichtsbad stehen.

e Anwendung findet das Fluktuationstheorem fiir die Arbeit fiir die Bestimmung
von Freien Energien z.B. von Molekiilen: man misst die Arbeit fiir Vorwérts- und
Riickwirtsprozess und bestimmt daraus die Differenzen der Freien Energien.

5.2.2 Austausch-Fluktuationstheorem

Wir betrachten jetzt einen zeitabhéngigen Hamiltonian

H(t) = Hl"eS + V(t)a Hres = Z Hon (543)

in dem Teilchenreservoire « iiber eine zeitabhéngige Wechselwirkung V' (¢) miteinander
gekoppelt sind. Ein Beispiel sind zwei Reservoire o = L, R, die iiber eine Tunnelbarriere
gekoppelt werden, die geoffnet und dann wieder geschlossen wird.
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Wir betrachten einen faktorisierenden Anfangszustand des Gesamtsystems
efﬁa(Ha*ﬂaNa)

A (5.44)

p(0) =JJra®@pv, pa=
(6%
mit groflkanonischen Gleichgewichtszustéinden der Reservoirs und einem Anfangszustand
py des Rest-Systems.
Zur Zeit t = 0 werden die Teilchenzahlen N, und Energien H, in den Reservoirs «
gleichzeitig gemessen, was moglich ist, wenn wir

[HOnHﬁ] = [NonHﬁ] = [NomNﬁ] =0 (5'45)

annehmen.
OFFENE FRAGE: Wie ist das fiir andere Observable wie Impuls oder Drehimpuls?
Eine entsprechende Messung erfolgt zur Zeit T' = 0. Dann haben wir wieder

Plarj; aoi] = [{arj|U(T, 0)]aoi)|*aoilpolaoi) (5.46)

fir die Wahrscheinlichkeit ag = {na,0, Ea,0} zur Zeit t = 0 sowie ar = {nq,1, Lo} zur
Zeit t =T zu messen, und zwar fiir einen Ubergang des Gesamtsystem vom Anfangszu-
stand ¢ zum Endzustand j. Entsprechend ist jetzt fiir die Riickwértsentwicklung

Pglagi;arj] = [arj|U(T,0)|aoi)*(arilpr(0)|ary), (5.47)
vgl. GL. (5:29). Wie beim Fluktuationstheorem der Arbeit betrachten wir jetzt wieder
p(Aa) = Y (Aa—(ar —a0)) Y [arj|U(T, 0)|aoi)|* pres(a0) (aoil pv laoi}5.48)
ao,Ar ij

wobei die Delta-Funktion und die Summe jetzt mehrdimensional sind;
0(Aa — (ap —ap)) = H&(AEQ — (Ea,r — Eap))0(Ang — (na, 7 — nay0)) (5.49)

e_ﬁoz (Ea,O_Mozna,O)

Z = Z Z Z ’ pres(GO)EH Z, (5'50)

ag,Ar @ Na,0Ma,T Ea,OEa,T [0

Fiir die Riickwirtsentwicklung soll jetzt wieder ein faktorisierender Zustand angenom-
men werden
e_ﬁoz(Ha_MaNa)

= (5.51)

pr(0) =[] pa @ pl,  pa=

«

sowie zwei Messungen mit den Ergebnissen ar (zuerst) und ap (danach). Dann ist

pr(—=Aa) = > §(—Aa—(ag—ar)) Y {arj|U(T,0)|aoi)|* pres(ar)(ar oy lazs)
ag,Ar ]
p(Aa) = Y §(Aa—(ar —a0)) Y [{ari|U(T,0)|aoi)|* pres(a0) {aoil pv |aoif5.52)

ao,Ap ij
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Ohne die Faktoren (arj|p| |arj), (aoi|pv|aoi) hitten wir wegen

6_605([EQ,T_AEQ}_Ma[na,T_AnozD
pres(a0) = pres(ar — Aa) =[] 7 (5.53)

«

= pres(ap) [ [ e+ nadne), (5.54)

«

und damit sofort wieder wie beim Fluktuationstheorem der Arbeit einen ‘universellen
Quotienten’ B

p({AE,, Any})
pR({_AEou _Ana}

) = Heﬁo‘(AEo‘_““A""‘), Austausch-FT. (5.55)
[

So wird das Austausch-Fluktuationstheorem normalerweise formuliert, wobei die Zustédnde

pv und py,, d.h. dynamische Freiheitsgrade der Kopplung V' zwischen den Reservoiren o

gar nicht berticksichtigt werden. Physikalisch kann man argumentieren, dass zumindest

fiir lange Zeiten T solche ‘System-Anfangsbedingungen’ keine Rolle spielen sollten.
Alternativ konnen wir fordern, dass

{ap — Aa,ilpylar — Aa, i)
{arjlpy larj)

=f(Aa) (5.56)

nur eine Funktion von Aa sein soll: dann erscheint f(Aa) als zusétzlicher Faktor auf der
rechten Seite von Gl. (5.53)).

5.3 Fluktuationstheorem und Z3hlstatistik

Als erste Anwendung betrachten wir die Zahlstatistik wechselwirkungsfreier Fermionen
im elastischen Transport (elastische Streuung) zwischen zwei Reservoiren L und R, die
durch eine Streuregion miteinander verbunden sind (Zwei- Terminal-Messung). In diesem
Fall ist in Gl. (5.55]) AE, = 0, und das Austausch-Fluktuationstheorem lautet fiir gleiche
Temperaturen 81, = Br

Lﬂab): [ e Puetne. (5.57)

pr{=dngh) — AL

In der Tat 148t sich das noch vereinfachen wegen

Ang = —Anp =n. (5.58)
Wir haben also
) P(n,t) _
1 ) — Blur—pr)n )
tggo FR(—TL,t) ¢ (5 59)

3 D. Andrieux, P. Gaspard, T. Monnai, S. Tasaki, New J. Phys. 11, 043014 (2009).
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mit der Wahrscheinlichkeit P(n,t), dass nach der Zeit ¢ in einem Reservoir (z.B. in R)
n zusétzliche Fermionen gemessen wurden.

Aus dieser Formel folgt eine Symmetrie der momentenerzeugenden Funktion g ()
und der kumulantenerzeugende Funktion (CGF)

e}

Gat)=Inga(t) =In > " P(n,1), (5.60)

n=—oo

Gl. (390), Gl. (B11I0). Hierzu schreiben wir
Z ei)‘"P(n, t) = Z ei)‘"PR(—n, t)eﬁ(“L*“F‘)”
n n

= Ze*“‘”PR(n,t)efﬁ(“L*“R)", t — 0. (5.61)
n

Daraus folgt fiir die durch die Zeit ¢ dividierten CGF (vorwirts und riickwiérts)

o0

s 1 iAN
Sm(A) = lim —n > € Pgy(n,t) (5.62)
die Symmetriebeziehung
S(A) = Sr(=A +iB(uL — pr))- (5.63)

5.3.1 Levitov-Lesovik-Formel

Wir erhalten das Ergebnis Gl. (5.59]) auch direkt aus der Levitov-Lesovik-Formel Gl. (8.145])
fiir die Z&hlstatistik wechselwirkungsfreier Fermionen zwischen zwei Reservoiren L und
R, d.h. der kumulantenerzeugende Funktion (CGF)

o0

Gr(t)=Inga(t)=In > e P(n,t), (5.64)
n=—o00
Gl (390), Gl. (3I110) mit der Wahrscheinlichkeit P(n,t), Gl. (8.80]), das nach der Zeit ¢
in einem Reservoir (z.B. in R) n zusétzliche Fermionen gemessen wurden. Die Levitov-
Lesovik-Formel gibt fiir lange Zeiten den expliziten Ausdruck

S(A) = lim 1g>\(z€) = /00 ;l—:ln(l + T'(w)ha(w)) (5.65)

t—oo t o
hw) = (=11~ fr@)frw) + (™ = 1)1 - frw))frw), (5.66)
den wir oben abgeleitet hatten.
Die Funktion h)(w) erfiillt nun eine Symmetrie, die aus den Fermifunktionen f,(w) =
(ePlw=ra) 1 1)1 (mit a =L,R) folgt: Es gilt namlich

1 eflemm) —iA—B(pL—pR)

Fo(@) (= fr(w)e 7Pt = o e
= fr(w)(d - fr(w)e ?, (5.67)
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und damit durch Ersetzen von A — —\ + 8V in Gl. (5.65)

ha(w) = hoxyigev(w), €V =pL —pr (5.68)

mit der Spannung eV = u;, — ur (Elementarladung e wieder eingesetzt). Daraus folgt
fiir die Funktion S(\) die exakte Symmetrie

S\) =S(=A+ipeV), eV =pur — pg. (5.69)

Wir beachten, dass wir hier nicht zwischen dem ‘vorwirts’” & und dem ‘riickwérts’ Sg
unterschieden haben. Die Zeitentwicklung soll in beide Richtungen mit demselben Ha-
miltonian ablaufen, insbesondere ist also hier zunéchst kein Magnetfeld B zugelassen
(vgl. weiter unten).

Die Symmetrie von S(\) iibertrigt sich damit auch auf die momentenerzeugende
Funktion g)(¢) im Langzeit-Limes. Fiir die Wahrscheinlichkeiten P(n,t) bedeutet das
umgekehrt wiederum (t — o0)

. 1 T _idn _ 1 " —iAn tS(\)
P(n,t) = 5 77Td)\e ga(t) = 5 /Wd)\e e
1 /7 A A
= o de~ A tSEAIBY) — [N — X 4 iBeV]
—T
1 w+iBeV . ,
= 5 e AN e tSN)efeVn — p(_p t)efeVn, (5.70)
—7m+ife

Das letzte Integral ist hierbei nach oben in die komplexe Ebene verschoben. Wir kénnen
dann eine geschlossene Integrationskurve definieren, wobei sich wegen der 27-Periodizitét
von S(\) = S(N +27k) die Beitriige auf den zwei senkrechten Stiicken wegheben. Unter
der Annahme, dass ¢*\') analytisch ist (CHECK), ist nach dem Cauchy-Integralsatz
das gesamte Wegintegral Null, und das verschobene Integral ist mit dem unverschobenen
identisch (SKIZZE [J). Es gilt also das Austausch-Fluktuationstheorem im stationéren
Langzeit-Limes,

. P(nvt) __ _BeVn

5.3.2 Kumulanten von P(n,t)

Jetzt diskutieren wir die Kumulanten der Z&hlstatistik P(n,t). Die k-te Kumulante ¢y (t)
ist als k-te Ableitung der CGF nach dem Zéhlfeld A\ definiert,

o
O(iN)k

cr(t)

G(t) (5.72)

A=0

Fiir lange Zeiten ¢ sind wegen G, (t) o< tS(\) alle Kumulanten linear in ¢. Man definiert
deshalb die Kumulanten des Stroms

*vgl. SKRIPT G. SCHALLER.




5. Das Fluktuationstheorem 117

w0 = g L | =Py =
= D), (5.74)

wobei (I) der stationdre Strom durch das System ist. Also ist
(1) = (1) (5.75)
Die zweite Kumulante ist die Varianz der Verteilung P(n,t),
er(t) = (2 — ()2, (5.76)
Sie kann mit dem Rauschspektrum des Stroms in Verbindung gebracht werden:
Satz 7 (MacDonald-Formel). Sei

Cnnlt) = 3 (010) + 110 ~ (F0)%, (1) = %N(t) (5.77)

die symmetrisierte Korrelationsfunktion des Stromoperators I (t) im stationdren Zustand
und

S[[(w) = /oo dteiwtC[[(t) (5.78)

—0o0

deren Fouriertransformierte. Dann gilt die MacDonald-Formel

dt [w sin wt 4 1 cos wt] e_”ti [<n2>t —(n)7].

dt

Zum Beweis der MacDonald-Formel siehe [. Insbesondere folgt als Lemma der Zu-
sammenhang zwischen der Varianz ca(t) der Zahlstatistik und dem Spektrum der Strom-
fluktuationen,

5 sieche z.B. C. Flindt, T. Novotny, A.-P. Jauho, Physica E 29, 411 (2005), oder N. Lambert, R.
Aguado, T. Brandes, Phys. Rev. B 75, 045340 (2007).
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5.4 Onsager-Relationen

Aus dem Austausch-Fluktuationstheorem Gl. (5.55]) kénnen nun weitere Relationen ab-
geleitet werden, die z.B. Symmetrien von Transportkoeffizienten beschreiben. Solche
Symmetriebetrachtungen haben eine lange Geschichte und gehen auf Onsager (1931)
zuriick, vgl. auch LANDAU/LIFSHITZ Bd. 5, §120. Wir beginnen mit einer ‘modernen’
Herleitung aus dem Fluktuationstheorem fiir eine CGF, wenden uns dann nochmals der
(Quanten-)Theorie der linearen Antwort zu, und kommen dann auf eine mehr thermo-
dynamische Sichtweise zu sprechen.

5.4.1 Zwei-Terminal-Messung

Wir beginnen wieder mit dem Transport von Fermionen in einer Zwei-Terminal-Messung

und der durch die Zeit ¢ dividierten CGF Gl. (5.63)),
S(A) =Sgp(=A+iA), A=pP(pr —pr), ‘Affinitat’. (5.81)
Es ist niitzlich, (anti-)symmetrisierte grofien einzufiithren g,
S:(N) =8S(\) £Sr(A) ~ S£(A) = £S£ (=X +iA). (5.82)
Wir entwickeln die k-te Stromkumulante Gl. (5.73)) in eine Potenzreihe der Affinitét A,

.Al
Z LFZ T (5.83)

(1) = 5™

mit Koeffizienten Lf , die wir als Transportkoeffizienten interpretieren werden. Die CGF
148t sich umgekehrt durch die Kumulanten ausdriicken;

i k i k gl
s =3 Oy =32 LA L (5.8)
k

k

Entsprechend geht das fiir Sy (), d.h.

iNFAL
S+(A) = Z ( k)'l' Ly ) Li:t = Lj + L} (R), (5.85)

wobei LF(R) den Transportkoeffizienten zu Sg(\) bezeichnet, der zum zeitumgekehrten
Hamiltonian Hy gehort.

Aus der Fluktuationsrelation Gl. (5.82)) fiir die CGF koénnen nun Beziehungen zwi-
schen den Transportkoeffizienten hergeleitet werden. Dazu vergleichen wir die Taylorrei-
hen

S:(A) = £Si(—A+iA) ~

(INkAL (—iX — Ak AL
Zik!l! Lt = iz o Li. (5.86)
k

6 K. Saito, Y. Utsumi, Phys. Rev. B 78, 115429 (2008).
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Term fiir Term. Fiir die Ordnung O(AA) haben wir auf der linken Seite beispielsweise
von k =1, 1 =1 den Term (iA)AL{ . , wihrend auf der rechten Seite

i&ﬂ—AMﬁ¢+%FV+wﬁ+ﬁﬂh (5.87)
steht. Dieser Vergleich liefert also
Liy=+[-LiL+L§,], (5.88)
was sofort auf
L5 =0, 2L}, =1Lj, (5.89)

fithrt. Die erste dieser Relationen besagt

L: = L%(R), Symmetrie der Gleichgewichtsfluktuationen. (5.90)

Der Koeffizient L = ((I?))v—o beschreibt ja nichts anderes als die thermischen Fluk-
tuationen, also die Gleichgewichtsfluktuationen des Stroms bei Spannung V' = 0. Diese
Fluktuationen sind also z.B. symmetrisch bei Umkehrung eines dufleren Magnetfeldes
B — —B.

Als niichstes betrachten wir die Ordnung O(\°.A?%), also k = 0, [ = 2 mit dem Term
L%i auf der linken Seite. Vergleich mit der rechten Seite ergibt

1 1 1
ng,ﬂ: == :l: EL(Q),:E - L%,:I: + 5[/%7:& . (591)
Allerdings ist fiir alle [

L?,i’ wegen Sy (A=0)=0 (5.92)

wegen S(A) = limyo0 7 InY", P(n,t)e*™ und der Normierung der Verteilung P(n,t).
Mit Lg,f haben wir dann also

Li, =0, Onsager-Casimir-Beziehung. (5.93)

Diese sehr knappe Formel ist tatséchlich eine Beziehung zwischen Transportkoeffizienten.
Wenn wir z.B. ein Magnetfeld B explizit indizieren, lautet sie

Li(B) = Li(-B), (5.94)

d.h. bei der Zwei-Terminal-Messung sind die linearen Transportkoeffizienten symme-
trisch mit dem Magnetfeld B.

Schliefflich konnen wir Li_ = 0 und La_ = 0 mit QL%’ L= La n kombinieren, was
auf
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1
Li= §L%’ Fluktuations-Dissipationstheorem (5.95)

fiihrt: der lineare Transportkoeffizient L1 148t sich durch die Gleichgewichtsfluktuationen
Lg ausdriicken.

Die grofie Stérke des Fluktuationstheorems in seiner Form Gl. (5.81), S(\) = Sr(—A+
iA), besteht nun in der Moglichkeit, auch fiir hohere Transportkoeffizienten exakte Re-
lationen herzuleiten, die dann experimentell getestet werden kénnen, und zwar einfach
durch vergleich der hoheren Terme der Taylorentwicklung Gl. (5.86]). Saito und Utsumi
geben z.B.

1
L%77 = _L%77 = 6 077

. (5.96)

und weitere dhnliche Relationen an.

5.4.2 Gekoppelte Transportprozesse

Wir betrachten eine Situation mit Zahlfeldern A\; und Ao fiir zwei Transportprozessen
mit zwei Stromen 17 und Iy, z.B. zwei unabhéngigen Teilchenstrémen, die an zwei Termi-
nals einer Multiterminal-Geometrie gemessen werden, oder einem Teilchen- und einem
Wirmestrom. Die CGF héngt jetzt von den zwei Zahlfeldern A1 und Ay ab, und die
entsprechend (anti)-symmetrisierten CGF erfiillen ganz analog zu oben

Sj:()\l, )\2) = :ES:E(—)\l +iA1, — Ao + Z.Ag) (5.97)

Wieder analog zu oben vergleichen wir die entsprechenden Taylorentwicklungen der
Transportkoeffizienten

B Hlitla <<I{QI§2>>(R)

Ly = 5.98
l1l2;(R) 8./4[118./4!22 ( )
Wir haben
k k k ko Ali g4l
Z kﬂkz'll'lg 11112? (1A1)™ (1A2)™ AT A
kikalilo
B ; ki(_, ka gl1 gl
B Z kllkzlllllz Lllllgf:t(_Z)\l - “41) 1(_2)‘2 - -/42) 2-’411./422- (599)
kikalylo

Durch Vergleich der O(.A;.A2) sowie der O(A1.A2) haben wir
0=)LY: = *(Loox — Lov+ — Liox) (5.100)
Loty = E(=Lojs + Loow) ~ Loo— =0, Lggy = 2Lgly,  (5.101)

" K. Saito, Y. Utsumi, Phys. Rev. B 78, 115429 (2008).
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was in der ersten der Gleichungen zu
Lot = L6, Loty = Loy (5.102)

und damit durch Addition zur kreuzweisen Relation der ersten Kumulanten, d.h. der
Strome

1 Ir)_
LY(B) = af?_jliB = a<(3i>11 B = %(—B), Onsager-Casimir-Relation. (5.103)

fiihrt. Hier haben wir wieder explizit das Magnetfeld B bzw. —B angezeigt.
Entsprechend der Diskussion oben kénnen auch in diesem Fall wieder hohere Re-

lationen abgeleitet werden, vgl. die Arbeit von SAITO/UTSUMI. Wir diskutieren die

physikalische Bedeutung solcher kreuzweisen Relationen in den néchsten Abschnitten:

5.4.3 Korrelationsfunktionen

Die mikroskopische Zeitumkehrinvarianz fithrt auch bei den Korrelationsfunktionen in
der Theorie der Linearen Antwort zu Symmetrien z.B. fiir den Tensor der elektrischen
Leitfihigkeit oqp(r,r’;w), Gl (ZI100).

Wir betrachten nochmals den Zeitumkehroperator 6,

OANT) + pul®@)) = AOW) +p"0[®), (,¢) = (04,09), (5.104)

wo wir jetzt das Skalarprodukt (.,.) im Hilbertraum explizit ausgeschrieben haben. Wir
definieren den adjungierten 61 iiber

(6, 07) = (09, 9)" = (¢,09), (5.105)
was konsistent ist mit
(6,9) = (09, 0¢) = (6,6100) = (6,) (5.106)
unter der Bedingung
00" =076 = 1. (5.107)

Im Folgenden bendétigen wir die Spurbildung, fiir die gilt
TrA = Tro AT, (5.108)
Das sehen wir durch

TeA = Y (b, Adn) = Y _(0T0AT0106,,6,) =D (060, 0AT0106,), (5.109)

n n n

da mit ¢,, auch 6¢,, eine Basis ist.
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Wir betrachten jetzt Korrelationsfunktionen im Gleichgewicht vom Typ
Cap(t) = (A(t)B) = Trp(H)e'Ht Ae™ ' B = (AB(—t)). (5.110)

Im letzten Schritt haben wir hier schon ausgenutzt, dass im Gleichgewicht die Dichte-
matrix p(H) mit der Zeitentwicklung e**? vertauscht. Jetzt benutzen wir Gl. (5.I08)
und finden (beachte H = HT)

Cap(t) = TrGBTethATe*Z’Htp(H)HT:TngefiH*’tAgeiH‘)tp(H@)
(BJAY(—t)) = (BJ(t)A)), (5.111)

also die Symmetrie

Can(t) = Cpy s (0). (5.112)
Die Spur wird hierbei in Cpt ,+(t) mit der Dichtematrix p(Hp) berechnet, wobei die
0°70
neuen Operatoren
Hy=0HO', Ay=0460", B,=0Bo (5.113)

definiert wurden [§ Die Symmetrie Gl. (5.I12)) iibertrigt sich auf alle anderen Response-
Funktionen der Lineare-Antwort-Theorie. Insbesondere auch auf die Response-Funktion
Gl. (293) des paramagnetischen Stroms in der Kubo-Formel,

N (r,1'58) = 0 Tr (pol7E(r, ), 75()]) - (5.114)
Der paramagnetische Stromoperator Gl. (2.87)

) = Z 2q—nlll [Pd(r — x;) + o(r — x;)pi] (5.115)
!

ist hier zwar ungerade bei Zeitumkehr,

03" (r)ot = —jP(x). (5.116)

In der Response-Funktion x,s(r,r’; t) tritt er aber quadratisch auf und das Minuszeichen
kiirzt sich weg. Wir kénnen also Gl. (2.I12) mit A = j4(r), B = j(r') verwenden und
erhalten

Xfﬁ(r,r’;t) = ng(r’, r;t), Onsager-Casimir Symmetrie . (5.117)

8 In unserer Herleitung des Fluktuationstheorems oben hatten wir etwas salopp nicht zwischen 6 und
0" unterschieden.
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Hierbei haben wir das Magnetfeld B explizit als Index angegeben, um die Umkehrung
B — —B unter der Operation H — Hy anzuzeigen. Mit Hilfe des Gesamtausdrucks fiir
den Leitfidhigkeitstensor Gl. (ZI00),

- 2
Xap(r,1';w) — dapd(r —1') Zivzsl gL_sSns
w

oap(r,riw) = , (5.118)

lautet die Onsager-Casimir Symmetrie

(5.119)

ols(r,1'iw) = aﬁ_f(r’, r;w).

5.5 Thermische Transporteffekte

Besonders niitzlich ist das Austausch-Fluktuationstheorem Gl. (5.55)

p({AEs, Ana}) T ¢Fe(@Fa-naina), (5.120)
PR({—ABa, —Ang}) A

wenn thermische Transporteffekte betrachtet werden, z.B. der durch eine Temperaturdif-

ferenz erzeugte Wiarmestrom zwischen zwei oder mehreren rdumlichen Gebieten. Wenn

wir z.B. nur Energie-, aber keinen Teilchenaustausch zwischen zwei Reservoiren L und

R haben, ist im Langzeitlimes

—AEL :AEREE (5121)
und damitﬁ
i P(E,1) — o(=BL—BrR)E

Grundsétzlich sind thermische Transporteffekte qualitativ von elektromechanischen Trans-
porteffekten zu unterscheiden. Letztere werden durch Kréfte und elektromagentische
Felder hervorgerufen, fiir die sich Potentiale und damit entsprechende mikroskopische
(Stor)-Hamiltonians formulieren lassen. Die Reaktion auf eine Anderung einer Tempera-
tur z.B. im Sinne der Theorie der Linearen Antwort hingegen hat das Problem, dass die
Temperatur keine mikroskopische Groéfle ist und somit eine Temperaturianderung nicht
ohne Weiteres als ein ‘Stor-Hamiltonian’ formuliert werden kann.

Ein iiblicher Ausweg ist die Einfiihrung verschiedener raumlicher Gebiete, die jeweils
lokal im thermischen Gleichgewicht bei einer bestimmten Temperatur sind. Dann wird
z.B. analog zur Landauer-Biittiker Theorie oder mit Hilfe von Mastergleichungen ein
Energiestrom zwischen diesen rdumlichen Gebieten berechnet.

9 Jarzynski, Wéjcik (2004).
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5.5.1 Affinitat und Fluf}

(CALLEN) Wir betrachten einen isolierten Behélter, in dem Energie durch eine feste
Trennwand zwischen zwei Raumgebieten G und G’ flieBen kann. Die Gesamtenergie ist
konstant,

U+ U =U° konstant, (5.123)

wobei U (U’) die Energie in G (G”) ist. Wir betrachten die Gesamtentropie Siot = S+ .5’
des Behilters als Funktion von U. Im Gleichgewicht ist sie maximal beziiglich Variationen
von U, d.h.

/
0=Fy= (agg’t>U0:g—5—%zFU—F{,. (5.124)
Das definiert im Gleichgewicht die Temperatur
s a8 1
=5 = T (5.125)
Ist das Gleichgewicht noch nicht erreicht, Fi; # 0, so stellt die Differenz
Fo=2 -1 Athnitit (5.126)
T T

eine verallgemeinerte ‘Kraft’ dar, die das System ins Gleichgewicht treibt: Die Energie
U &ndert sich mit der Zeit, d.h. der Energiestrom

au
Ju = e Energiestrom (5.127)
ist von Null verschieden.
Jetzt lassen wir auch weitere Variablen des Gebietes G in der Gesamtentropie zu,

Stot = Stot(X07X17 ), Xo = U, (5128)

z.B. die Teilchenzahlen X; = Nj etc verschiedener Teilchensorten, fiir die die Trennwand
durchléssig ist, aber wir halten das Volumen Vi, des Behélters fest. Dann dndert sich
die Gesamtentropie mit der Zeit geméf

dt

dStot o aStot ka o L 4 ’
; axX, dt %fk!]k, Affinitat Fy, Strom (‘Fluf}’) Jg. (5.129)

5.5.2 Kontinuierliche Beschreibung

Statt zweier Raumgebiete mit jeweils homogenen Entropien S(U,V, N, ...), S'(U", V', N’ ...)
betrachten wir jetzt viele sehr kleine Raumelemente mit Volumen V' — 0 und Entropie
S — 0, so dass

s(u,n,...) = lim S(U,V,N,...)

Entropi Vol 5.130
y 7 , ntropie pro Volumen ( )
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endlich bleibt. Die Entropiedichte s wird jetzt als die aus der Gleichgewichtstheorie
bekannte Funktion angesetzt, aber ihre Variablen u (Energiedichte), n (Teilchendichte)
etc. werden jetzt orts- und zeitabhéngig angesetzt, d.h.

s = s(u(r,t),n(r,t),...) (5.131)

Gl. (5I31) stellt den Ubergang von der Gleichgewichts- zur Nichtgleichgewichtsther-
modynamik dar. Hierbei wird vorausgesetzt, dass fiir das betrachtete Materialsystem
der funktionale Zusammenhang S = S(U,V, N) aus der Gleichgewichtsthermodynamik
bekannt ist. Zum Beispiel ist fiir ein ideales klassisches Gas in d Dimensionen

\% d+2
S(U,V,N) = kgN [lnﬁ —InN + %] = (5.132)
V [ 2mU \¥?* d+2
= Nl|ln— | ———— — kur-T -Gleichung.
kg n N (27rh2dN> 5 ,  Sackur-Tetrode-Gleichung

Die Sackur-Tetrode-Gleichung liefert die korrekte Homogenitétsrelation fiir die Entropie
als Funktion der extensiven Variablen (U, V, N), d.h.

S(AU, AV, AN) = AS(U, V, N) (5.133)

wie in der phéanomenologischen Thermodynamik gefordert, vgl. SKRIPT THERMODY-
NAMIK.
Das Differential von s, Gl. (5.I31), lautet nun
Os 1 Os wu(r,t)

ds = Fpd Fid Fl=—=—— I=—=- 5.134
s = foaut fadn, - =) T(r,t)” ~°~ on T(r,t) ( )

mit den orts- und zeitabhéingigen Temperaturen 7T'(r,¢) und chemischen Potentialen
wu(r,t) (der Einfachheit halber betrachten wir nur ein Einkomponentensystem).

Wir wollen nun eine Beziehung analog zu Gl. (5.129)) herleiten und die Affinitéten F,
die zu den Fliissen (Energie-Stromdichte jy und Teilchen-Stromdichte jy) gehoren, fiir
den kontinuierlichen Fall bestimmen. Im ‘diskreten’ Fall (zwei Raumgebiete) war z.B. die
zu U zugehorige Affinitdt ja Fy = % — %, Gl. (5120)), und es ist nicht von vorneherein
klar, wie der Grenziibergang zur kontinuierlichen Beschreibung zu erfolgen hat.

Die zeitliche Anderung der Gesamtentropie in einem Volumen V ist in der kontinu-
ierlichen Beschreibung gegeben durch

dStot ds ds . 0Os.\ Js .. . ds .. .
. /Vdrdt —/Vdr <6uu+ aﬂn) = /Vdr <aud1VJU+ andIVJN>

0s\ . s\ .
/Vdr <<grad%> ju+ (grad%> JN> , (5.135)

wobei wir die Kontinuitétsgleichungen fiir die Teilchenzahl- und Energiedichte

i+ diviy =0, @+ divjy =0 (5.136)
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sowie ‘partielle Integration’ benutzt haben (Randterme verschwinden). Der Integrand
ist gibt also gerade die lokale Entropieproduktionsrate in der Form ‘Affinitdt-versus-Fluf
(Stromdichten)’,

Fuju — FNIN (5.137)

(5.138)

0 1 0
grad—s = gradf, Fn = —grad—s = grad

Il
ou on T
(Das Vorzeichen in —Fnjn ist Konvention). Die so bestimmten Affinitéten sind zumin-
dest konsistent mit der Grundannahme Gl. (5.I31)) einer lokalen Gleichgewichtsform der
Entropiedichte. Alternativ zur obigen Herleitung kann man auch das ‘Kastenmodell’ fiir
mehrere Gebiete G, G', G” etc. mit Strémen zwischen den verschiedenen Gebieten er-
weitern und kommt wieder auf dieselbe Form, d.h. Produkte von Gradienten der lokalen
Entropieableitungen mit den zugehorigen Stromdichten.

5.5.3 Linearisierung und Wirmestrom

(CALLEN) Die weitere phénomenologische Beschreibung macht jetzt einen linearen An-
satz fiir den Zusammenhang zwischen den Stromdichten und den Affinitéten;

—jN = LynNnFN + LNU-/—"U (5.139)
ju = LynFn+ LyvFu. (5.140)
Die Koeflizienten Ly etc. sind hier zunéchst Matrizen, wir betrachten aber gleich

eine eindimensionale einfachere Version. Zunichst definieren wir, motiviert durch die
thermodynamische Grundgleichung T'ds = du — pdn

Jjo =ju — pujn, Wérmestromdichte . (5.141)

Anschaulich entspricht das der Differenz ‘Gesamtenergie - potentielle Energie’. Einsetzen
in Gl. (5.137)) liefert die neue Beziehung

ds 1. 1 )
5 = <grad?> Jjo — <fgrad,u> in, (5.142)

also statt der Affinitdt grad% die neue, vielleicht praktischere Affinitét % gradp. I Fir
eine eindimensionale Situation lautet der lineare Ansatz dann

1 1
—JN = L1 Tgradu + nggradf (5.143)

1 1
Jjo = ngfgradu—i—LQggradT (5.144)

19 Das zeigt schon, dass die Zerlegung § = >k Frjr nicht eindeutig ist.
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mit Onsager-Relationen
L12(B) = La1(—B). (5.145)

Wir kénnen alternativ auch jg = ju —pjn in die eindimensionale Version von Gl. (5.139)
einsetzen und erhalten Gl. (.143])) mit der korrekten Onsager-Relation (NACHRECH-
NEN).

5.5.4 Transportkoeffizienten

(CALLEN) Wir betrachten eine Stromdichte von einzelnen Ladungen e und eine Warme-
stromdichte in z-Richtung in einer Situation ohne Magnetfeld. Wegen der Onsager-
Relation Lis = Lo gibt es dann also drei unabhingige Transportkoeflizienten (als Funk-
tionen von r, t).

Wir schreiben das elektrochemische Potential (z-Abhéngigkeit in der Notation hier
immer weggelassen)

W= e + fles  He = €O (5-146)

mit dem iiblichen elektrostatischen Potential ¢. Der Ausdruck (—1/e)Vp, ist das elek-
tro(statische) Feld und V. ist eine durch ein Konzentrationsgefille verursachte Kraft.

Die elektrischen und Warme-Leitfihigkeiten werden nun definiert und iiber die Ko-
effizienten L;; oben ausgedriickt;

1 2L
ejNlvr—o = —UEVM o= Tll, elektrische Leitfihigkeit  (5.147)
. Ly1Lyy — L} " PR
_’]Q|jN:0 = kVT, = Tlu, Wirmeleitfihigkeit.  (5.148)

Im Vergleich mit dem allgemeinen Ansatz der linear-response-Theorie
jx,t) :/dt'/dw'a(x,x';t,t')E(w',t') (5.149)

wiire hier also z.B. die Leitfihigkeit o(x, 2';t,t") oc §(z —2')§(t —¢') rdumlich und zeitlich
lokal.

Der dritte unabhéngige Koeffizient wird iiber die Bedingung jy = 0 (kein Teilchen-
strom) und die daraus resultierende Gleichung

1
—=Vu=¢eVT, e=- Thermokraft (5.150)
e

eLHT’

definiert. Deren Bedeutung diskutieren wir gleich unten beim Seebeck-Effekt.
Fiir die Entropiestromdichte jg = % Jjo erhalten wir (NACHRECHNEN)
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1 1
Jjs = ij = cejn + Tnvf. (5.151)

Der erste Beitrag kommt vom elektrischen Strom, der zweite vom Wéarmestrom. Die
Thermokraft ist also die vom elektrischen Strom transportierte Entropie pro Ladung e.
Wir diskutieren nun einige thermoelektrische Effekte.

5.5.5 Isotherme Diffusion
Wir betrachten die Teilchenstromdichte jy in einem System bei konstanter Temperatur
T (d.h. VT =0),
. 1
—Jn=LuzVa (5.152)

und bei verschwindendem elektrostatischen Potential ¢, d.h. nach Gl. (BI46) u = pe.
Wir nehmen das chemische Potential p. nur als Funktion der Teilchenzahldichte n und

Temperatur an, dann giltim isothermen Fall mit Vy = <%)T Vn

_ Lu (Ope

on

) , 1. Ficksches Gesetz (5.153)
T

und zusammen mit der Kontinuitétsgleichung Vjy = n erhalten wir

n = DAn, Diffusionsgleichung. (5.154)

Sie beschreibt den Anteil der Teilchenstromdichte jy (Diffusionsstrom), der von Anderungen
des chemischen Potentials (wegen . = pc(n) also Dichteinderungen) bestimmt wird und
der also insbesondere auch bei ungeladenen Teilchen auftritt.

Mit o = 62%, Gl. (5I47), haben wir fiir geladene Teilchen die Beziehung

zwischen Leitfidhigkeit und Diffusionskonstante.

5.5.6 Peltier-Effekt (‘Lotstelle’)

Durch zwei homogene Leiter A und B fliesse eine konstante Stromdichte ejy. Damit bei-
de Leiter im thermischen Gleichgewicht mit einem Reservoir der Temperatur T sind (d.h.
VT =0 in den Leitern), muss sich wegen Gl. (5.I5I]) mit jo = eT'ejy der Wirmestrom
beim Ubergang von A nach B (an der ‘Létstelle’) dndern, und zwar mit

5jQ = (56)T€jN. (5.156)
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Der Wiarmestrom 6jq ist linear in jy, im Gegensatz zur Jouleschen Wirme, die qua-
dratisch in j% ist. Er muss von aussen zu/abgefiihrt werden (SKIZZE) und lisst sich
beschreiben durch einen Koeflizienten;

5
= ﬁ = Tde, Peltier-Koeffizient, zweite Kelvin-Beziehung. (5.157)
€JN

5.5.7 Seebeck-Effekt (‘Thermoelement’)

Wir betrachten einen an einer Stelle aufgeschnittenen Ring, in dem also kein Teilchen-
strom entlang des Rings fliessen kann jy = 0 und damit

Vu(r) = —ee(r)VT(r), (5.158)

vgl. Gl (BI50). Wir integrieren das einmal um den Ring;

1
Vihermo = —— ?édrvlu(r) = j{a(r)VT(r)dr, Thermospannung. (5.159)
e

Fiir zwei Halbringe A, B mit der geschlossenen Kontaktstelle auf Temperatur 77 und
der offenen Kontaktstelle auf Temperatur T5 (SKIZZE) wird die Thermospannung zu

T i
Vihermo = / eadT +/ epdl = (eq —ep)(Te — TY) (5.160)
i Ty

fiir in den Halbringen konstante Thermokraft € 4 g. Die Thermospannung ist eine elek-
tromotorische Kraft und ein Beispiel fiir eine elektro-/magnetostatische Situation mit
einem Feld E und

}gdrE £0, (5.161)

vgl. SKRIPT ELEKTRODYNAMIK.

5.5.8 Thomson-Effekt (‘kontinuierlicher Peltier-Effekt’)

Wir gehen aus von juy = jg + pjn (‘1. Hauptsatz’) und der Kontinuitétsgleichung fiir
die Energiedichte u,

— i = Vju = Vijg+ (Vi)in, (5.162)

wobei wir einen konstanten Teilchenstrom mit Vjy = 0 voraussetzen. Einsetzen von
Jjo = Teejn + TQEV%, Gl. (5BI510), liefert

2
— 0= Vijy = T(Ve)(ejn) — V(KVT) — %ﬁv. (5.163)
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Fiir konstante Temperatur V1’ = 0 ist der letzte Term % jJQ\, gerade die vom elektrischen
Strom erzeugte Joulesche Wirme. Der erste Term ist dann gerade die Peltier-Wirme,
die dann fiir inhomogene Thermokraft € auftritt.

Im eigentlichen Thomson-Effekt wird das Temperaturprofil T'(x) jetzt mittels ideali-
sierter kontinuierlicher Warmebédder entlang des Leiters fest eingestellt, und zwar iden-
tisch zur Situation ohne Strom (jxy = 0) und ohne Wérmebéder (adiabatisch isoliert),
wo also keine zusétzliche Wirme produziert wird (divjg = 0) und wegen Vjy = Vijg +
(V)jn deshalb Vi = 0 gilt. Dieses Warmeprofil erfiillt natiirlich auch Gl. (5.163]), also
gerade

V(kVT) = 0. (5.164)

Diese Gleichung muss dann aber auch bei Anwesenheit der Warmebéader gelten, da das
Temperaturprofil T'(x) das gleiche ist. L1 Im Thomson-Effekt gibt es also tatséchlich per
Konstruktion neben der Joule-Wirme nur die verallgemeinerte Peltierwérme

d
T(Ve)(ejn) = T%(VT)(ejN), Thomson-Wirme . (5.165)

Hier wurde eine Temperatur-abhéingige Thermokraft angesetzt. Mit

T= Td—T, Thomson-Koeffizient , (5.166)

und [Ty = T'(ea — ep), Gl. (BI57), gilt dann fiir einen Kontakt zwischen zwei Mate-
rialien A und B

dlIap
dT

=T4+¢c4—TB —€p, erste Kelvin-Relation. (5.167)

1 Hier braucht man wahrscheinlich noch ein weiteres Eindeutigkeitsargument fiir die verallgemeinerte
Laplacegleichung Gl. (5.164).



6. QUANTENPHASENUBERGANGE IM
NICHTGLEICHGEWICHT

6.1 Einleitung

Der abrupte Ubergang zwischen stark unterschiedlichen Phasen eines Systems bei An-
derung von Parametern wird als Phaseniibergang bezeichnet. Im Gleichgewicht erschei-
nen dann im Fall klassischer Phaseniiberginge Nichtanalytizitdten in einem thermody-
namischen Potential wie z.B. der Freien Energie F' = U —T'S. Im Phasendiagramm spielt
dann die Temperatur T eine wichtige Rolle: der Ubergang erfolgt bei einer kritischen
Temperatur 7., in deren Néhe thermische Fluktuationen eine grofie Rolle spielen. Man
sagt dann héufig, dass die thermischen Fluktuationen den Phaseniibergang ‘treiben’.

Im Gegensatz hierzu findet ein Quantenphaseniibergang bei Temperatur 7' = 0 statt.
Bei ihm wird durch Anderung eines Systemparameters (Kontroll-Parameter) im Hamil-
tonian der Ubergang zwischen den Quanten-Phasen des Systems induziert, die quali-
tativ unterschiedlichen Grundzustandswellenfunktionen entsprechen. In Analogie zum
klassischen Phaseniibergang findet man Nichtanalytizitdten in der Grundzustandsener-
gie als Funktion des Kontroll-Parameters. Quantenphaseniibergéinge werden neuerdings
auch fiir angeregte Zustéinde untersucht (‘excited state quantum phase transitions’), hier
spielt dann manchmal das Verhalten der Zustandsdichte eine wichtige Rolle.

Eine quantitative Beschreibung von Phaseniibergéingen im Gleichgewicht erfolgt mit
Hilfe von Ordnungsparametern und kritischen Ezponenten (SKRIPT THERMODYNA-
MIK). Konzepte wie spontane Symmetriebrechung und der thermodynamische Limes
spielen eine wichtige Rolle.

Fiir diese Vorlesung am wichtigsten sind die Phasentiberginge im Nichtgleichgewichit,
also z.B. offene Systeme mit Ein- und Austritt von Teilchen und Energie oder getriebene
Systemen mit zeitabhéngigen Feldern. Ein Beispiel hierfiir ist der Laser. Wieder kann
man formal je nach Art der Beschreibung zwischen klassischen und quantenmechanischen
Nichtgleichgewicht-Phaseniibergéingen unterscheiden. Das Beispiel des Lasers, wo sowohl
klassischen als auch quantenmechanische Aspekte eine Rolle spielen, zeigt jedoch bereits,
dass eine solche Trennung wahrscheinlich nur bedingt sinnvoll ist.

Im Folgenden schieben wir die zwei Beispiel-Modelle zu Quantenphaseniibergingen
aus QM II (SKRIPT) der Vollsténdigkeit halber ein.



6. Quantenphaseniibergénge im Nichtgleichgewicht 132

6.2 Das Quanten-Ising-Modell (d = 1) im Gleichgewicht

Das Quanten-Ising-Modell ist ein Spezialfall des anisotropen Heisenberg-Hamiltonians
fir S = % mit Spin-Spin-Kopplung nur zwischen den z-Komponenten;

M= —2ZijSij —g,uBZBZ-Si. (6.1)
1] 7

Fine interessante Situation entsteht, wenn die Magnetfelder B; in z-Richtung zeigen:
dann hat man wegen [S?, SF'] = +5F am selben Gitterplatz nicht-kommutierende Ope-
ratoren und kann interessante quantenmechanische Effekte erwarten.

Wir betrachten das Modell in einer Dimension auf einem ‘Ring’ mit N Gitterplétzen
und schreiben alles gleich mit Pauli-Matrizen,

N N
H:—Zgiaf—ZJianfﬂ, OX41 =07 (6.2)
i=1 i=1

In der Standard-Version [] werden die Kopplungsparameter als i-unabhéingig angenom-
men, man hat also Translationsinvarianz entlang des Rings;

N N
H=—g) of =T oi0i\y, oy =05 J>0 (6.3)
=1

i=1

Es wird wieder die ferromagnetische Version J > 0 betrachtet.

6.2.1 Extreme Grenzfille

Fiir J = 0 spielt nur noch der erste Term —g Zfil of im Hamiltonian eine Rolle, d.h.
wir approximieren H durch Hj—g = —g ZZ]\L L 07 . Die of haben jeweils Eigenzusténde
Mt | )i — | )

= ——

V2 ;)i = 7\/5 ) (6.4)

zu den Eigenwerte +1 bzw. —1 in der o7-Basis. Der eindeutige Grundzustand von H j—q
ist also

| =)

N
GZ)s=0 =[] =)is Eis=o=—Ng (6.5)
=1

d.h. alle Spins zeigen in Richtung des magnetischen Feldes, die Grundzustandenergie ist
Ej;_9g=—Ng, und es gilt

(GZ|071GZ) ymo = 0, (GZ|o70i|GZ)smg =0, i# ] (6.6)

! vgl. G. Schaller, R. Schiitzhold, Quantum Information and Computation 10, 0109 (2010). Im Lehr-
buch von S. SACHDEV wird statt g der Parameter gJ benutzt, so dass g dimensionslos bleibt.
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d.h. es gibt keine Magnetisierung und keine Korrelationen der Magnetisierung im Grund-
zustand.

Umgekehrt ist fiir g = 0 der Hamiltonian Hy—¢ = —J Zfil ofof,  relevant. Hier gibt
es jetzt eine zweifache Entartung der Grundzustandsenergie: die beiden Zusténde

(=11 =111 (6.7)

sind jeweils Grundzustédnde des Hamiltonians Hy—o mit der Energie Eg—g = —NJ. Es
gilt

(GZ|of|GZ)g=0 = £1, (GZ|oj05|GZ)g=0 =1, i# ], (6.8)

es gibt also eine endliche Magnetisierung und eine endliche Korrelation der Magnetisie-
rung auch weit voneinander entfernter Gitterplétze i, j.

Die Entartung der Grundzustidnde ist zweifach, weil beide Spineinstellungen den
gleichen Wert fiir die Energie liefern. In Wirklichkeit wird bei einer minimalen Stérung
durch ein Magnetfeld einer der beiden Grundzustidnde vom System bevorzugt werden,
und diese Entartungssymmetrie wird gebrochen.

Interessant wird diese Brechung der Zo—Symmetrie im thermodynamischen Limes,
d.h. beim Grenziibergang N — 0o, und bei endlichem g und J: dann tritt die Brechung
der Zo—Symmetrie ndmlich sogar bei kleinem, aber endlichen g <« J auf. Zunéchst gibt
es fiir endliches N dann keine Entartung, sondern als Grundzustand im Wesentlichen

eine Uberlagerung von | 1) und | |), die durch Matrixelemente (1 | (—g Zfil Jf>n| i)

) bestimmt wird, wobei n von der Ordnung der Stérungstheorie bestimmt wird. Fiir
N — oo verschwinden solche Matrixelemente aber immer, denn es gibt immer noch zu
viele Spins, die von der Storung nicht geflippt worden sind. Das System sucht sich dann
einen der Grundzustédnde aus, der dann eine geringere Symmetrie als der urspriingliche
Hamiltonian hat (was fiir endliches N nicht sein kann). Man spricht dann von spontaner
Symmetriebrechung.

6.2.2 Storungstheorie um J =0

Hier ist also der Grundzustand, von dem wir ausgehen, |GZ) j—g = []X, | —)i. Angeregte
Eigenzustidnde von H j—g sind Zustdnde mit ein oder mehr Spinflips;

N N
=<y ][I Wy=l<nl<w [T (6.9)
il ALl

Die ‘Einteilchen-Zusténde’ |1} sind alle degeneriert und haben die Energie —Ng+2g, also
die Anregungsenergie 2g. Entsprechend sind auch die ‘Zweiteilchen-Zusténde’ |II") alle
degeneriert, usw. Zur Stérungstheorie mit Stéroperator H; = —J Zf\il oiof,, bendtigen
wir die Matrixelemente von H; in der Basis |GZ) j—o, |I}, |Il') usw. Wir haben

(GZ|H;|GZ) =0, <l|7‘[]|l/> =—-J (6l,l’+1 + 51711_1) - (6.10)
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Wir haben hier entartete Storungstheorie und miissen den Stéroperator diagonalisieren,
was in niedrigster Ordnung in J auf die Basis

GZ), [k) (6.11)

fithrt, in denen V' diagonal ist mit den Eigenwerten 0, —2J cos k, wobei letztere natiirlich
wieder die Eigenwerte des tight-binding Modells in einer Dimension sind. In niedrigster
N#herung ist die Energie Fy des Grundzustands und die der Anregungen ¢ dann

Eyg=—Ng, e =2g—2Jcosk. (6.12)

6.2.3 Storungstheorie um g =10

Hier ist V = —g ZZ]L of die Storung.

Die Matrixelemente von V verschwinden in der Basis der beiden entarteten Grund-
zusténde fir g =0, | 1) = Hf\;l\ T und | |) = H@]L’ )i, denn V' = —¢2J, mit dem
Drehimpulsoperator J, zum Drehimpuls j = N/2 (AUFGABE).

Einfach angeregte Eigenzustédnde von Hy—g = —J Zf\; 10707, 1 sind solche, bei denen
nach der Gitter-Stelle [ die Spin-Richtung flippt und sonst nirgends,

1D+ = [ Dl Do Dl Digal Piva-e
1Dy = [l Do Il Daga] Do (6.13)

Sie sind alle wieder entartet, ihre Anregungsenergie ist durch die Energiekosten fiir die
Errichtung der ‘Wand’ zwischen | 1) und | |) bestimmt, die gerade 2.J betrégt. Solche
Zusténde fithren durch Diagonalisieren von V wieder zu kollektiven Anregungen mit der
Energie

e =2J —2gcosk. (6.14)

6.2.4 Exakte Losung

Zur Bestimmung der exakten Losung benutzen wir die Jordan-Wigner-Transformation,
wobei wir zunéichst im Spinraum rotieren (um die y—Achse, AUFGABE):

(6.15)

womit man also
H=g> of—JY ofoi, (6.16)
i i

erhalt. Mit

of =2clc; — 1, ofoly = (cl — )y, + i) (6.17)
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haben wir also
H=g) (26;'[@ - 1) -7y <cjci+1 +c e+ el + ciﬂci) : (6.18)
i i

wobei wir uns hier um die Randterme nicht gekiimmert haben, da wir gleich eine un-
endlich lange Kette betrachten werden.

Wie beim schwach wechselwirkenden Bose-Gas haben wir hier im Hamiltonian also
wieder Terme mit zwei Erzeugern bzw. zwei Vernichtern, weshalb wir eine Bogoliubov-
Transformation verwenden miissen. Zunéchst machen wir allerdings wie immer bei git-
terperiodischen Problemen die Fourierentwicklung

1 iy 1 o
cp = \/—sz:cjem], cj = ﬁ;ckem] = Zc e~ (=) ZNcn n.j

1 TN . . .
BN Z <c;r,cj+1 + c;+1cj> — N Z <C;F€Cklefzkj+zk (J+1) + CLCk/efzk(JJrl)Jrzk _])

J kE'j
= Z <c£ck/5k7k/eik + CLCk/(sk’k/eiik) = Z CLCkQCOS k
kk' k

= Yo da
o g . .
~ E Cj+1C5 = N chck/ezk(]+1)+zk3 = 25k7,k/e’kckck/ = E elkckc,k
7 k

kk'j k!

1 .
= 3 Z elk(ckc_k — ) = ZZ sinkcpc_p = —i Zsin ke_pcp, (6.19)

k k k

Insgesamt also

H = Z ( (29 — 2J cos k:)ckck —g—Jisink (ckc p Cre— k>> (6.20)

Darauf kéonnen wir nun eine Bogoliubov-Transformation loslassen. Die Details sind et-
was anders als bei der bosonischen Bogoliubov-Transformation, da wir jetzt ja Anti-
Vertauschungsrelationen haben. Das Ergebnis ist (SACHDEV)

1
Ho= > e <%Tﬂk - §> ) = o
P

2 (J2+92 —2chos/<:)1/2 (6.21)

Die exakte Grundzustandenergie ist dann also

_ _%ng:_Z(J2+92—2chosk:)1/2 (6.22)
k k
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Wir kénnen die Ergebnisse entwickeln und unsere stérungstheoretischen Ergebnisse iiberpriifen;

insbesondere finden wir
2
e, = 29 (1—£COSk‘+O <£> )
g g

:fy(l—%amk+o(%f>. (6.23)

6.2.5 Der Quantenphaseniibergang

Die Anregungsenergien ¢, Gl. ([62I)) sind positiv fiir ¢ # J. Die minimale Anregungs-
energie (SACHDEV) ist bei £ = 0 und durch

mingeg = 2|J — g¢| (6.24)

gegeben, fiir g = J verschwindet sie also. An dieser Stelle passiert also etwas.
Wir betrachten die Grundzustandsenergie im thermodynamischen Limes,

By = —3 > ek —Jo / "k (1+ (9/)F — 209/ Ny cosk)? (6.25)
k —TT

Das Integral 148t sich durch ein elliptisches Integral £ ausdriicken. Damit kénnen wir die
Grundzustandenergie pro Gitterplatz als

4g/J

2
(L+a/DE ((1 T g/

_2 2
NS JN 7 )’%J>0 (6.26)

schreiben. Das elliptische Integral

7/
E(z) = /0 2(1 — zsin? ¢)/2dg (6.27)

hat als Funktion der komplexen Variablen z einen Verzweigungsschnitt von z = 1 bis
z = oo. Bei g = J ist die Grundzustandsenergie also als Funktion z.B. des Parameters g
nicht analytisch: Die zweite Ableitung divergiert (Bild).

Wir fassen zusammen: Bei g = J verschwindet die Anregungsenergie, und die Grund-
zustandsenergie ist nicht-analytisch. Ein solches Phénomen ist ein Indiz fiir einen Quan-
tenphaseniibergang.

6.3 Das Lipkin-Meshkov-Glick-Modell im Gleichgewicht

Hier wollen wir das Phénomen eines Quantenphaseniibergangs noch einmal an Hand
eines weiteren, exakt losbaren Modelles untersuchen. Der Hamiltonian ist eine Versi-
on des Heisenberg-Hamiltonians mit N Spin-1/2s in einem konstanten Magnetfeld h in
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1.5

0.5 1 1.5 2

Fig. 6.1: Grundzustandsenergie —Fy/JN, Gl. (€20) und ihre erste und zweite Ableitung als
Funktion von g/J.

z—Richtung, die alle unabhéngig von ihrem Abstand auf dem Gitter miteinander wech-
selwirken;

V1 N
’H:—Niz afgﬂ?—hzaf, A\ k> 0. (6.28)
Wenn wir das mit kollektiven Spin-Operatoren

Sa

1 N
5 20?7 a=2x,Y,2 (629)
i

schreiben, erhalten wir die einfache Form

)

=y

S%2 —2hS., A\ h>0. (6.30)

Im Folgenden nehmen wir an, dass der kollektive Spin den maximal moglichen Betrag

S=75 (6.31)

hat. Wir arbeiten also von nun an in einem Unterraum des Hilbertraums mit konstantem
S = N/2.

Die Skalierung der Kopplungskonstante A/N im Hamiltonian ist notwendig, um einen
sinnvollen thermodynamischen Limes N — oo des Modells zu erhalten, wie wir gleich
sehen werden. B. Die Annahme einer Wechselwirkung der Spins unabhéngig von ihrem
Abstand ist das extreme Gegenteil von der bis hier meist diskutierten Néchste-Nachbar-
Wechselwirkung. Insbesondere geht jetzt die Struktur und die Dimension des Gitters

2 Eine allgemeinere Version des Modells hat die Form H = —%(wsﬁ + fnyS) — hS., vgl. P. Ribeiro,
J. Vidal und R. Mosseri, Phys. Rev. E 78, 021106 (2008) oder S. Dusuel und J. Vidal, Phys. Rev. B 71,
224420 (2005)
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Fig. 6.2: Klassische Energie 55 beim Lipkin-Meshkov-Glick-Modell, Gl. (6.34) als Funktion von
0 fiir verschiedene Werte von h (hier ist A = 1 gesetazt).

gar nicht mehr ein, und wir erwarten sehr einfache Physik. Zumindest fiir den Grenzfall
N — oo ist das auch der Fall. Wir erwarten, dass sich fiir grofie N der kollektive Spin fast
klassisch verhélt (das war der Ausgangspunkt der Holstein-Primakoff-Transformation,
die wir gleich benutzen werden). Der mit N skalierte und in Einheiten von \ gemessene
Hamiltonian

H 145 h

_— = ——8 — —

AN 27 A
ist dann durch Spinkomponenten s,, s, auf der Einheits-Blochkugel gegeben und héngt
nur noch von dem Verhéltnis % ab.

S, N
Sz, Sa f, S o A=,z (6.32)

6.3.1 Klassische Betrachtung

Wir betrachten den kollektiven Spin S = (5;,5,,5) als eine klassische Grosse und
parametrisieren

S = S(sin#,0,cos ), (6.33)

wobei wir gleich von vorneherein davon ausgehen, dass wegen der Symmetrie des Ha-
miltonians der Spin in seinem Grundzustand irgendwo in der z—z-Ebene liegt (hierfiir
miissen wir den Winkel 6 zwischen 0 und 27 zulassen). Wir ersetzen nun den Hamiltonian
H durch eine klassische Energie E, indem wir fiir s, , einfach die klassische Parametri-
sierung einsetzen,

H E 1

h
= — — ] 2 —_
SN N = gsin 0 5, cos 6. (6.34)

Diese Energie kann als Funktion von # minimiert werden, was auf

—siné (cos@ — %) =0 (6.35)



6. Quantenphaseniibergénge im Nichtgleichgewicht 139

fithrt. Die Losungen sind durch sinf = 0 oder cosf = % gegeben. Der Fall § = 0(2)
entspricht einem Minimum, falls A~ > X\, wahrend cos § = % zwei dquivalente Minima auf
dem Intervall [0, 27] fiir h < A definiert (@ = 7 ist ein Maximum), vgl. das Bild. Fiir den

zur niedrigsten Energie gehtdrenden klassischen Spin ergibt sich also folgendes Szenario;

S = 5(0,0,1), h> A\, ‘symmetrische Phase’ (6.36)
M\? _h
S = S(£y/1- X ,0, X)’ h < X, ‘gebrochene Phase’ . (6.37)

Der Ausdruck ‘gebrochene Phase’ bezieht sich hier auf die zwei dquivalenten Minima,
von denen im thermodynamischen Limes nach dem Prinzip der spontanen Symmetrieb-
rechung wieder nur eines vom System angenommen wird. In der symmetrische Phase
gewinnt das Magnetfeld h iiber die Austauschwechselwirkung A\ und alle Spins zeigen
in Richtung des Magnetfeldes. In der gebrochenen Phase gewinnt umgekehrt die Aus-
tauschwechselwirkung A iiber das Magnetfeld, fiir A — co oder h — 0 zeigen die Spins
in die z—Richtung.
Die entsprechenden Energien sind

E h . . )

NS W h > A, ‘symmetrische Phase (6.38)
E 1 h\? ¢ :

N (1 + (X) ) , h <\, ‘gebrochene Phase’ . (6.39)

Als Funktion von % ist die F' wieder nicht-analytisch bei h = A (die zweite Ableitung ist
unstetig, SKIZZE!).

6.3.2 Holstein-Primakoff-Transformation

Das obige klassische Bild kann nun mit Hilfe der Holstein-Primakoff-Transformation rigo-
ros untermauert werden. Die Idee ist also wieder eine Darstellung des groflen Spins durch
einen harmonischen Oszillator, der in erster Ndherung Anregungen um den Grundzu-
stand bestimmt. Wie wir oben gesehen haben, gibt es aber offensichtlich je nach den Pa-
rametern unterschiedliche Grundzustidnde, und wir miissen den Oszillator deshalb z.B. so
verschieben konnen, dass er auch Anregungen um den Grundzustand in der gebrochenen
Phase beschreibt. Ein verschobener Oszillator wird nun mit Hilfe der Leiteroperatoren
durch

a—a+a (6.40)

erzeugt, was auf kohérente Zusténde mit dem Parameter « fithrt (SKRIPT QM I). Im
allgemeinen ist @ € C komplex, zum Gliick kommen wir hier in unserem Spezialfall des
LMG-Modells mit reellem « aus.

Wir setzen deshalb in der HP-Darstellung von S,

S.=8—-a*—a(a+d)-adla. (6.41)



6. Quantenphaseniibergénge im Nichtgleichgewicht 140

Der Vergleich mit dem klassischen S, = S cos 6 liefert
S —a?=Scosf ~ a* = S(1 —cosh). (6.42)

Im Folgenden wollen wir die Operatoren und insbesondere den Hamiltonoperator entwi-
ckeln, und zwar geordnet absteigend nach Termen proportional zu S, /S, 1,... An der
Darstellung von S, erkennen wir bereits, das der in den a, a' lineare Term der nach dem
konstanten Term (o< S) fithrende Term (o +/S) ist. Der niichste ist quadratisch in den
Leiteroperatoren. Die Idee ist nun, den Hamiltonian um einen seiner (zu bestimmenden)
Grundzustidnde herum zu entwickeln und dazu « so zu wéhlen, dass wie bei jeder Tay-
lorentwicklung um ein Minimum der lineare Term in den a, a' wegfillt. Entwickelt man
bis zur quadratischen Ordnung in den a, af, so erhilt man effektive Hamiltonians, die
das Anregungsspektrum um die jeweiligen Grundzustédnde beschreiben.

Wir fithren dieses Programm hier explizit nur bis zur linearen Ordnung vor, um
damit unser klassisches Ergebnis fiir die Grundzusténde und ihre Energie zu verifizieren.
In der Entwicklung haben wir fiir S; dann

S, = \/25— (at + a)(a+a)(a+ )

_ \/25f042<1—g a+adl +> (a+ o)

228 — a2
2 2

_ 25 — a? + (,/25_ 2_067)_ Tai—i—... 6.43
¢ e s a) s )

Wir konnen das umwandeln in

Sy = %(SJF—FS_):\/QS—OP <a+%(a+aT) <1—%>+...>
2
S22 = (258 - a?) <a2 + a(a+a') <1 - ﬁ) + ) (6.44)

Eingesetzt in den Hamiltonian ergibt das also

T —%Sg — 218, = Eq — (a +a) [%a(% —2a%) - QhOC] +0 (CLQ?@TC‘? WT)Q)
E, = —%aQ(QS —a?) —2n(S — a?). (6.45)

Wenn der lineare Term o< a + a' verschwinden soll, muss die eckige Klammer Null sein.
Das liefert die Bestimmungsgleichung fiir die Verschiebung «;

a = 0, ‘symmetrische Phase’ (6.46)

h
S—a? = SX’ ‘gebrochene Phase’ . (6.47)

Wegen S — a? = Scos@ liefert das wieder entweder § = 0 oder die zwei Losungen fiir
6 mit cos @ = h/\, exakt wie im oben diskutierten klassischen Fall. Ebenso gilt das fiir
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den konstanten Term im Hamiltonian

Eyqy = —%O&Q(ZS —a?) = 2n(S — a?) = —AS(1 — cos ) (1 + cos f) — 2hS cos §

1
= 28 (5)\ sin? @ + h cos 9) , (6.48)
was mit Gl. ([6.34) tibereinstimmt.

6.4 Quantenphaseniibergang mit Dissipation

Vielleicht der einfachste Weg, einen Quantenphaseniibergang fiir Dissipation ‘zu 6ffnen’,
ist eine dynamische Beschreibung iiber eine Mastergleichung vom Typ Gl. (£95)),

$o) = Lplt) = ~ilH, p(t)] + Dp(t) (6.49)

= it + S (S OT] = 5001, = 3I10(0)) . (050
m

Hierbei soll H der Hamiltonian z.B. des LM G-Modells sein.

6.4.1 Grundsitzliche Fragen

Zwei Probleme stellen sich hier:

e Kann Gl. (6.49) mikroskopisch abgeleitet werden? Wie héngen z.B. die Raten 7,
von den Kontrollparametern des Quantenphaseniibergangs ab? Diirfen z.B. die
Raten als konstant angenommen werden?

e Wie ldBt sich ein durch Gl. ([6.49]) beschriebener Quantenphaseniibergang iiberhaupt
analysieren?

Eine Moglichkeit, die zweite Frage zu beantworten, nutzt eine Analogie zu Quanten-
phaseniibergingen im Gleichgewicht aus. Beim Quanten-Ising-Modell hatten wir ja z.B.
gefunden, dass die Anregungsenergien e, Gl. (€.2I)) bei k¥ = 0 durch mingey = 2|J — ¢
gegeben sind, also am Phaseniibergang bei g = J verschwinden.

Analog betrachtet man nun im Nichtgleichgewicht die Eigenwerte A\, (und Eigen-
zusténde) des Liouvillian £,

[,pk = )\kpk- (6.51)

In der Matrixdarstellung ist £ nicht hermitesch und die A\ sind deshalb komplex. Einer
von ihnen (bei eindeutiger Losung) verschwindet (Ao = 0), er gehort zur stationdren
Losung der Mastergleichung Gl. (6.49). Alle anderen erfiillen

Re);, < 0. (6.52)
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Anschaulich entspricht das einem exponentiellen Zerfall beliebiger Anfangszustinde hin
zum stationdren Zustand. Als Analogie zur Anregungsenergien 5 oben wird deshalb als
Kriterium fiir einen Phaseniibergang das Verschwinden des Eigenwerts mit maximalem,
von Null verschiedenen Eigenwerts Ag Vorgeschlagen

6.4.2 Offenes Lipkin-Meshkov-Glick-Modell

B Wir betrachten die Mastergleichung eines durch eine Lindblad-Mastergleichung be-
schriebenen dissipativen LMG-Modells;

d , r 2\ o
2P0 = —ilH ()] + 5 DIS+]p(t), H =-S5 —2hS: (6.53)
D[Alp = 24ApAT — pATA — ATAp. (6.54)

Es 148t sich physikalisch aus einer Anwendung mit optischen Kavititen motivieren und

herleiten, was insbesondere fiir den Term +D[S]p(t) nicht-trivial ist. Die Analyse des

Modells ist, im Rahmen der jetzt zu diskutierenden Néherungen, jedoch relativ einfach.
Wir leiten nédherungsweise Bewegungsgleichungen fiir die Erwartungswerte

(XY, 2) = =({5:), (), (5-) (6.55)

her mit (S,) = Trp(t)Ss. Aus der Drehimpulsalgebra

[Sz,Sy] = iS5, [S:,Se] =1Sy, [Sy,S.] =iS., [94,5-] =25, (6.56)
folgt z.B.
—iTe[H,p(t)])S: = —iTrp(t)[Sz, H] = —iTrp(t)[Sz, —2hS.] = 2hTrp(t)S,
X = 2hnY, firl=0. (6.57)

Fiir den Dissipator bendtigen wir
1
§Tr (254 pS_(S++5-) —pS_S+(S++5-) — (S+ +5-)S_54p)

1
= STrp (25 (Ss + S_)Ss — S-S4(Ss + 5-) = (S1 + 5-)S_54)

1
= §Trp ([S_, S+]S+ + S_ [S_, S+]) = —TI‘p (SZS+ + S_Sz) s (658)

womit wir insgesamt

d Tr
Di8) = 20(8,) — = ((S.84) + (5_5.)) (6.59)
dt N

3 siche z.B. E. M. Kessler, G. Giedke, A. Imamoglu, S. F. Yelin, M. D. Lukin, J. I. Cirac, ar-
Xiv:1205.3341 (2012).

*'S. Morrison, A. S. Parkins, Phys. Rev. Lett. 100, 040403 (2008).
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bekommen. An dieser Stelle kommen wir nicht weiter, denn hier erhalten wir neue Er-
wartungswerte wie (5,5 ) und die Bewegungsgleichungen schliessen nicht.
Ein iiblicher Ausweg ist eine Faktorisierungs-Niherung,

<SZS+> ~ <SZ><S+>’ <Ssz> ~ <S*><Sz> (6'60)

die grofie Ahnlichkeit mit Molekularfeldniherungen z.B. in der statistischen Mechanik
hat (vgl. das Isingmodell, SKRIPT THERMODYNAMIK). Fiir N — oo vermutet man,
dass sich der kollektive Spin praktisch klassisch verhélt, d.h. man ersetzt z.B. den Ope-
rator S, wieder wie oben durch eine klassische Variable und vernachléssigt deren Fluk-
tuationen. Mit dieser mean-field-Néiherung erhalten wir durch Multiplikation mit 2/N
die Gleichung fiir X, und entsprechend auch die fiir Y und Z (NACHRECHNEN)

X = 2nY -TZX (6.61)
Y = —2hX +2\ZX -TZY (6.62)
7 = —2XY +D(X?+Y?). (6.63)

Wir erhalten also ein System von drei gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichun-
gen, die durch die mean-field-Naherung nichtlinear geworden sind. Durch die Reduk-
tion der Dimension des Gleichungssystems (auf nur drei statt eines viel groBeren Sys-
tems mit Erwartungswerten wie (S,S51) oder komplizierter) handeln wir uns die Nicht-
linearitét ein. Die dissipativen Terme o I' erscheinen in natiirliche Weise in dieses
Niherungs-Schema hineinzupassen. Die Rechtfertigung, Uberpriifung und Verbesserung
von Naherungsannahmen wie der obigen ist hiufig ein wichtiges Thema in der theoreti-
schen Beschreibung.

Nicht-dissipativer Fall I' = 0.— In diesem Fall gibt es zunéchst eine Symmetrie des
Systems

h——h, X—-X,Z——Z, (6.64)

weshalb eine Analyse fiir positives Magnetfeld h > 0 ausreicht. Es gibt zwei Fixpunkte
des Systems Gl. (6.61)),

(X,Y,Z) = (0,0,1), h>A (6.65)
(X,Y,Z) = (£/1-=h2/X20,h/N), 0<h<A (6.66)
Das 148t sich wegen der Symmetrie hin zu h < 0 fortsetzen. Man erhélt also in der sta-
tiondren Losung fiir X als Funktion von h durch Stabilitdtsanalyse eine superkritische

Heugabel-Bifurkation (SKRIPT MECHANIK, SKIZZE) bei den kritischen Magnetfel-
dern

+ RS = £\ (6.67)

(es wird immer A\ > 0 angenommen). Fiir I' = 0 reproduzieren wir damit unser schon
bekanntes Ergebnis fiir den Quantenphaseniibergang zweiter Ordnung ohne Dissipation.
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Dissipativer Fall A > T' > 0.— In diesem Fall geht die Symmetrie Gl. (6.64]) verloren.
Es gibt zwei Werte hg des Magnetfelds, an denen die stabilen Losungen Bifurkationen
aufweisen, mit Fixpunkten (NACHRECHNEN)

(0,0,1), h<h®, h>h{ (6.68)
(X5, Y5, Zs), he <h<h- (6.69)
X, =+/(A2 —4h2)/2)\A, Y, = %XS, Zy = % A =22+ /)2 —T%6.70)

Die zwei Fixpunkte entsprechen zwei unterschiedlichen Arten von QPTSs: ein QPT zwei-
ter Ordnung bei hS mit einer kontinuierlichen Bifurkation in X (h) wie im Fall I" = 0.
Desweiteren ein QPT erster Ordnung bei h¢ (also dort, wo vorher gar kein QPT statt-
fand) mit einer Diskontinuitdt in X (h) (SKIZZE).

6.5 Quantentheorie des Lasers

Fiir den Laser gibt es eine Reihe von Zugingen, angefangen von phéinomenologischen
Gleichungen bis hin zu einer voll quantenmechanischen Beschreibung. Eine voll mikrosko-
pische, im Wesentlichen alles erkdrende Theorie fiir dieses Nichtgleichgewichts-Problem
existiert bis heute aber wohl noch nicht [.

Im Folgenden folgen wir der Darstellung der Theorie von Scully und Lamb in SCUL-
LY/ZUBAIRY. Wir betrachten das Modell eines Mikromasers als eine spezielle Vari-
ante des Lasers, die auf die Wechselwrikung eines einzelnen Atoms mit einer einzel-
nen geddmpften Kavitdtsmode hinauslduft. Solche Modelle von der Art des sogenann-
ten ‘single-atom-laser’ sind in letzter Zeit wieder im Zusammenhang mit Festkorper-
basierten kiinstlichen Zweiniveausystemen und vibronischen Moden, z.B. Phononen, ak-
tuell geworden.

Ausgangspunkt ist eine einzelne photonische Kavitdtsmode, die durch den Erzeuger
a' beschrieben wird. Die Kavitét ist offen, durch sie strémt eine Sequenz von Atomen,
die zu Zeiten t; ankommen und eine Zeit 7 in der Kavitdt verbringen und dabei iiber
den Jaynes-Cummings Hamiltonian (SKRIPT QM II)

hw
Hie = T00Z+hg(a+a+a,af)+hwam (6.71)

mit den Photonen wechselwirken.

5 A. Knorr, private Mitteilung.

5D. A. Rodrigues, J. Imbers, A. D. Armour, Phys. Rev. Lett 98, 067204 (2007); S. Andr’e, V. Bros-
co, A. Shnirman, G. Schén, Phys. Rev. A 79, 053848 (2009); R. Okuyama, M. Eto, and T. Brandes,
arXiv:1205.6955 (2012); J. Kabuss, A. Carmele, T. Brandes, A. Knorr, Phys. Rev. Lett. (to appear,
2012).
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6.5.1 Der Mikromaser

Wir entwickeln fiir dieses Problem wieder ein Grobkornungsverfahren dhnlich wie in
Abschnitt Uber das Flugzeitintervall [0,7] #ndert sich die Dichtematrix im WW-
Bild geméf

p(0) = p(0) + dp(7,0), (6.72)

wobei §(7) durch die unitire Zeitentwicklung mit Hjc bestimmt ist. Auf viel lingeren
Zeitskalen At > 7 allerdings dndert sich die Dichtematrix gemé&f

PED PO _ £ap(0) = 0,0, (6.73)
was jetzt bereits eine Mittelung iiber viele unabhéngige Flugzeitintervalle von N aufein-
anderfolgenen Atomen einschlieflt. Die Grofle
N
At
ist hierbei die ‘Injektionsrate’ der Atome in die Kavitét. Die Grobkérnungs-Mastergleichung
wird dann (jetzt fiir beliebige Anfangszeiten ¢ statt ¢ = 0) formal durch den Grenziibergang
At — 0 erhalten;

r (6.74)

< pes(t) = Lanpealt). (6.75)

(Wir lassen den Index cg im aus Notationsgriinden im Folgenden wieder weg).
Den effektiven Liouvillian L.g erhalten wir konkret durch den Ansatz fiir die ‘Kurz-
zeitentwicklung’

p(T) = Z 67iHJCT|1n>pnn’<1n/|€iHJCTa (676)
nn’

wobei der Anfangszustand des Atoms jeweils der angeregte Zustand |1) sein soll. Aus
der Losung des Jaynes-Cummings-Modells (NACHRECHNEN) folgt im WW-Bild nach
der Zeit 7

|1n) — cos grv/n + 1|1n) — isin grv/n + 1|0n 4 1), (6.77)
also
(Inlp(T)1n') = ppn cos gTv/n+ 1cos grv/n/ + 1 (6.78)
(On|p(T)|0n') = pp_1w—1sin gry/nsin grvn/ (6.79)
und damit fiir die Spur der Dichtematrix iiber die Atomzustéande

prn (1) = ) _{an|p(r)|an’)

(0%
= pon(0) cos grvV/n + 1 cos g7V + 1+ pr_1n—1(0) sin gr/nsin grv/n'. (6.80)

In der Grobkoérnungs-Zeitentwicklung wird das verallgemeinert zu beliebigen Anfangs-
zeiten ¢. Die Grobkornungs-Mastergleichung fiir die Dichtematrixelemente der Kavitét
lautet also
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7 [ppn () (cos Q7 cos QT — 1) + pry_17—1(¢) $in Q1780 Q1 7]

gvn + 1. (6.81)

Auf diese Gleichung werden jetzt die Verlustterme durch das Entweichen von Photonen
aus der Kavitiat aufaddiert. Letztere werden durch einen Lindblad-Dissipator wie beim
geddmpften harmonischen Oszillator beschrieben (Photonen-Bad bei Temperatur 7' =
0), d.h. durch

Dlalp = —g <aTap — 2apa’ + paTa) . (6.82)

Das fiihrt in der Fockbasis auf eine Gleichung fiir die Diagonalelemente p(n,t) = ppn(t)
(NACHRECHNEN)

p(n,t) = app(n,t) +bp_1p(n —1,t) + cpyip(n + 1,t)

—rsin® Q.7 — kn, b, =7rsin?Q,7, ¢, =kn. (6.83)

Wir sehen sofort, dass wegen a,, + b, + ¢, = 1 die Normierung >, p(n,t) = 1 zeitlich
konstant bleibt.

Die Funktion p(n,t) beschreibt die Photonenstatistik als Verteilungsfunktion der Pho-
tonen in der Kavitét zur Zeit t. 1 Daraus kénnen wir z.B. den Mittelwert der Photonen
berechnen aus

Gt = ot
= Zp(n, t) [-n(rsin® Q,7 + kn) + (n + L)rsin® Q,7 + (n — 1)kn]

= Zp(n, t) [—/m + 7 sin? QnT] ) (6.84)

Wir approximieren den Sinus durch sein Argument, sin? Q,,7 ~ (g7)?(n+1), was gerecht-
fertigt ist, wenn (g7)2(n + 1) < 1. Die Summe liuft iiber alle n, zumindest sollte also
(n)y < 1/(g7)? als Konsistenz iiberpriift werden. Allerdings wird das nicht funktionieren,
denn wir erhalten aus der daraus resultierenden linearen Differentialgleichung

& tnye m [+ rlgr)?] () + (g7’ (6.85)

eine Photonenzahl, die exponentiell wéchst, falls

r(gr)? > k, Mikro-Maser-Schwelle. (6.86)

" Das ist nicht das gleiche wie die Zihlstatistik P(n,t) der aus der Kavitiit emittierten Photonen, wie
wir sie z.B. mit Zahlfeldern in Mastergleichungen hergeleitet haben.
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Tatséchlich ist das eine Bedingung fiir den kleinsten Wert der Durchflugzeit 7, bei dem
die Kavitdt das erste Mal kritisch wird und der stationédre Mittelwert (n); oo sehr grofl
wird. Wegen der Periodizitét der Koeffizienten in 7 zeigt (n); o, als Funktion von
7 durch numerisches Auswerten tatséchlich ein oszillatorisches Verhalten, vgl. SCUL-
LY/ZUBAIRY.

6.5.2 Der Scully-Lamb-Laser

Von der (ungeddmpften) Mikromaser-Mastergleichung Gl. (6.87) ist es jetzt ein kleiner
Schritt zu einer konventionellen Laser-Mastergleichung. Dabei wir angenommen, dass
die zwei Niveaus |0), |1) im Laufe der Zeit mit identischen Raten ~ in weitere Niveaus
zerfallen, die dann nicht weiter mit der Kavitdt wechselwirken. Effektiv fithrt das zu

einer Mastergleichung (SCULLY/ZUBAIRY)

%pnn/ (t) = 7[pan(t){cos QpTcos QT — 1) + pr_1—1(t)(sin Q1780 Qypr_17)]

d
(...) /0 drye 7., (6.87)

in der iiber alle Flugzeiten gemittelt wird und somit der Zerfall der atomaren Zusténde
|0), |1) wahrend des Durchflugs beriicksichtigt wird.

Inklusive Dédmpfung der Kavitét ergibt sich aus den Diagonalelementen dann wieder
eine Gleichung fiir die Photonenstatistik (WALLS/MILBURN)

p(na t) = anp(n, t) + bnflp(n - 15 t) + CnJrlp(n + 15 t)
n-+1 b n+1
—-G——— — KN, =@—FMmMmMm,
1+ (n+1)/ng " 14+ (n+1)/ns

cn, = kn (6.88)

Gn

mit den Laser-Parametern

Gain-Parameter  (6.89)

(6.90)

Die Bedingung

G =k, Laser-Schwelle (6.91)

stellt jetzt den Nichtgleichgewichts-Phaseniibergang dar: als Funktion der Zeit steigt fiir
G > k die mittlere Photonenzahl exponentiell an.

Die stationére Photonenstatistik ¢ — oo wird unterhalb der Schwelle (G < k) gut
durch eine thermische Verteilung approximiert, wihrend sie weit oberhalb der Schwelle
durch eine Poisson- Verteilung gekennzeichnet ist.
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6.5.3 Semiklassische Lasertheorie

Zum Abschluss diskutieren einen alternativen Zugang, der statt Mastergleichungen fiir
den Zustand direkt von den Heisenberg-Bewegungsgleichungen fiir Erwartungswerte des
Kavitédts-Atom-Systems ausgeht. Dazu starten wir wieder mit dem Jaynes-Cummings
Hamiltonian fiir die resonante (w = wp) Wechselwirkung eines Atoms (zwei Niveaus)
mit dem Kavitétsphoton (‘Einmoden-Laser’),

hw
Hic = S o.+hg(opa+ o_a) + hwa'a (6.92)

und berechnen die Heisenberg-Bewegungsgleichungen fiir Erwartungswerte (AUFGA-
BE),

Zla) = i([Hyc,al) = —iwla) — iglao_), (6.93)
%wt = —iw(o ) +iglo.a) (6.94)
Do = ~2ig ((ora) — (o-al),). (6.95)

Den Einfluss der Dissipation kann man im Heisenbergbild auf durch Operator-wertige
Langevin-Gleichungen beriicksichtigen (SCULLY/ZUBAIRY). Hier benutzen wir eine
vereinfachte Version, wo uns nur Mittelwerte von Observablen interessieren. Auf die
koh#renten Jaynes-Cummings-Gleichungen addieren wir deshalb ‘per Hand’ die Ddmpfungsterme
durch spontane Emission aus der Kavitdt mit Rate x und spontane Emission aus den
atomaren Niveaus mit Rate =y, sowohl ein Pumpterm mit Rate R hin zu einer festen
Inversion zg, also vier zusétzlichen Parametern,

%<a>t = (~iw = r){a) —iglao_); (6.96)
Slod = (miw—)lo ) +iglo-a (6.97)
Lo = R {o00) — 20 ((oray — o_al).) (6.98)

Da dieses Gleichungssystem nicht schliefit, miissen im Prinzip immer weitere neue Glei-
chungen fiir Erwartungswerte von kombinierten Observablen wie (o,a); aufgestellt wer-
den, die wieder neue Observablen nach sich ziehen usw. Diese Hierarchie von Bewegungs-
gleichungen wir deshalb wieder im Molekularfeld-Manier durch Faktorisierung entkop-
pelt, d.h. wir ersetzen

(0.a); — (o)1{a) (6.99)
etc., wodurch die Gleichungen entkoppeln, aber nichtlinear werden. Weiterhin transfor-
mieren wir eine ‘triviale’ Zeitabhingigkeit weg (NACHRECHNEN),

() = a(t)e”™!, Feldamplitude (6.100)
(c_), = s(t)e”™!  Polarisation (6.101)
(02)t = =z(t), Inversion , (6.102)
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was dann zu

a(t) = —ra(t) —igs(t) (6.103)
s(t) = —ys(t) +iga(t)z(t) (6.104)
2(t) = R(z0—2(t)) — 2ig (s*(t)a(t) — s(t)a*(t)) (6.105)

fithrt. Da a(t) und s(t) komplex sind, haben wir also ein gekoppeltes System von fiinf
reellen Gleichungen. Die drei physikalischen Groéflen Feldamplitude, Polarisation und
Inversion sind zentral fiir die Lasertheorie in unserem ‘Heisenberg-Bild’- Zugang (der
komplementér zu dem ‘Schrodinger-Bild’- Zugang mit seiner Mastergleichung ist).

Zur Analyse benutzen wir jetzt eine adiabatische Ndherung, die durch sehr unter-
schiedliche Zeitskalen in Gl. (6.I03) motiviert wird (HAKEN, ‘Licht und Materie II).
Zunéchst sei

K<y (6.106)

vorausgesetzt, d.h. die Feldamplitude der Kavitéat relaxiert durch Photonenemission viel
langsamer als die Polarisation der Atome.

SCHRITT 1: a(t) wird deshalb als konstant in der s(t)-Gleichung angenommen.
Weiterhin wird fiir die Inversion der ‘Startwert’ zy angenommen, der in der spiteren
Iteration noch verbessert wird. Dann folgt als Losung fiir die Polarisation auf Zeitskalen
t>~y71

1 1gaz 1

s(t) =e"s(0) + = (1 —e ") igaz — g—, t>v. (6.107)
Y v
Wir interpretieren dass so, dass auch fiir langsam verénderliches a(t), z(t)
Lga(t)z(t
s(t) ~ M, Versklavungs-Prinzip (1) , (6.108)
Y

d.h. die Polarisation s(t) folgt der Feldamplitude a(t) (und der Inversion z(t)). Dieser
Zusammenhang wird von HAKEN als Versklavungs-Prinzip bezeichnet und spielt auch
in vielen anderen Systemen eine grofie Rolle.

SCHRITT 2: Das gendherte s(t) ~ M wird in die Inversionsgleichung einge-
setzt, um eine verbesserte Interationslosung fiir z(t) zu erhalten. Wiederum betrachten
wir Zeiten t > R™!, so dass wiederum die Ableitung # auf der linken Seite vernachlissigt
werden kann,

492 2 N
z(t) = zp — R—720|a(t)| ,  Versklavungs-Prinzip (2) , (6.109)
wobei jetzt die Inversion von der Feldamplitude ‘versklavt ist’, d.h. ihr adiabatisch folgt.

SCHRITT 3: Das versklavte z(¢) wird nun als neuer ‘Master’ in das versklavte s(t)
eingesetzt,

., Versklavungs-Prinzip (3) , (6.110)
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was jetzt seinerseits den Kreis durch Einsetzen in die Gleichung fiir die Feldamplitude
schliesst,

Laser-Selbstkonsistenzgleichung.  (6.111)

Das ist nun in der Tat eine sehr interessante Gleichung: sie entspricht néamlich einer
dynamischen Bewegungsgleichung der Variable a(t) in dem aus der Mean-field-Theorie
der Phaseniibergéinge zweiter Ordnung bekannten Mean-field-Potential

2
—K+ g-z0 4
T a2 L2044 (6.112)

Via) = —

Der kritische Punkt wird durch das Verschwinden des quadratischen Terms definiert,
also

79 _ (6.113)

was wieder analog zur Laserschwelle ist, die wir aus den Mastergleichungsmethoden
gewonnen haben.
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