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1. THERMODYNAMISCHE ZUSTANDE

1.1 Einleitung

1.1.1 Systembegriff
1.1.1.1 Definition

WIKIPEDIA: Unter einem Zustand versteht man die Gesamtheit aller Ei-
genschaften oder Attribute, die zur Abgrenzung und Unterscheidung des je-
weils betrachteten Objekts von anderen Objekten nétig sind.

Das ‘betrachtete Objekt’ wird in der Physik hiufig als System bezeichnet. Die Auf-
teilung

Universum = System + Rest des Universums (Bad)

definiert die Vorgehensweise: wir wollen nur Aussagen iiber das System machen und
nicht iiber das Bad. Die obige Aufteilung kann iteriert werden, z.B.

System = Fisch, der im See schwimmt, Bad = See
System = Fisch mit See, Bad = restlicher Planet Erde
System = gesamter Planet Erde, Bad = ...

In der Praxis spielt diese Iteration allerdings meist wohl keine Rolle. Meist ist das
Bad ‘viel grofler “ als das System. Hiufig kann die Riickwirkung des Systems auf das Bad
vernachlassigt werden.

1.1.1.2 ‘Wande'

Das System ist vom Bad durch Wéande abgetrennt. Die Winde sind idealisiert. Je nach
Art der Wand sind System oder Bad miteinander gekoppelt. Der Begriff der “Wand’
ist vom mikroskopischen Standpunkt aus ein Schwachpunkt der gesamten Theorie - es
gibt keine verlisslichen mikroskopischen Modelle, weder in der Quantenmechanik noch
in der klassischen Mechanik. Gleichzeitig fithrt der abstrakte Begriff der Wand zu extrem
niitzlichen Konzepten, namlich dem gesamten Begriffsapparat der Thermodynamik und
spéter der statistischen Physik.

1. Isoliertes System (mikrokanonische Gesamtheit): kein Austausch von Energie oder
Masse zwischen System und Bad moglich.
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2. Geschlossenes System (kanonische Gesamtheit): Energieaustausch zwischen Sys-
tem und Bad ist moglich. Kein Masseaustausch.

3. Offenes System (groBkanonische Gesamtheit): Energie- und Masseaustausch ist
moglich.

Interessant fiir die Thermodynamik sind vor allem die beiden letzteren - sie fiihren
auf die Begriffe der Temperatur, Wéarme, Entropie, chemisches Potential.

1.1.2 Zustandsbegriff

Der Zustand eines physikalischen Systems wird beschrieben:

e quantenmechanisch durch einen (bzw. bei Entartung mehrere) Projektoren fiir
Wellenfunktion(en) einer bestimmten Energie fiir isolierte Systeme, oder einen
Dichteoperator, der viele Projektoren zu verschiedenen Energien enthélt, fiir ge-
schlossene oder offene Systeme.

— mikroskopisch durch Wellenfunktionen mit sehr vielen Freiheitsgraden, z.B.
Koordinaten fiir 10?3 Teilchen.

— makroskopisch durch Wellenfunktionen mit z.B. nur einem Freiheitsgrad, z.B.
Schwingungsfreiheitsgrad fiir kleinen Resonator, der aber trotzdem 10° Atome
enthalt.

e klassische Beschreibung

— mikroskopisch durch eine Verteilungsfunktion im Phasenraum mit vielen Frei-
heitsgraden.

— makroskopisch (thermodynamisch) durch einen Punkt auf einer Mannigfal-
tigkeit im Zustandsraum der Zustandsvariablen (Zustandsgroéfen), die i.a.
wenige Freiheitsgrade des Systems representieren: z.B. die zwei Freiheitsgra-
de (Druck p und Volumen V') eines Gases mit einer festen Zahl N > 1 von
Molekiilen.

Der Zusammenhang dieser einzelnen Beschreibungsarten ist teilweise Gegenstand der
Forschung, z.B.: wie kommt man konsistent von der Quantenmechanik zur klassischen
Beschreibung.

Die makroskopische thermodynamische Beschreibung interessiert uns im folgenden.

1.2 Thermodynamische ZustandsgroBen: V, N, p

In der Thermodynamik versucht man, Systeme durch moglichst wenige Zustandsvaria-
blen (Zustandsgréfien) zu beschreiben, z.B. Volumen V, Teilchenzahl N etc. Erstaun-
licherweise und wie die Erfahrung zeigt, gelingt das héufig sehr gut. Viele technische
Anwendungen (Motoren etc.) kann man verstehen und weiterentwickeln, ohne auf mi-
kroskopische Modelle zuriickgreifen zu miissen.
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Die Thermodynamik fithrt nun i.W. weitere Zustandsgrofien wie den Druck p, die
Temperatur 7' und die Entropie S ein (steigender begrifflicher Schwierigkeitsgrad!). Fra-
gestellungen fiir ein gegebenes System:

e wieviel Zustandsgroflen sind erforderlich, um einen Zustand zu charakterisieren:
Anzahl der erforderlichen reellen Parameter, d.h. die Dimension der Zustands-
mannigfaltigkeit.

e welche Zustandsgréfien sind physikalisch (technisch) {iberhaupt niitzlich.
e Zusammenhénge zwischen Zustandsgrofien (Zustandsgleichungen).
e Mikroskopische Bedeutung der Zustandsgrofien.

Die Beantwortung dieser Fragen ist i.a. nichttrivial. Eine gut verstandene Theorie exis-
tiert eigentlich nur fiir Gleichgewichtszustinde einfacher Systeme.

Definition: Gleichgewichtszustinde sind Zustéinde, die sich zeitlich nicht dndern.

1.2.1 Volumen V

Konzeptionell wohl am einfachsten. Man kann prinzipiell auch zwei- oder eindimensionale
‘Volumina’ haben. Frage nach der Giiltigkeit der Thermodynamik z.B. fiir eindimensio-
nale Systeme. Interessanter wird die Frage der Volumen-Definition wahrscheinlich fiir
komplizierte Geometrien wie z.B. Fraktale (‘Thermodynamik auf Fraktalen’) oder in der
allgemeinen Relativitétstheorie.

1.2.2 Teilchenzahl N

Schon schwieriger: setzt ja den Teilchenbegriff (Atome, Molekiile) voraus, der bis Anfang
des 20. Jhdt. umstritten war. Gut geeignet z.B. fiir Gase, aber nicht fiir Medien, die als
Kontinua beschrieben werden. Chemiker verwenden stattdessen héufig die Molzahl.

1.2.3 Druck p

Senkrechte Kraftkompontente pro Fldche. Durch Vergleich des Energieinhalts £ und
E + §F eines isolierten Systems bei Volumenénderung von V nach V + 0V,

OF
P=—5y isoliertes System. (1.2.1)
Die Einschrinkung ‘isoliertes System “ wird sich weiter unten als ‘kein Wirmeaustausch ’
(keine Anderung der Entropie S) herausstellen.

AUFGABE: Druck zwischen zwei unendlich groflen Kondensatorplatten im Vakuum
mit Abstand a, Flachenladungsdichten oy, o2. Vorzeichen diskutieren.
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1.2.4 Extensive und intensive Zustandsgréflen

Traditionelle Einteilung nach Verhalten bei Systemvergroflerung: V', N extensiv (additiv
bei Zusammensetzung von Systemen); p intensiv.

1.2.5 Zustandsgréfien und Fluktuationen

Vom mikroskopischen Standpunkt betrachtet, kann eine thermodynamische Beschrei-
bung eines Systems niemals ‘vollstédndig’ sein. Der Druck eines Gases auf einen Zylinder-
kolben z.B. wird zeitlich fluktuieren. Die thermodynamischen Zustandsgrofien kénnen
aus mikrosopischer Sicht ‘nur’ geeignete Mittelwerte sein. Die (komplizierte) Frage, wie
sich diese Mittelwerte aus mikroskopischen Theorien definieren und berechnen lassen,
wird im zweiten Teil dieser Vorlesung (Statistische Mechanik) behandelt.

1.3 1. Hauptsatz

FEnergieerhaltungssatz, fithrt auf die Begriffe Warme und Temperatur.

1.3.1 Temperatur: Vorbemerkung

Die intensive Zustandsgrofle ‘Temperatur ” ist konzeptionell schwieriger. Zwei Wege, sie
einzufiithren:

1. Existenz der Temperatur als ‘Nullter Hauptsatz’ postulieren iiber Aquivalenzklassen
von Gleichgewichtszustdnden und ‘Kontakt ® mit Warmeaustausch zwischen zwei
Systemen.

2. Uber die Entropie S als T = g—g, d.h. Vergleich des Energieinhalts F und FE +
0F eines geschlossenen (aber nicht isolierten) Systems bei Entropieéinderung ohne
Volumenénderung.

Beide Wege sind abstrakt und erfordern implizit oder explizit den Warmebegriff, den
wir jetzt einfiithren.

1.3.2 Gesamtenergie U, Arbeit und Wirme

Postulat Fiir thermodynamische Systeme existiert eine weitere Zustandsgrofle, die Ge-
samtenergie U des Systems.

Anderungen dU der Gesamtenergie erfolgen

1. durch Verrichten von Arbeit dW am oder durch das System, die sich durch wenige
makroskopische Groflen parametrieren 148t, z.B. durch Volumenénderung dV/

SW = —pdV (1.3.1)
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2. durch Austausch von Energie @), die nicht durch einfache makroskopische Grofien
parametriert wird und als Warme bezeichnet wird.

1. Hauptsatz Anderungen dU der Gesamtenergie U eines thermodynamischen Systems
unterliegen der Energieerhaltung,

dU = 6W + 6Q (1.3.2)

Das gilt ‘immer ", d.h. auch im Nichtgleichgewicht.

1.3.3 U als Zustandsgrofle

Wir nehmen als Beispiel ein System, das durch zwei Zustandsgrofien beschrieben wird,

z.B. p und V. Dann ist die Zustandsgrofie U eine Funktion U = U(p, V) auf dem Zu-
standsraum (positive p- und positive V-Achse). Ubergiinge zwischen zwei Zustéinden

(p1, V1) und (p2, Vo) erfolgen durch Verrichten von Arbeit 1 und/oder durch Warmeaustausch
0@ und werden durch eine Kurve v in der p-V-Ebene beschrieben. Es gilt

Ulps, Vo) — U(p1, Vi) = /6W+/5Q. (1.3.3)

Die linke Seite, d.h. die Anderung der Gesamtenergie, hiingt nicht von ~ ab: U ist eine
Zustandsgrofie. Dahingegen hiangt die verrichtete Arbeit und die ausgetauschte Warme
von v ab, d.h.

AW = AWy = A

W, AQ = AQp] = / 5Q (1.3.4)

~

miissen explizit durch das Kurvenintegral berechnet werden.

AUFGABE: Explizite Berechnung von AW fiir einen vollen Zyklus in einem Kreispro-
zefl (Carnot-Prozefl) in der p — V-Ebene.

Im Gegensatz zu dU sind 6W und dQ keine exakten Differentiale: ihr Integral ist
wegabhéngig. Insbesondere macht es keinen Sinn, z. B. von der ‘Wirme Q(p,V) im
Zustand (p, V)~ zu sprechen. ANALOGIE-BEISPIEL: ‘a certain gentleman owns a little
pond”’, CALLEN p.19: Teich mit ZufluB/Abflufl und Regenfall/Verdampfung.

1.3.4 Alte Wirmestofftheorie

Hier wird, wie der Name sagt, von der Existenz eines ‘Wirmestoffes’ ausgegangen, der
bei thermodynamischen Prozessen von einem System auf das andere iibertragen wird.
Damit hdtte man dann, im Gegensatz zur modernen Formulierung der Thermodynamik,
Konzepte wie die ‘Wirme Q(p, V') im Zustand (p, V') ”. Diese Theorie ist ‘iiberholt “: Pro-
bleme z.B. schon beim Erkléren von Reibung (Rumford, Bohren von Kanonenrohren).
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1.3.5 Mathematischer Einschub: Differentialformen 1. Ordnung (Pfaffsche
Formen)

Definition Eine Differentialform 1. Ordnung (Differential) w auf einer Teilmenge des
R™ (n Dimensionen) hat die Form

w(x) = wi(x)dz1 + ... + wp(x)dzy (1.3.5)
mit Funktionen w;(x).

Definition Eine Differentialform w auf einer Teilmenge des R™ heifit exakt, wenn es
eine Funktion f gibt mit

w(x) = df (x). (1.3.6)

In diesem Fall gilt
w(x) =df (x) = 9 fx)dzy + ... + 2 f(x)dx (1.3.7)
N  Ony L 0x, " o

und die Richtungsableitung von f(x) in Richtung dx = h ist gegeben durch w(x)h =
df (x)h = Vf(x)h, d.h. sie ist durch das Skalarprodukt des Gradienten von f im Punkt x
mit dem Richtungsvektor h gegeben. In diesem Sinne ist eine Differentialform die Verall-
gemeinerung der Richtungsableitung: anstelle des Gradienten einer gegebenen Funktion
f hat man jetzt in w(x) = wy(x)dz1 + ... + wp(x)dx, einen Vektor (wq(x), ..., wn(x) mit
beliebigen Komponenten.

Satz FEine Differentialform w auf einer einfach zusammenhéngenden Teilmenge des R"
ist exakt, falls
Owi N 8&)]'
al’j N 8:&'7

i,j=1,..n. (1.3.8)

Wichtig sind Kurvenintegrale: Ist w = df exakt, so sind Kurvenintegrale entlang
einer Kurve

[o= [Tty = fan,) - 1on) (1.3.9)
Y ti

unabhéngig vom Verlauf der Kurve.

BEISPIEL: konservatives Kraftfeld F(x), Differential der Arbeit w = Fdx, Kurven-
integral fﬁ/ Fdx wegunabhingig, deshalb existiert Funktion —®(x) (Potential, Minus-
Zeichen ist Konvention)

w=Fdx = —d®(x) = -VO(x)dx ~» F = -Vo. (1.3.10)

AUFGABE (einfach): Welche der folgenden Differentiale in der p — V—Ebene sind
exakt und warum: a) dW = —pdV; b) dH, mit H = U + pV und der inneren Energie
Ulp, V).

AUFGABEN: Integration von Differentialformen. Integrierender Nenner.
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1.4 Gleichgewicht und Temperatur

1.4.1 Das ideale Gas: thermische Zustandsgleichung

Man schliefit N nicht miteinander wechselwirkende Einheiten (Atome, Molekiile, Kugeln,
was auch immer) in ein Volumen V' ein und mifit den Druck p im Gleichgewicht nach
langer Zeit, z.B. in einer Art Kolbengeometrie oder mit infinitesimal kleinen beweglichen
Teilstiicken in der Wand. Bringt man zwei solcher Systeme miteinander in Kontakt,
so dafl Wirme ausgetauscht werden kann, findet man im Gleichgewicht, Zeit t — oo,
(Boyle-Mariottesches Gesetz)

pjl\[—‘fl = 1)12\[—‘2/2 = const = kpT. (1.4.1)
unabhéngig von der Form der Volumina und den Eigenschaften der Einheiten. Man
bezeichnet die beiden Systeme dann als miteinander im thermischen Gleichgewicht
befindlich, und T heifit die Temperatur beider Systeme. Hierbei ist kg = 1.3810%.J/ K
die Boltzmann-Konstante, die hier aus Konventionsgriinden eingefiihrt wurde.

1.4.2 Verallgemeinerung fiir beliebige thermodynamische Systeme

Definition Zwei thermodynamische Systeme befinden sich im Gleichgewicht miteinan-
der, falls sich bei Wirmekontakt ihr Zustand nicht &ndert.

Postulat Fiir thermodynamische Systeme im Gleichgewicht existiert eine Zustands-
grofle, die Temperatur T' > 0. Systeme, die sich miteinander im Gleichgewicht befinden,
haben die gleiche Temperatur.

1.4.3 Das ideale Gas: kalorische Zustandsgleichung

Man findet, daf} die innere Energie eines idealen Gases nur von der Temperatur abhéngt,

U=U(T), ideales Gas. (1.4.2)

1.4.4 Nichtideale Gase

Fiir diese kann man, ausgehend vom idealen Gas, eine Virialentwicklung der thermi-
schen Zustandsgleichung p = p(V, T, N) nach Potenzen der Dichte N/V ansetzen:

N N

2
_ NEsT SealT) + <V> es(T) + .

%

p (1.4.3)

mit temperaturabhéngigen Virialkoeffizienten: co(T") ist der zweite Virialkoeffizient,
c3(T') der dritte Virialkoeffizient etc.
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1.4.5 van-der-Waals Gas

Eines der wichtigsten Modellsysteme der Thermodynamik: beschreibt Phaseniibergénge.
Thermische Zustandsgleichung gegeben durch

<p + a?/{—j) (V = Nb) = NkpT (1.4.4)

mit Konstanten a, b.
AUFGABE: Virialkoeffizienten des van-der-Waals Gases, Diskussion.

1.5 Warmekapazititen

1.5.1 Definitionen, Enthalpie

Niitzlich zur Beschreibung von Ubergingen zwischen thermischen Gleichgewichtszustinden
mit Temperaturdnderung und Warmeaustausch §Q). Betrachte wieder die innere Energie
U des Systems Die Warmeédnderung geméf 1. Hauptsatz ist 6QQ = dU —0W = dU +pdV'.
Nun ist 6@ kein exaktes Differential, allerdings hat man fiir isochore Prozesse (dV =
0): 6Q = dU, die Wiarmednderung bei Temperaturdnderung ist fiir Prozesse mit kon-
stantem Volumen definiert als spezifische Wirme bei konstantem Volumen

Cy = <g—g>v. (1.5.1)

Insbesondere fiir die Chemie ist das unpraktisch, da man dort hiaufig isobare Prozesse
(dp = 0) betrachtet. Deshalb definiert man

Definition Enthalpie
H=U-+pV. (1.5.2)

AUFGABE (einfach): zeige, dal dH ein exaktes Differential ist.
Es gilt dH = 0Q + Vdp, die spezifische Wirme bei konstantem Druck ist
deshalb definiert als

_ (OH
Cp = <8—T> ) (1-5-3)
p
vgl. Skript FREDENHAGEN. Wegen H = U + pV und p = const gilt dann
oU oV
Cp = <8_T> +p <8_T> . (1.5.4)
P P

Bemerkung: es ist vor allem auch sinnvoll, die Enthalpie H hier bei der Diskussion von

C) einzufiihren, um unségliche Konstruktionen wie %p zu vermeiden.
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1.5.2 Mathematischer Einschub: Variablentransformation in der
Thermodynamik

Von vielen gefiirchtet, ist dieses in Wirklichkeit aber einfach, wenn man es gut erklért:
Wir wollen z.B. C, und Cy fiir ein System mit zwei Zustandsvariablen miteinander

vergleichen,
ou ou ov
- (22) - (22), (%) .

In dieser Differenz ist die innere Energie U einmal eine Funktion U = U(T, p) von T, p,
einmal eine Funktion U = U(T,V) von T,V. Wir kénnen einfache Zusammenhinge
zwischen den Ableitungen herleiten, indem wir das Differential dU jeweils als Funktion
von T, p und als Funktion von T,V betrachten:

ou ou
= <6_T>pdT+ (a_p>po’ g F Fbene (1‘5‘6)
ou ou
= — T — T— E 1.5.
<8T>Vd + <av>TdV’ V' Ebene (1.5.7)

ou ouU ov oV ‘
B (a_T>VdT+<W>T <a—T>pdT+<a—p>po]= wieder T—p Ebois)

Erste und letzte Zeile vergleichen: das sind alles Funktionen von 7" und p, die Differentiale
dp und d7T sind unabhéngig:

(g_g>p N <g_g>v+ (%)T <g—¥>p (1.5.9)
<65_Z>T N <g_g>T<aa_‘;>T (1.5.10)

1.5.3 Differenz C), — Cy

Das ist jetzt einfach

ou ov ov .
C,—Cy = <W>T (8_T>p +p (8_T>p’ allgemein. (1.5.11)

Beispiel: fiir ein ideales Gas gilt U = U(T'), also (g—g)T =0 und

ov

C,—Cy=p <8_T> = Nkp, ideales Gas. (1.5.12)
p
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1.6 Prozesse

Prozesse sind idealisierte Ubergéinge zwischen thermodynamischen Zustdnden. Prozesse
dienen als

e Ersatzmodelle fiir eine Zeitentwicklung (Dynamik) von Maschinen, z.B. Kreispro-
zesse fiir Dampfmaschinen etc.

e Modelle zur Ilustration thermodynamischer Konzepte, z.B. Aufnahme/Abgabe
von Warme, Energieumwandlung von Arbeit in Wirme etc.

e Einfiihrung des neuen Konzepts der Entropie.
Man unterscheidet (vgl. Sommerfeld § 5)

1. adiabatische Prozesse: keine Warmeédnderung, 6QQ = 0: abgeschlossenes System
(mikrokanonisch).

2. isotherme Prozesse: keine Temperaturianderung, System in sténdigem thermischen
Gleichgewicht mit Warmebad bei einer festen Temperatur (kanonisch).

Weitere wichtige Unterscheidung:

1. reversible Prozesse: kontinuierlicher Ubergang zwischen Gleichgewichtszustinden
durch stetige Verinderung von Zustandsgrofien, jederzeit umkehrbar. ‘Léuft in
unendlich kleinen Schritten, hinreichend langsam’. Genaue Definition strengge-
nommen nur im Rahmen der Nichtgleichgewichtsthermodynamik moglich: wieder
ein Schwachpunkt der Gleichgewichtsthermodynamik. Stetige Kurven z.B. im p-V
Diagramm.

2. irreversible Prozesse: Prozesse, die nicht reversibel sind.

Beispiel fiir 2: Gay-Lussac’s Uberstrémversuch: ideales Gas stromt von Gefif mit
p1, V1 in leeres Gefafl (‘plotzlich Schleuse 6ffnen”), danach py, Vs, keine Warmeinderung,
keine Arbeit, selbe Temperatur, Sprung zwischen zwei Punkten im p-V-Diagramm. Bei-
spiel fiir 1: Gas im Kolben, langsames Verringern des Druckes durch langsames Verrin-
gern des Kolbendeckel-Gewichts.

1.6.1 Mathematischer Einschub: Koordinatensystem fiir
Zustandsidnderungen

(STRAUMANN, Kap. 4) Reversible Zustandsinderungen werden durch eine Kurve im
Zustandsraum beschrieben. Ein Koordinatensystem im Zustandsraum ist gegeben durch

1. die Temperatur 7.

2. die Arbeitskoordinaten im Differential der reversiblen Arbeit, z.B. Koordina-
te V in 6W = —pdV fiir System mit nur einfacher mechanischer Arbeit. Allgemein
schreibt man 0W = Y"1, y;dz’ mit den Arbeitskoordinaten x’ und den Arbeits-
koeffizienten y;, z.B. bei elektrischer, magnetischer Arbeit etc.
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Insgesamt hat man damit Koordinaten fiir eine n + 1-dimensionale Mannigfaltigkeit von
Gleichgewichtszusténden, zwischen denen man sich auf Kurven mittels reversibler Pro-
zesse bewegt. Insofern ist die Temperatur die zusétzliche Dimension der Thermodyna-
mik, von der SOMMERFELD spricht. Das Differential der reversiblen Wirme ist
dann 0Qrev = dU — W, den Index ‘rev’ verwendet man, wenn man reversible Pro-
zesse betonen mochte. Durch Umparametrisierung mittels Zustandsgleichungen, z.B.
p = p(V,T) kann man natiirlich neue Koordinaten einfiihren, z.B. p, V statt T\, V etc.

1.6.2 Reversibler adiabatischer Prozess 6Q) =0

Betrachte ein einfaches thermodynamisches System, beschrieben durch zwei Zustands-
grofien. Innere Energie U als Funktion der zwei Variablen (7', V). Der 1. Hauptsatz mit
0@ = 0 (kein Wirmeaustausch) liefert dU = 0W = —pdV', wobei p = p(T, V).

dU = —pdV 1. Hauptsatz (1.6.1)
ou ou ou

= — T — = T — : 1.6.2

au <8T>Vd +<8V>Tdv Cyd +<3V>Tdv (1.6.2)

1.6.2.1 Reversibler adiabatischer Prozess fiir ideales Gas

In diesem Fall,

= —pav=cyar. () av=o (1.6.3)
v ),

_ NkpT
14

In der T'— V—Ebene definiert das eine Kurve, die den adiabatischen Prozef3 beschreibt.
Einfache Integration mit Annahme Cy =const fiihrt auf Adiabatengleichung

dV = CydT. (1.6.4)

TV~ = const (1.6.5)

pV7 = const, E%' (1.6.6)

AUFGABEN: 1. Herleitung hiervon. 2. Anwendung: Abkiihlung von Luft in der Hohe.

1.6.3 Erste Motivation zur Einfithrung der Entropie: ideales Gas

Im 1. Hauptsatz stehen ja sowohl exakte Diffentiale dU als auch nicht-exakte Differentiale
dQ@, dW . Idee: mache d@ durch Einfiihrung eines integrierenden Nenners exakt. Das
geht mit dem 1. Hauptsatz und dU = Cy (T)dT + 0dV = Cy (T)dT fiir das ideale Gas:

NEkgT

Cy(T)dT = dU =dQ+dW =dQ - —

Cy(1)dT | NkpdV dQ
T % T

av (1.6.7)

(1.6.8)
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Die linke Seite ist eine Summe von exakten Differentialen und damit ein exaktes Diffe-
rential, deshalb muf3
dQ
dsS = — 1.6.9
- (16.9)
ebenfalls ein exaktes Differential sein. Das macht nur Sinn, weil wir fiir dW das Diffe-
rential der reversiblen Arbeit —pdV, d.h. reversible Prozesse, angenommen haben. Dann
ist die Temperatur T der integrierende Nenner fiir das nicht-exakte Differential dQ
der reversiblen Wiarme, und dS wird als exaktes Differential der Entropie bezeichnet.



2. ZWEITER HAUPTSATZ UND ENTROPIE

2.1 Einleitung

Der zweite Hauptsatz wird axiomatisch formuliert, er macht eine Aussage iiber Prozesse,
die in der Natur nicht vorkommen. Zur Quantifizierung dieser Aussage fithrt man die
Entropie ein, der ein zentraler Begriff in der Thermodynamik ist.

Fiir eine axiomatische Diskussion, siehe LIEB, YNGVASON, Phys. Rep. 1999.

2.2 Formulierungen des 2. Hauptsatzes

(Vgl. z.B. STRAUMANN). Zwei dquivalente Aussagen iiber unmdgliche thermodynami-
sche Prozesse.

2.2.1 Clausius

Es kann nie Warme aus einem kélteren in einen warmeren Korper {ibergehen, wenn nicht
gleichzeitig eine andere damit verbundene Anderung eintritt.

2.2.2 Planck

Es ist unmoglich, eine periodisch funktionierende Maschine (Perpetuum Mobile zweiter
Art) zu konstruieren, die nichts anderes bewirkt als Hebung einer Last und Abkiihlung
eines Wérmereservoirs.

2.2.3 Beweis der Aquivalenz beider Aussagen

Schema: Wirmespeicher 1 (warm) und 2 (kalt) mit ‘Maschine” dazwischen. Zeige Clau-
sius falsch ~» Planck falsch und Planck falsch ~» Clausius falsch.

2.3 Carnotscher Kreisprozess

2.3.1 Definition, Wirkungsgrad

Carnot-Maschine: Thermodynamisches System, zwei Warmebédder, reversibler Kreis-
Prozess im p-V-Diagram.

1. Isotherme Expansion, Warme @1 > 0 von Wirmebad mit Temperatur 77 in das
System.
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2. Adiabatische Expansion.

3. Isotherme Kompression, Wiarme Q2 < 0 vom System ins Warmebad mit Tempe-
ratur Ty < T7.

4. Adiabatische Kompression.

1. Hauptsatz (Energieerhaltung): vom System abgegebene Arbeit = A > 0 gleich
gesamte Wirmebilanz = Q = Q1 + @2 > 0, d.h. Anderung der inneren Energie 0 =
A+ Q.

Definition: Wirkungsgrad 7 ist die vom System abgegebene Arbeit dividiert durch
vom warmeren Bad zugefiihrte Warme

n = A, @ (2.3.1)

@1 Q1
AUFGABE: zeige 0 < n < 1.
Abgegebene Arbeit A > 0 ist deshalb ein Bruchteil A = nQ1 > 0 der zugefiihrten
Wiérme. Bemerkung: Mit den Vorzeichen im folgenden aufpassen. In jeder der folgenden
Gleichungen checken, dass beide Seite positiv oder negativ sind.

2.3.2 Optimalitdt und Universalitit der Carnot-Maschine
(Vgl. z.B. wieder STRAUMANN).

Satz (Optimalitéit und Universalitit der Carnot-Maschine) a) Keine Maschine
in einem Kreisprozess zwischen zwei gegebenen Wiarmebéadern hat einen grosseren Wir-
kungsgrad n als die Carnot-Maschine.

b) Fiir alle Maschinen mit reversiblem Kreisprozess zwischen zwei gegebenen Wirmebédern
ist der Wirkungsgrad 7 gleich.

Beweis a): Carnot-Prozess als Kiltemaschine umkehren, dann @1 < 0, Q2 > 0,
A < 0: Wegen der Reversibilitidt ist die der Maschine zugefiihrte Arbeit A < 0 ein
Bruchteil A = n@Q der abgegebenen Wirme genau wie beim nicht-umgekehrten Fall.
Mit Q1 = Qa/(n — 1) ist dann A = —Qun/(1 — 7).
Jetzt zweite Maschine als Warmemaschine mit Wirkungsgrad 7/, abgegebene Arbeit
A" > 0 ist ein Bruchteil A" = 7/Q}] > 0 der zugefithrten Wérme. Benutze Carnot-
Kiltemaschine, um Q% < 0 als Q2 = —Q wieder ‘nach oben zu pumpen’ (ins Wirmebad
mit Temperatur 7}). Carnot-Kéltemaschine braucht hierzu zugefiihrte Arbeit 0 > A =
tm/(1 —n), d.h. mit Q) = (7 — 1)Q] folgt A= Qn(n’ —1)/(1 —n). Die gesamte, aus
beiden Maschinen gewonnene Arbeit ist

/

Aot = A +A=0Q1 +n(n' —1)/(1 -n)Q; = Z __:77@/1' (2.3.2)

Das kiltere Reservoir ist jetzt wieder im Anfangszustand, man hat das wirmere Bad
abgekiihlt und beide Maschinen zusammen wiirden dabei Arbeit A¢.a abgeben falls
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Atotal > 0, was nach dem 2. Hauptsatz (Planck) nicht geht, also muss gelten Agpa < 0.
Daraus folgt 7' < n. Damit ist Teil a) bewiesen. Teil b): Vertausche Rolle von Maschine
und Carnot-Maschine (geht, weil Maschine reversibel arbeitet). Dann wie in a) n </
und weil 7' < n (Teil a) immer gilt, folgt hier n = 7" QED.

Vergleich reversibel /irreversibel bei gleichen Wirmebédern: der irreversible Prozef3
muf einen kleineren Wirkungsgrad als der entsprechende reversible Carnot-Kreisprozefl
haben, ni; < 7. Bei gleicher gewonnener Arbeit A verbraucht der irreversible Prozefl
A = n;:@Q1 deshalb mehr Wirme als der reversible Prozef.

2.3.3 Absolute Temperatur

Fiir reversible Kreisprozesse ist der universelle Wirkungsgrad 7 unabhéngig von der Art
der Maschine und deshalb nur eine Funktion der Temperaturen 77 und 75 der zwei
Wiérmebader. Wegen n =1 + % kann man schreiben (beachte Q2 = —|Q2| < 0)

Q

Q2
Figenschaften von f: Betrachte zwei Carnot-Maschinen in Reihe: drei Warmebédder mit
Ty, Ty, Ts; Warmetransfer ()1 rein, Qo raus, Q2 rein, @3 raus. Dann gilt

Q1 Q2
0, f(T1,Ty), '@

und deshalb f(T1,T5)f(T2,T3) = f(T1,T3). Fiir mehrere ‘Zwischenbéder ” entsprechend

= f(T\,T). (2.3.3)

= f(T,Ts) (2.3.4)

:f(T27T3)7 ‘%

[T, o) f(T2, T3)...f(Tn—1, Tw) = f(T1, Tn),

alle ‘Zwischentemperaturen” miissen sich wegheben. Deshalb f(T1,T2) = g(T1)/9(T%)
mit einer Funktion ¢(7'), die noch bestimmt werden muf}. Die Funktion ¢(7") bestimmt
die absolute Temperatur T, : Die Temperatur 1" war bisher ja nur iiber die ideale
Gasgleichung bestimmt. Man definiert 7% = ¢(7T'). Dann gilt Q1/|Q2| = T2bs/Tsbs.

AUFGABE: Zeige fiir einen Carnot-Kreisprozess mit einem idealen Gas Q1/|Q2| =
T /Ts.

Deshalb gilt 7% = ¢(T) o T. Wir wihlen die Proportionalitiitskonstante als eins
lassen im folgenden den Index ‘abs” wieder weg. Wir haben

T;
& — 21 reversibel. (2.3.5)

Q2] Ty’

Die so definierte absolute Temperatur ist materialunabhéngig. Fiir den Wirkungsgrad
gilt die wichtige Gleichung (beachte wieder Q2 = —|Q2| < 0)

n=1——. (2.3.6)
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Fiir irreversible Prozesse gilt im Vergleich zum entsprechenden Carnot-Prozefl zwischen
den gleichen Wérmebéddern wegen n'™" < n'*v

[ Q5"

= 11—V <]l—pyT =L 2.3.7
T n n o (2.3.7)
Q" 1. .
: < —, irreversibel. 2.3.8
~ O 7 (2.3.8)

2.4 Entropie

Jetzt wird die Existenz der Entropie als Zustandsgrofle fiir ein beliebiges thermodyna-
misches System (nicht nur fiir das ideale Gas wie in Kap. 1.6.3) gezeigt.

2.4.1 Satz von Clausius

Satz (Clausius) Fiir reversible Kreisprozesse eines thermodynamischen Systems gilt
fiir das Integral iiber einen Zyklus
0Qrev
f{ Crev _ 0 (2.4.1)

T

Fiir irreversible Kreisprozesse eines thermodynamischen Systems gilt fiir das Integral
iiber einen Zyklus

5@11‘1‘
%T <0 (2.4.2)

Der Beweis kann unterschiedlich gefiithrt werden, vgl. SOMMERFELD und NOLTING.
Mit SOMMERFELD gehen wir aus von einem infinitesimalen Carnot-Prozess,

0Q1 _ —0Qs
Ty

(2.4.3)

wobei wiederum 01 > 0 die dem System reversibel zugefithrte Wéarme und 0Qs < 0 die
vom System reversibel abgefithrte Wirme ist. Jetzt zerlegt man den Kreisprozess z.B.
im p-V-Diagramm in unendlich viele infinitesimale Carnot-Kreisprozesse. Die Summa-
tion iiber den gesamten Umrifl des Prozesses im p-V-Diagramm wird dann gerade zum
Linienintegral § ‘SQ% = 0.

Fiir irreversible Kreisprozesse benutzt man wieder die gleiche Zerlegung in infinite-
simale Kreisprozesse, von denen jetzt allerdings einige nicht mehr reversibel sind, z.B.
zwischen T und 75 mit

5Q1 _ ~30:

2.4.4
<2 (24.4)

vgl. Gl (2.3.7). Aufsummation ergibt wiederum § % <0.
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2.4.2 Entropie als Zustandsgréfle

Wegen 3§ ‘SQ% = 0 existiert eine Zustandsgrofe S, so daBl dS = dQyev/T ein exaktes
Differential ist. Das bedeutet, dafl das Integral zwischen zwei Punkten A und B im
Zustandsraum

/ Y@ _ gipy  s(a) (2.4.5)
A T

unabhéngig vom Integrationsweg ist. Die Zustandsgrofie S wird als Entropie bezeichnet.
Sie spielt eine zentrale Rolle in der Thermodynamik.
2.4.2.1 Beispiel: Entropiednderung beim idealen Gas

Fall 1: reversible isotherme Expansion von pi, Vi nach po, V5. Dann ist wegen dU = 0 =
5Qrev - pdV

B B
S(B)—S(4) = /A‘S%ev:/ Zﬂ:NkBlnE,

2.4.6
T i (2.4.6)

d.h. die Entropie hat sich vergrofiert. Entropie des Warmebades verringert sich um genau
den gleichen Betrag, deshalb keine Entropieinderung fiir das abgeschlossene Gesamtsys-
tem (Wiarmebad plus Gas).

Fall 2: irreversible Expansion (Gay-Lussac’s Uberstromversuch): ideales Gas stromt
von Gefafl mit p;, Vi in leeres Geféfl (‘plotzlich Schleuse 6ffnen”), danach po, Vo, keine
Wirmednderung, keine Arbeit, selbe Temperatur, Sprung zwischen zwei Punkten im
p-V-Diagramm. Entropie ist Zustandsgrofle, die Entropieinderung kann durch einen be-
liebigen reversiblen Prozefl berechnet werden, also z.B. den von Fall 1. Deshalb auch hier
natiirlich S(B) — S(A) = NkpIn %, da End- und Anfangszustand im Zustandsraum in
beiden Fillen gleich sind. Kein Warmebad notig hier, deshalb Anwachsen der Entropie
des abgeschlossenen Gesamtsystems.

2.4.3 Anwachsen der Entropie (zweiter Teil des zweiten Hauptsatzes)

Anwachsen der Entropie: Bei irreversiblen Prozessen A — B in adiabatisch abge-
schlossenen Systemen wichst die Entropie an.

Beweis: Kombiniere A — B mit reversiblem Prozess B — A zu Kreisprozess A —
B — A, so dafl nach Clausius

6Qirr _ A 5Qrev b 6Qirr _

da auf A — B das System abgeschlossen ist, d.h. 6Q;,; = 0. Deshalb folgt S(B) > S(A).
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2.4.4 Additivitidt der Energie. Superadditivitit der Entropie.
Extremalprinzip

Bisher hatten wir die Stoffmenge N als festen Parameter betrachtet, jetzt fithren wir
ihn als Zustandsgrofle ein. Wir definieren

Definition Ein einfaches System ist ein thermodynamisches System mit n + 2 un-
abhéngigen Zustandsgrofen, wobei n die Anzahl der Arbeitskoordinaten (z.B. n = 1
in dW = —pdV) ist. Ein einfacher Stoff ist ein einfaches System mit n = 1.

Wir betrachten im folgenden einen einfachen Stoff, die Zustandsgrofien konnen als Tem-
peratur, Volumen V', und Stoffmenge N gewihlt sein, oder alternativ

Definition Kanonische Zustandsvariablen fiir einen einfachen Stoff sind
U,V,N. (2.4.8)

Wir betrachten jetzt ein ‘verallgemeinertes Gay-Lussac Uberstromexperiment’: zwei
gleichartige einfache Stoffe in den Zustéinden X7 = (Uy, Vi, N1) und Xy = (Us, Va, No)
werden miteinander ‘groBkanonisch ” in Kontakt gebracht (Energie- und Masseaustausch
moglich).

Annahme: Werden zwei gleichartige einfache Stoffe in den Zusténden Xy = (Uy, Vi, Ny)
und Xy = (Us, Vi, N3) miteinander ‘grofikanonisch” in Kontakt gebracht (anfangs inho-
mogen, Energie- und Masseaustausch moglich: bewegliche Wand, die Warme und Masse
durchldflt), stellt sich als homogener Endzustand wieder ein einfacher Stoff im Zustand
X = (U,V,N) mit

V = i+W (2.4.9)
N = Ni+ N, (2.4.10)
U = Ui +U, (2.4.11)

ein.
Hierbei wird die Wechselwirkungsenergie der Systeme mit der Wand explizit nicht beriicksichtigt.

1. Der obige Mischvorgang ist irreversibel (es sei denn, der gesamte Anfangszustand
war bereits homogen: z.B. Wand in einfachen Stoff im Zustand X = (U,V,N)
adiabatisch einziehen, trennen und wieder zusammenbringen - ‘nichts passiert’).
Deshalb gilt nach dem zweiten Teil des zweiten Hauptsatzes

Hierbei bedeuten X7 und Xy die zwei Teil-Zustdnde des inhomogenen Gesamtsys-
tems vor dem Mischen.
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2. Betrachte einfachen Stoff im homogenen Zustand X = (U, V, N): Wand adiabatisch
einziehen und in zwei Systeme trennen - ‘nichts passiert’, d.h.

S(X) = S(AX) + S((1—NX), A>0. (2.4.13)

3. Wir bezeichnen mit ’sup’ die kleinste obere Schranke und haben
S(X) = S(X/2)+ S(X/2) <sup[S(X1)+S(X —X1)] (24.14)
X3

> S(X1)+ S(X — Xy), 2. Teil 2. Hauptsatzes  (2.4.15)
~ S(X) = sup[S(X1)+ S(X — X1)]. (2.4.16)

X3

In Worten ist das ein

Maximalprinzip der Entropie (einfacher Stoff): Die Entropie eines Systems im
Gleichgewichtszustand X = (U, V, N) ist maximal im Vergleich zu den Entropien S(X7)
und S(X — X;) der ‘gehemmten Gleichgewichtszustéinde’ der getrennten Systeme.

AUFGABE: Ideales Gas im Zylinder im Wérmebad (Temperatur T), beweglicher un-
durchléssiger Kolben zwischen zwei Volumina V; und V' — Vi mit gleicher Teilchenzahl.
Berechne V; fiir den Gleichgewichtszustand explizit durch Anwendung des Maximalprin-
zips der Entropie.

2.5 Entropie als FundamentalgréBBe

2.5.1 Gibbs’sche Form des 1. Hauptsatzes

Der erste Hauptsatz kann fiir reversible Prozesse geschrieben werden als
dU = dQ +dW =T4dS + dW. (2.5.1)

Fiir irreversible Prozesse (Beispiel Gay-Lussac’s Uberstrémversuch) sind dQ und dW
keine Differentialformen, man hat z.B. Spriinge im p-V-Diagramm. Der erste Hauptsatz
gilt dann natiirlich immer noch, aber eben nicht in obiger Form mit Differentialformen.
Die Form dU = d@Q + dW = TdS + dW fiir reversible Prozesse ist sehr niitzlich, weil
man auf ihr die ganze Maschinerie des thermodynamischen Differentialkalkiils aufbauen
kann. In der Ableitung nach N im Differential

! D H
s = TdU + TdV TdN, 1. Hauptsatz (2.5.2)

bezeichnen wir p als chemisches Potential. Der erste Hauptsatz fiir einen einfachen
Stoff lautet damit

dU = TdS — pdV + pdN, (2.5.3)
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wir kénnen pudN als die erforderliche Arbeit zum Hinzufiigen der Stoffmenge (Teilchen-
zahl) dN bezeichnen. Es gilt

1_(908 p_ (95 —r_ (98 (2.5.4)
T \oU/)yy T \OV)yy" T \ON)yy o

Die Entropie als Funktion S = S(U,V, N), d.h als integrierter 1. Hauptsatz, zusam-
men mit dem aus dem 2. Hauptsatz folgenden Extremalprinzip, definiert die Thermo-
dynamik eines einfachen Stoffes. Wir fassen also zusammen:

Thermodynamik eines einfachen Stoffes (Entropie-Darstellung) Samtliche ther-
modynamische Information eines einfachen Stoffes ist in der Entropie-Funktion S(X) =
S(U,V, N) enthalten. Es gilt

e Die Entropie S(X) ist mazimal im Vergleich zu den Entropien S(X;) und S(X —
X1) der ‘gehemmten Gleichgewichtszustinde’ zweier getrennten Systeme,

S(X) = S(X1) + S(X — Xq).

e Die Entropie ist extensiv,

S(AX) = AS(X), A > 0.

e Die Entropie ist konkav,

StX; 4+ (1 —t)Xy) > tS(X1) + (1 —1)S(Xp), 0<t<1.

Die letzte Aussage (Konkavitét) folgt aus den ersten beiden (AUFGABE).
Die Groflen Temperatur 7', Druck p, und chemisches Potential p kann man jetzt
mittels Gl. (2.5.4) definieren, also z.B. die Temperatur als

1
T = <%>VN, thermodynamische Temperatur. (2.5.5)

2.5.2 Thermisches, mechanisches, materielles Gleichgewicht

Gegeben zwei Systeme in Gleichgewichtszustinden X; und X9 = X — X im gehemm-
ten Gleichgewicht miteinander, d.h. vor Einstellen des Endzustands bei Kontakt mittels
einer durchléssigen, beweglichen ‘idealen’ Wand. Die Entropie eines Systems im Gleichge-
wichtszustand X = (U, V, N) ist maximal im Vergleich zu den Entropien X; und X — X3
der ‘gehemmten Gleichgewichtszustinde’ der getrennten Systeme. Ist die Entropie von
X = X1 + Xy bereits maximal (so daf§ ‘nichts passiert’), mufl notwendig gelten

0 = Vi[S(X1)+S(X - X1)] (2.5.6)
~ Ty =T, p1=p2, [ = o,
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d.h. die intensiven Gréflen Temperatur, Druck, und chemisches Potential beider Syste-
me miissen iibereinstimmen. Die drei Gréflen Temperatur, Druck, und chemisches Po-
tential charakterisieren deshalb das Gleichgewicht (thermisch, mechanisch, materielles)
zwischen zwei Gleichgewichtssystemen fiir einfache Stoffe.

AUFGABE: Zylinder mit beweglichem Kolben im Wiarmebad der Temperatur 7.
Anfangszustand (gehemmtes Gleichgewicht) mit Volumen (Druck) Vi (p;) links, Va(p2)
rechts, gleiche Teilchenzahl N links und rechts, V; + Vo = V. Zeige, dafl im Endzustand
Vi = Vo = V/2 durch direkte Berechnung der Entropieinderung und Anwendung des
Prinzips der maximalen Entropie.

2.5.3 Homogenitit der Entropie

Das ist eine einfache Folgerung aus des Extensivitit S(AX) = AS(X),A > 0. Durch
Differentiation nach A erhélt man némlich eine Eulersche Differentialgleichung,

d B oS
SOX) L XVS(X) = EZ.:XZ'G—XZ- = S(X). (2.5.8)

Mit X = (U,V,N) folgt

1
S = T (U+pV — uN), Homogenitétsrelation. (2.5.9)



3. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE

3.1 Andere Darstellungen der Thermodynamik

Die Entropiedarstellung S(U,V, N) ist schon fiir unsere bisherige formale Diskussion.
Haufig liegt thermodynamische Information aber in anderer Form vor, z.B. Zustands-
gleichungen (thermisch, kalorisch).

Im folgenden wieder Beschriankung auf einfachen Stoff.

3.2 Innere Energie (Energie-Darstellung)

Definition Die innere Energie als Funktion von Entropie, Volumen und Teilchenzahl
U=U(S,V,N) (3.2.1)
definiert die Energie-Darstellung eines einfachen Stoffes.

Die Funktionen S(U, V, N) und U (S, V, N) sind &quivalent: fasse V, N als feste Parameter
auf, dann gilt wegen der Positivitdt der Temperatur,

1 [0S
1- <%> O (3.2.2)

dafl S monoton mit U anwichst. Deshalb existiert die Umkehrfunktion U = U(S, V, N),
die ebenfalls monoton mit S anwéchst .

Das ist nicht so iiberraschend, der 1. Hauptsatz hat ja auch die Form dU = T'dS —
pdV + pdN. Aus dem Maximalprinzip der Entropie folgt das

Minimalprinzip der Energie (einfacher Stoff): Die (innere) Energie U(X) eines
Systems im Gleichgewichtszustand X = (S, V, N) ist minimal im Vergleich zu den Sum-
men der Energien U(X;) und U(X — X;) der ‘gehemmten Gleichgewichtszustinde’ der
getrennten Systeme.

Beachte, dafi hier X = (S,V,N) und nicht (U,V,N). Anschauliche graphische Dar-
stellung des Minimalprinzips in CALLEN. Beweis (CALLEN) im ‘Geiste des zweiten
Hauptsatzes ": Annahme, U sei nicht minimal. Dann kann man dem System Energie in
Form von Arbeit bei konstanter Entropie reversibel entnehmen und diese Arbeit 6W
vollstdndig in Wirme 6Q) = T'dS umwandeln - dabei erhoht sich die Entropie S, was
nicht sein kann, da nach dem Maximalprinzip der Entropie S bereits maximal war.

Die (innere) Energie U(X) eines Systems im Gleichgewichtszustand X = (S, V, N)
ist also eine konvexe Funktion von X.

! vgl. z.B. Forster ‘Analysis 1. Beispiel: f(x) = ¢”, Umkehrfunktion In(z).
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3.3 Volumen (Volumen-Darstellung)

Wird (soweit mir bekannt) nicht benutzt, ist aber auch moglich: Wegen der Positivitéit
des Drucks,

P o8
r_ (2= 3.1
T <3V>U,N>O’ @30

wéchst S monoton mit V. Deshalb existiert die Umkehrfunktion V' = V(U, S, N), die
ebenfalls monoton mit .S anwichst. FRAGE: Extremalprinzip fiir Volumen, Anwendung?

3.4 Freie Energie: Definition

Gegeben sei die Energie U = U(S, V, N). Statt der Entropie ist die Temperatur einfacher
zu messen, wiinschenswert wire deshalb eine Transformation auf die Variablen X =
(T,V,N).
VERSUCH: Benutze T" = (a—g)v n und lose durch Integrieren als S = S(7,V,N) auf
und setze in U ein: dabei allerdings Informationsverlust wegen unbekannter Integrati-
onskonstante Uy (deren Ableitung Null ergibt ~ selbe Temperatur).

Deshalb Einfiihrung der Legendre-Transformation fiir die

Freie Energie F

F=U-TS=U(S,V,N) - <g—g> S (3.4.1)
V,N

Es gilt offensichtlich
dF =TdS — pdV + pdN —TdS — SdT' = —SdT — pdV + pdN, (3.4.2)
d.h. F héngt in der Tat von (7, V,N) ab.

3.4.1 Mathematischer Einschub: Legendre-Transformation

(Siehe z.B. CALLEN). Betrachte Funktion y(x), zunichst Annahme y”(z) > 0 (konvex).
Die Punktmenge y(z) kann genauso gut durch siamtliche Tangenten mit den Steigungen
p und y-Achsenabschnitten 1 beschrieben werden (kein Informationsverlust!)

_ Y=
z—0

p=1v(x) o ah =y — pa. (3.4.3)

Die Funktion 1) = ¢(p) heifit Legendre-Transformierte der Funktion y(z).
BEISPIEL (AUFGABE): Legendre-Transformierte von y = 22, y = 2° diskutieren.



3. Thermodynamische Potentiale 25

3.4.2 Einschub: Legendre-Transformation in der klassischen Mechanik

(z.B. GOLDSTEIN): Lagrange-Funktion L(q, ¢) (ein Freiheitsgrad), Impuls

0L
= — 3.4.4
P= 9 (3.4.4)
anstelle ¢ in der Legendre-Transformierten (Minus-Zeichen!)
H = H(q,p) =pq— L(q,¢), Hamilton-Funktion. (3.4.5)

Diskutiere die Bedingung % # 0! Ubergang zur Hamilton-Funktion wiirde offensichtlich

so nicht z.B. fiir Terme wie ¢* in L funktionieren.

3.4.3 Legendre-Transformationen in der Thermodynamik

Diese dient dazu, extensive Grolen (Entropie S, Volumen V', Teilchenzahl N durch in-
tensive Groflen zu ersetzen, die aus U (S, V, N) durch erste Ableitungen gebildet werden.
Je nachdem, welche und wieviele der extensiven Gréflen man ‘wegtransformiert’; erhélt
man aus U(S,V,N) eines der thermodynamischen Potentiale: Freie Energie, Ent-
halpie, Freie Enthalpie, Gibbs-Potential, groflkanonisches Potential (s.u.). Je nach zu
beschreibender Situation sind die Potentiale mal mehr oder mal weniger gut geeignet.

3.5 Minimalprinzipien, Stabilitat

Zunéchst erinnern wir an das

3.5.1 Minimalprinzip der inneren Energie
U(X)=U(S,V,N) ist minimal im Vergleich zu den Linearkombinationen
U()\Xl—l-(l—/\)Xg) S/\U(Xl)—l-(l—)\)U(XQ), (3.5.1)

d.h. U(X) ist konvex, vgl. Bild. Wir lassen der Einfachheit halber N konstant, dann
ist die Matrix der zweiten Ableitungen von U(S, V)

22U U
DU, V)= P BV (3.5.2)
ovas vz

positiv definit, d.h. Skalarprodukte hD?h in alle Richtungen h sind positiv. Die Diago-
nalelemente und die Determinante miissen deshalb positiv sein,

02U 02U
& YL > 0 (3.5.3)
ovas  ov2
0*U o*U
—— 0, 55 >0. 3.5.4
o5z =V avr” (3:54)
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Insbesondere folgt
0?U 0
2 _ "7 — (2=
0582 9S (5,V) (85

wobei wir den 1. Hauptsatz T'dS = dU — pdV = Cydl + ((g—g)T — p)dV benutzten.
Wegen T' > 0 folgt daraus

= — >0, (3.5.5)

8T> 1 T
1% (g_s)v Cv

Cy >0, Positivitit der spezifischen Wirme Cy (3.5.6)

als wichtige thermodynamische Aussage.
AUFGABE: Zeige (x = z(y, z) etc.)

B0 BOE- e

3.5.2 Determinanten-Kalkiil

Vgl. LANDAU-LIFSHITZ. Wir definieren fiir zweikomponentige Funktionen von zwei
Variablen, f(x) = (u(z,y),v(x,y)), die Jakobi-determinante, d.h. die Determinante der
Jakobimatrix (Funktionalmatrix)

I(u,v)  _ . o) = % g—Z
oy det Df( )_‘ % g_z ' (3.5.8)
Es gilt die Kettenregel fiir zwei hintereinandergeschaltete Funktionen
fg(x)) (u(t(z,y), s(x,y)), v(t(x, y), s(x,y))) (3.5.9)
Df(g(x))] = [Df](g(x))[Dgl(x) (3.5.10)
det D [f(g(x))] = det[Df](g(x))det[Dg](x) (3.5.11)
Ou,v) _ | G ou ) G TL 9u,v) A(t,s)
oy = | BB E E|-Seaaey e
Niitzliche Regel 2:
Iu,y)  (Ou
Sy ( ax>y' (3.5.13)

? Hier ist f(x) = (u(z,y),v(z,y)) mit v(z,y) = y, deshalb % = 0 und g—’; = 1, woraus die angegebene
Formel folgt.



3. Thermodynamische Potentiale 27

3.5.3 Isotherme Kompressibilitit

Jetzt konnen wir fiir das Minimalprinzip der inneren Energie schreiben

0 < %{ aangs _ 2[(58) v (57)] _ 0T, —p) __9(T,p) (T, V)
5oV v (S, V) aS, V) — o, V)a(S. V)
8p> <8T> T
= ~\av) |5g) =——7 (3.5.14)
ov 08 v
T\ e (§),
Wegen T > 0, C'y > 0 folgt fiir die Positivitéit der isothermen Kompressibilitiit
Ky = L (v >0, isotherme Kompressibilitit (3.5.15)
V\op )

als eine notwendige Stabilitdtsbedingung fiir Gleichgewichtszustéinde.

3.5.4 Minimalprinzip der Freien Energie

Wir lassen der Einfachheit halber wieder N konstant. Dann gilt fiir die partiellen Ablei-
tungen der Freien Energie F/(T,V) wegen dF = —pdV — SdT

O2F(T, V) 08 T

= - <6_T>V =5 <0 (3.5.16)
PF(T,V) ap\ V

s . <W>T =20 (3.5.17)

vgl. GL. (3.5.5) und Gl (3.5.15). Deshalb ist die Freie Energie konkav in 7' und
konvex in V. Wegen der Konvexitéit in V' bei festem T gilt insbesondere das

Minimalprinzip der Freien Energie Die Freie Energie F' fiir einen Gleichgewichts-
zustand (V, T) ist bei fester Temperatur 7' (Wiarmebad!) minimal relativ zur Summe der
Freien Energien der gehemmten Gleichgewichtszusténden (V4,7), (V — V1, T).

3.6 Enthalpie. Joule-Thomson-Prozess

3.6.1 Definition der Enthalpie

Gegeben sei die Energie U = U(S,V, N). Statt des Volumens den Druck einfiihren,
Enthalpie H

H=U+pV =U(S,V,N) - (g—‘% 1% (3.6.1)
S,N

Die Enthalpie eignet sich wegen
dH =TdS + Vdp + pdN (3.6.2)

sehr gut zur Beschreibung von Prozessen, die bei konstantem Druck ablaufen, insbeson-
dere dem wichtigen
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3.6.2 Joule-Thomson-Prozess

Technisch ist dieser wichtig als Teil-Modell bei der Verfliissigung von Gasen (Linde-
Verfahren). Im Modell geht ein Gasvolumen Vj unter stets konstantem Druck p; rechts
in ein neues Volumen V3 links unter stets konstantem Druck ps iiber 3 Bei adiabatischer
Isolierung findet kein Wéarmeaustausch statt. Die verrichtete mechanische Arbeit ist
p1Vi — paVa, deshalb ist Uy — Uy = AU = AW = p1 Vi — poVa ( p1Vi: von aussen Arbeit
am System verrichten, erhoht die innere Energie des Gesamtsystems, —poVo wird vom
Gesamtsystem als Arbeit nach aussen verrichtet). Deshalb ist bei diesem Prozess

Hy = H,, (3.6.3)

d.h. die Enthalpie ist konstant.
Jetzt betrachtet man eine Version, wo sich die beiden Driicke nur infinitesimal unter-

scheiden, und fragt nach der Temperaturinderung beim Ubergang von links nach rechts,
d.h. dem

Joule-Thomson-Koeffizient
oT
o= <—> . (3.6.4)
op )y

Etwas ungewohnt ist jetzt das Potential H konstant in dieser Ableitung, die allerdings
elegant umgewandelt werden kann: Man geht zu den (angenehmeren) Variablen 7" und
p iiber,

AT, H (T.H OH
<6T> _ O(T,H) a((Tvp)) _ 6((T,p>) _ ( o >T (3.6.5)
- = ~ 9pH) — 8pH) 9HY - o
op ) g d(p, H) 3((1}4))) 6((I;7T)) (57) P

Eine der Ableitungen ist einfach (N= const hier), ndmlich (g—g)p = C, nach Definition

Gl. (1.5.3). Weiterhin aus

a8 a8
H =T =T(| —= T — .6.
d s + Vdp (<8T>pd +<8p>po)+Vdp (3.6.6)
OH a8
~ - =V+T({— . 3.6.7
<3P>T <<‘?p>T 360

3.6.3 Maxwell-Relationen

Es zunéchst so aus, als konne man die Ableitung <g—§> nicht weiter vereinfachen.
T

Das ist allerdings nicht der Falll Wir wollen hier die Ableitung der Entropie S(p,T)
loswerden und durch etwas Einfacheres ersetzen. Wir sind in den Variablen (p,T"). Die

3 Das ist anders als z.B. beim Einstromen von Gas aus Vi, p1 links in ein Vakuum rechts, im dem sich
ein Druck erst aufbaut (anfinglich po = 0, danach p2 = p1), vgl. Aufgabe 5, Blatt 2.
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Entropie kann man durch Ableitung eines geeigneten thermodynamischen Poteentials
ausdriicken, das von (p,T') abhéngt. Man besorgt es sich durch Legendre-Transformation
des 1. Hauptsatzes,

dU = TdS — pdV, jetzt swap T mit S und p mit V (3.6.8)
G = U-TS+pV, Legendre-Trafo nach gewiinschten Variablen
dG = —=8dT +Vdp, G heifit Gibbs-Potential
0G
S = - <8_T> , S aus Potential in richtigen Variablen erzeugt
p
2 2
<g—i>T = _86]986; = _;Tgp =— <g—¥>p, Ableitungen vertauschen. (3.6.9)
Zusammenhinge wie (%) = — (%)p folgen also aus der Vertauschbarkeit der 2.

Ableitungen thermodynamischer Potentiale. Diese Zusammenhéinge werden Maxwell-
Relationen genannt.

3.6.4 Inversionskurve beim Joule-Thomson-Prozess

Der Joule-Thomson-Koeffizient kann jetzt durch die Zustandsgleichung p = p(V,T') und
C), ausgedriickt werden! Es gilt also

( or ) - T(5r),V
/)y Cp .
Es folgt sofort, dafl der Joule-Thomson-Koeffizient fiir ein ideales Gas Null ist. Fiir § > 0
erfolgt Abkiihlung bei Druckabnahme, d.h. Entspannung (Spraydose), fiir 6 < 0 erfolgt
Erwiarmung bei Entspannung (Unfélle beim Ausstromen von Wasserstoff, vgl. SOM-

MERFELD). Die Kurve § = (%—Z)H = 0 im p-T-Diagramm heifit Inversionskurve.
Fiir das van-der-Waals-Gas 148t sich hierfiir eine genéherte Kurve in Form einer Para-
bel ableiten (GREINER). Man kann mittels der Virialentwicklung, Gl. (1.4.3) und dem

zweiten Virialkoeffizienten wiederum in Naherung (REIF) herleiten, dafl

5= (%)H ~ % <T6662§FT) - CQ(T)> . (3.6.11)

3.7 GroBkanonisches Potential

(3.6.10)

Vor allem spéter wichtig fiir die Statistik. Man definiert es als
Grof3ikanonisches Potential

QUT,V,u)=U —TS — uN. (3.7.1)
Interessant ist die entsprechende Homogenitétsrelation, vgl. Gl. (2.5.8),

AT, V,u) = —pV. (3.7.2)
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3.8 Gibbs-Potential

War uns schon beim Joule-Thomson-Experiment begegnet und ist insbesondere niitzlich
fiir Systeme mit mehreren Komponenten (s.u.). Man definiert

Gibbssches Potential (Freie Enthalpie)
G(T,p,N)=U—-TS +pV, (3.8.1)
die entsprechende Homogenitétsrelation ist

G = uN. (3.8.2)



4. PHASENUBERGANGE UND KRITISCHE
PHANOMENE

4.1 Einleitung

Die Thermodynamik eines einfachen Stoffes wird durch die Entropie S(U, V, N) beschrie-
ben. Im Gleichgewicht mufl Stabilitidt herrschen (deshalb ist S konkav). Es kann vorkom-
men, dafl die Entropiefliche S(U, V, N) flache Stiicke enthélt, was immer noch konsistent
mit der Konkavitdt ist. In solchen Féllen kénnen thermodynamische Grofien unstetig
werden (z.B. das Volumen als Funktion des Drucks bei konstanter Temperatur). Expe-
rimentell stellt sich heraus, dal man es dann mit der Koexistenz mehrerer Phasen des
Stoffes zu tun hat.

4.1.1 Experimenteller Befund (Beispiel)

vgl. SOMMERFELD Paragraph 16. Mit Wasser gefiillter Zylinder im Wéarmebad kon-
stanter Temperatur 7', anfangs Kolben auf Wasseroberfldche. Volumen vergréfiern durch
Hochziehen des Kolbens fithrt zu Aufspalten in zwei Phasen (Wasser und Wasserdampf),
so dafl der Druck p unabhéingig vom Volumen V konstant bleibt. Volumen sehr stark
vergroflern: alles wird zu Wasserdampf, der dann weiter expandiert wird. Volumen sehr
stark verkleinern: alles wird zu Wasser, das dann weiter komprimiert wird. Der Ubergang
(reines Wasser - Gemisch - reiner Wasserdampf) wird als Phaseniibergang 1. Ord-
nung bezeichnet.

4.1.2 p-V-Diagramm, Potentiale bei Koexistenz fliissig-gasférmig

Aus den experimentellen Befunden folgt die Existenz horizontaler Abschnitte im p-V-
Diagramm mit den entsprechenden Konsequenzen (z. B. Bild 2.5., STANLEY ‘Introduc-
tion to Phase Transitions and Critical Phenomena ): lineares Stiick in der freien Energie
F(V), Knick im Gibbs-Potential G(p), Sprung im V-p-Diagramm.

4.1.3 Kiritische Temperatur 7T,

Experimenteller Befund: Im p-V-Diagramm hoéren die horizontalen Abschnitte oberhalb
einer kritischen Temperatur T, auf. Der Ubergang (Existenz horizontaler Abschnitte -
Nichtexistenz horizontaler Abschnitte) wird als Phaseniibergang 2. Ordnung (kriti-
sches Phinomen) bezeichnet. Kritische Phénomene gehéren mit zum Interessantesten,
was die Physik zu bieten hat.
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Abbildung 4.1: (Stanley, ‘Introduction to Phase Transitions and Critical Phenomena”, Fig. 2.5

4.2 Clausius-Clapeyron-Gleichung

Finer der frithen Erfolge der Thermodynamik. ‘Grundpfeiler der Warmelehre und der
physikalischen Chemie’ (BECKER). Wir wollen die Kurve p(T") im p-7T-Diagramm fin-
den, deren Punkte den Phaseniibergéngen 1. Ordnung, d.h. den horizontalen Abschnitte
im p-V-Diagramm (Koexistenz fliissig-gasformig) entspricht.

Herleitung (BECKER): System in 4.1.1 als Carnot-Maschine (reversible Dampfma-
schine!) im p-V Diagramm auf horizontaler Abschnitte zwischen V5, (vollstandig fliissige
Phase) und V; (vollstindig gasférmige Phase): isotherme Expansion bei T', Verdamp-
fungswirme (@ zufiigen. Adiabatische Expansion auf T' — dT'. Isotherme Kompression
bei T — dT, dann wieder adiabatische Kompression zum Ausgangspunkt. Deshalb mit
Carnot-Wirkungsgrad, d1" klein gegeniiber T',

_T—dT A (Vi- Va)dp

= 1 4.2.1

U T 0 0 (4.2.1)

dp = @ Clausius-Clapeyron-Gleichung,. (4.2.2)
dT (Vi = Wo)T"

AUFGABE: Herleitung aus horizontalen p(V')-Abschnitten im p-V-Diagramm und dem
entsprechenden linearen Teil der freien Energie F/(V,T). Hinweis: Verdampfungswérme



4. Phaseniibergange und Kritische Phianomene 33

Q als TAS, (AS Entropiedifferenz) ausdriicken.

4.2.1 N&herungslésung

Annahme @) = const, Vj — V5 &~ V = Volumen der gasformigen Phase, die als ideal
(pV = NkpT) angenommen wird. Dann

dp Q Qp S
i = VI? T Nkgre " PT) = mee TR (4.23)

4.3 Das van-der-Waals-Gas

Phénomenaler frither Erfolg (1873, Doktorarbeit von van-der-Waals) einer phinomeno-
logischen Theorie mit zwei Parametern (a und b), die (nach etwas Modifikation, s.u.)
Phaseniibergéinge (1. und 2. Ordnung) tausender von Systemen (gasformig/fliissig) be-
schreibt, frithes ‘Highlight” der theoretischen Physik . Bedeutend als

e Theorie der ‘realen’ Gase.

e ‘Universelle Theorie‘: kein ‘wildes Herumfitten’ fiir jedes neue System (‘Gesetz der
korrespondierenden Zustédnde ).

e Friithe Erklarung eines kritischen Phénomens, allerdings mit den ‘falschen’ (mean-
field) Exponenten.

4.3.1 Zustandsgleichung
Modifizierte Idealgas-Zustandsgleichung,

N2
mit Konstanten a > 0, b > 0. Phdnomenologisch ist Nb das durch die endliche Mo-
lekiilgrofle ausgeschlossene Volumen, und der ‘Effektiv’-Druck im Innern ist grofler als
Druck auf die Wand (Molekiile werden durch attraktive, langreichweitige Wechselwir-

2
2> 0.

kungen ins Innere gezogen), deshalb ‘Kohésionsterm’ a
4.3.2 Instabilitit

Instabile Bereiche im p-V-Diagramm (negative Kompressibilitit) verletzen Stabilitidtsbedingung:
Dort versagt die van-der-Waalssche Zustandsgleichung. Desweiterem in diesem Bereich:

e Freie Energie F(T,V) wird konkav im Volumen V' im Widerspruch zum Minimal-
prinzip, vgl. 3.5.4.

e Gibbs-Potential G(7T',p) wird mehrdeutig in p im Widerspruch zur Eindeutigkeit
einer Funktion.
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Die Mehrdeutigkeit von G(7T',p) im instabilen Bereich lafit sich auf die Mehrdeutigkeit
von V(p) zuriickfithren (vg. CALLEN). Zusammenhang mit Katastrophentheorie.
Deshalb

4.3.3 Modifikation der Zustandsgleichung

im instabilen Bereich (durch Maxwell), so dal eine thermodynamisch giiltige Beschrei-
bung im gesamten p-V -Diagramm moglich ist. Idee: Die so modifizierte van-der-Waalssche
Zustandsgleichung beschreibt Phaseniibergang 1. Ordnung zwischen fliissiger und gasférmiger
Phase.

Zwei mogliche Vorgehensweisen:

1. Ersetze freie Energie F(V,T') durch ihre konvexe Hiille, d.h. Stiitzgeraden von
unten zwischen V5 und V; an die Kurve F(V,T = const) im instabilen Bereich. Im
p-V-Diagramm wird ein Teil der p(V)-Kurven dann durch eine Gerade (Maxwell-
Gerade) ersetzt (Bild).

2. Ersetze mehrdeutiges Gibbs-Potential G(T,p) durch den jeweils kleinsten Zweig
im Einklang mit Minimalprinzip fiir G(T,p). Dann hat G(T, p) fiir festes T einen
Knick bei einem bestimmten Druck p (Bild).

Mit der ersten Methode folgt fiir die horizontalen Stiicke im p-V-Diagramm

2 2
p(Vi = Vo) =F — 5 = / dF = —/ pdV (4.3.2)
1 1

Geometrische Interpretation: Maxwell-Gerade separiert die urspriingliche van-der-Waals-
Kurve so, daf die Fléchen oben und unten gleich sind (Maxwell-Konstruktion).

4.3.4 Kritischer Punkt
aus Diskussion der kubischen Gleichung (4.3.1), sieche z.B. NOLTING. Es existiert ein
kritischer Punkt (p., V., T.), der durch

_ dp 0%p
— 1 p— _ p— —_— pr— =
(—Vir)t = <8V>T =0 G| T=Te=0 (4.3.3)

charakterisiert ist.
o Wegen (g—{}) = 0 ist am kritischen Punkt
T=T.
kr =00, T =T., Kompressibilitit divergiert. (4.3.4)
e Fiir T > T, gibt es keine Instabilititen (keine Maxwell-Geraden) und deshalb

keine Phaseniibergéinge 1. Ordnung mehr zwischen den zwei Phasen (fliissig und
gasformig), die sich fiir T < T, z.B. durch ihre Dichtedifferenz pg —p, unterscheiden.
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Definition Ein Ordungsparameter ist eine Funktion von thermodynamischen Varia-
blen f(T,...), die fiir alle Temperaturen oberhalb einer kritischen Temperatur 7, ver-
schwindet, f(T > T, ...) = 0.

Bei T' = T, tritt ein Phaseniibergang 2. Ordnung ein. Man findet durch Rechnung fiir
das van-der-Waals-Gas

Do = 2% V.= 30N, kpT.= % (4.3.5)
4.3.5 Gesetz der korrespondierenden Zustédnde
Wir fiithren dimensionslose Parameter ein:
p/pe=P, V/V.=V, T/T.=T, (4.3.6)
in denen sich die Zustandsgleichung schreibt als
(P+3/V?)(3V —1) = 8T. (4.3.7)

In Einheiten der kritischen Parameter p. etc. haben alle van-der-Waals-Gase die gleiche
Zustandsgleichung, unabhéngig vom Wert der Parameter a und b.

4.4 Kiritische Exponenten

Diese beschreiben das Verhalten eines thermodynamischen Systems in der Nahe der

kritischen Temperatur, d.h. fiir kleine

T-T,
T.

Wichtig fiir Vergleich Experiment-Theorie! Universalitét: Die kritischen Exponenten fiir

eine bestimmte thermodynamische Grofle sind gleich fiir viele, mikroskopisch sehr unter-

schiedliche Systeme. Die Griinde hierfiir sind tiefliegend und werden im Rahmen weiterer
Theorien (Skalenhypothese, Renormierungsgruppen-Theorie) untersucht.

e= (4.4.1)

4.4.1 Kritische Exponenten beim van-der-Waals-Gas

Sie kénnen aus der Zustandsgleichung (P +3/V?)(3V —1) = 8T gewonnen werden. Dazu
fiihrt man neue Variablen in der N&dhe des kritischen Punktes ein,

pP=P-1, v=V-1, e=T-1. (4.4.2)
Im folgenden schreiben wir p statt p’. Dann haben wir
(p+1+3/(v+1)*)(Bv+2) =8@c+1). (4.4.3)

Wichtig ist allerdings das Auftreten der Bifurkation bei T' < T,, d.h. das Aufspalten in
zwei unterschiedliche Phasen (fliissig/gasformig). Fiir T > T, sind die folgenden Expo-

nenten entlang der van-der-Waals p(V')-Kurve zu berechnen. Fiir T' < T, sind sie entlang
der zwei Bifurkations-Zweige zu berechnen (BILD, vgl. auch NOLTING).
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4.4.1.1 Kritische Isotherme, Exponent ¢

Definiert iiber

p=Dl(p—pe)/pc’sgn((p—pc)) T=T., v—0,p—0. (4.4.4)

Fiir T' = T, konnen wir die van-der-Waals-Gleichung ohne Maxwell-Konstruktion ver-
wenden. Durch Entwickeln findet man (NACHPRUFEN!)

p= _gzﬁ’ + O(v%)., Exponent § = 3. (4.4.5)

Daraus folgt (AUFGABE)

Exponent § = 3. (4.4.6)

4.4.1.2 Kompressibilitit, Exponenten v, 7/
Definiert iiber (vgl. STANLEY)

C'(—e) " (1+..) T < T,

id _
wr/RE = { Ce(1+.) T>T. V=V (44.7)

mit der isothermen Kompressibilitidt des idealen Gases bei (p,T,V) = (pe, Te, Ve),
1

pid = L
Pc

(4.4.8)

Fiir T > T, konnen wir wieder die van-der-Waals-Gleichung ohne Maxwell-Konstruktion
verwenden. Dann ist

P = 8T/(3V —1)-3/V?

<8—]3> = —24T/4+6

oV ) ply—
kr = —— | — =——=¢ ", Exponent v=1. 4.4.9
r = 7 (%) 75 ponent 7 = 1. (4.4.9)

4.4.1.3 Ordnungsparameter pg — p,, Exponent (3
Definiert iiber
pr—pg = Bt®, t—0". (4.4.10)

Die Berechnung hier ist etwas komplizierter, da man jetzt unterhalb T, ist und im Prinzip
die Maxwell-Konstruktion durchfithren mufl. Man kann aber wieder um kleine Abwei-
chungen um den kritischen Punkt (p., T, V) herum entwickeln und findet (AUFGABE)

Exponent 5= 1/2. (4.4.11)
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4.41.4 Spezifische Wiarme, Exponenten «, o/

Definiert iiber (vgl. STANLEY)

Cy = { A=)~ (1+...) T <T. (4.4.12)

o Ae™*(1+ ...) T>T., V=V
Fiir T > T, konnen wir wieder die van-der-Waals-Gleichung ohne Maxwell-Konstruktion

verwenden. Dann ist

4.5 Magnetische Systeme

In diesen lautet die Differentialform der reversiblen Arbeit
dW = HdM (4.5.1)

mit den Betrigen H des Magnetfelds und dem Betrag M der Magnetisierung., vg. STAN-
LEY, CALLEN. Wir haben also im Vergleich zu den bisher betrachteten Systemen (Flui-
den/Gasen) die Analogie

V—--M p— H. (4.5.2)
Entsprechend lautet der 1. Hauptsatz
dU =6Q + HdM. (4.5.3)

Die thermodynamischen Potentiale werden ebenso entsprechend modifiziert, z.B. F(T, M) =
U — TS freie Energie und G(T,H) =U — T'S — HM Gibbs-Potential.

In Analogie zu den Wérmekapazititen, Kompressibilitit etc. hat man (wir schreiben
jetzt E fiir die Enthalpie)

Magnetische Response-Funktionen

ou

Cvy = |—==| ., spez. Wirme, M const (4.5.4)
aT )\,
OF .

Cy = (= | , spez. Wirme, H const (4.5.5)
orT ) 5
M

xXr = oM , isotherme Suszeptibilitét (4.5.6)
oH ) .

xXs = | == , adiabatische Suszeptibilitéit (4.5.7)
oH ) 4
M

oy = <8_> . (4.5.8)
I )y

Es gilt (AUFGABE)

xr(Cu — Cu) = Taj;. (4.5.9)
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4.5.1 Phaseniiberginge bei magnetischen Systemen

Wiederum durch Nichtanalytizitéten in den Potentialen: BILD, Gibbs-Potential und M
als Funktion von H fiir T' > T,., T < T.. Freie Energie und H als Funktion von M fiir
T>1T,., T <T. Man hat also

M(H — 0%) =0, oberhalb T, (4.5.10)
M(H — 07) #0, unterhalb T,: endliche Magnetisierung . (4.5.11)

4.5.2 Kiritische Exponenten

In Analogie zum van-der-Waals-Gas wiederum mit e =1 — T../T,

M(T,H —0) o (—¢) Ordnungs-Parameter (4.5.12)
(—e)™" T <T.
XT X { e TST (4.5.13)
B (=)™ T <T,
Cy(H=0) o { e ror (4.5.14)

4.5.3 Exponenten-Ungleichungen

Am einfachsten fiir magnetische Systeme herzuleiten (STANLEY, NOLTING), gelten
sie jedoch allgemein.
Wir gehen aus von xr(Cg — Cy) = Ta%, GL (4.5.9) und

0’F .
Cu = _TW >0, F konkavin T (4.5.15)
Deshalb gilt
Ta3 Ta?
Oy =2 | 0y > 20 (4.5.16)
XT XT
Desweiteren gilt in der Néhe von T,
Chy o (=)™, xro (=)™, ayx(—)? L (4.5.17)

Wir benutzen jetzt das folgende
Lemma Sei f(z) < g(z) und f(z) o< 2* und g(z) o 2? fiir  — 0. Dann folgt A > ¢.
Damit folgt in unserem Falle 2(5 — 1) ++' > —a/ oder

o +28++">2, Rushbrooke-Ungleichung , (4.5.18)

vgl. die Anekdote in STANLEY.

Weitere Ungleichungen (Coopersmith, Griffith, Buckingham-Gunton, Fisher etc.)
gibt es ebenfalls. Spiter stellt sich heraus (Skalenhypothese), dal aus den Ungleichungen
Gleichungen werden.



5. STATISTISCHE MECHANIK

5.1 Grosse Systeme

Systeme mit einer sehr groflen Zahl F' > 1 von mikroskopischen Freiheitsgraden. Haufig
spricht man auch von makroskopischen Systemen. Diese Definition ist natiirlich un-
scharf: Abhéngigkeit von der ‘mikroskopischen Tiefe’ der Betrachtung. Beispiel Gas aus
N Molekiilen, Molekiile aus M Atomen, Atome aus Q Quarks, Quarks aus ... etc. :
‘Abwarts-Hierarchie’ wird iiblicherweise auf einer bestimmten Ebene abgebrochen.

Abhéngigkeit vom Standpunkt, Beispiel: ein Sandkorn, Masse 1 Gramm. Aus Sicht
der Atomphysik makroskopisch. Aus Sicht der Geophysik mikroskopisch ~+ Unterschei-
dung mikroskopisch / makroskopisch ist nicht absolut.

Frage: welche Aussagen lassen sich mit Hilfe mikroskopischer Theorien (Hamiltonsche
Mechanik, Quantenmechanik) iiber grosse Systeme machen?

5.1.1 Klassische Hamiltonische Systeme

System mit F' > 1 Freiheitsgraden, verallgemeinerte Koordinaten ¢i,...,qr und verall-
gemeinerte Impulse py,...,pp und Hamiltonfunktion H(q,p) (¢ Vektor aller ¢;, p Vektor
aller p;), Hamiltonsche Gleichungen

OH ) OH

= = — . 1.1

qi

Der 2F-dimensionale Phasenraum des Systems wird traditionell auch als '-Raum be-
zeichnet (redundante Definition?).

Definition: Anfangswertaufgabe Gegeben (q,p) zur Zeit t = ty. Bestimme (g, p)
gemiiss den Hamiltonschen Gleichungen zur Zeit t # tg.

Bemerkung: normalerweise t > g, aber man kann auch riickwérts in der Zeit entwickeln.
Zeitentwicklung beschreibt Trajektorie (Kurve) im Phasenraum.

e PROBLEM 1: Die Anfangswertaufgabe kann in den meisten Féllen praktisch nicht
gelost werden. Selbst wenn man (g, p) zur Zeit t = ¢y kennt, weiss man fiir ¢ # g
dann schon nicht mehr, wo sich das System im I'-Raum befindet.

e PROBLEM 2: Ein (Anfangs)-Zustand (¢,p) kann praktisch gar nicht prépariert
werden.
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5.1.2 Quantenmechanik

System mit F'+ Fs > 1 Freiheitsgraden (Fy Spin-Freiheitsgrade), verallgemeinerte Koor-
dinaten q1,...,qr und verallgemeinerte Impuls-Operatoren py,...,pr und Hamiltonoperator
H. Schrodinger-Gleichung fiir Wellenfunktion |W(t))

() = HI (1)) (5.1.2)
im Hilbert-Raum.

Definition: Anfangswertaufgabe Gegeben |U(t)), bestimme |¥(¢)) geméss der Schrodinger-
Gleichung.

Bemerkung: normalerweise t > ¢y, aber man kann auch riickwérts in der Zeit entwickeln.

Definition: Spektralaufgabe Lise das Eigenwertproblem HV = EV (Bestimmung
aller Eigenwerte und Eigenvektoren von H).

AUFGABE: diskutiere, inwiefern folgendes gilt: a) Spektralaufgabe gelost ~~ Anfangs-
wertaufgabe gelost. b) Anfangswertaufgabe gelost ~» Spektralaufgabe gelost.
Wie in der klassischen Mechanik hat man:

e PROBLEM 1: Die Anfangswertaufgabe kann in den meisten Féllen praktisch nicht
gelost werden.

e PROBLEM 2: Ein (Anfangs)-Zustand kann praktisch gar nicht prépariert werden.

Zusétzlich in der Quantenmechanik: die Spektralaufgabe kann in den meisten Féllen
praktisch nicht gelost werden. Abschéitzung (Fs = 0): Losung erfolgt im Hilbertraum
Hi ® ... ® Hp. Schon fiir F = 1 i.a. nicht losbar wegen dim(H;) = oo (unendliche
Matrix) ~~ hier ist die Theorie schon z.B. fiir ein Teilchen in einer Dimension am Ende.
Annahme einer Niherung dim(H;) — d, dann Eigenwertproblem fiir d¥'-dimensionale
Matrix, z.B. d = 10, F = 10%° fiihrt auf d = 101020, eine riesige Zahl:

5.1.3 Turm-Zahlen: power-towers

Ublicherweise hat man Potenzformen wie
N = 10%, (5.1.3)

das ist bereits eine grosse Zahl. Jetzt kann man sich aber auch fiir ‘grossere’ Zahlen
interessieren, wie z.B.

01010

N =10 (5.1.4)
etc. Es gilt z.B.
102 = (10'9)(10'%), aber
L010% _ 10007107 _ (1010”)1010, (5.1.5)

Im zweiten Fall ist der Unterschied zwischen einer 10 und einer 20 im Exponenten schon
viel gewaltiger.



5. Statistische Mechanik 41

5.1.3.1 Power-Towers

Man definiert (vgl. http://mathworld.wolfram.com/PowerTower.html) a 11 k, k = 1,2, ...
als ‘a hoch a hoch ... a’ (k mal, @ 17 1 = a) und bezeichnet diese Zahl als den power-
tower der Ordnung k.

Interessant ist z.B. das analytische Verhalten von Funktionen wie z 17 k oder (e*) 11
k, sowie unendliche power-towers wie

h(z) =2z 11 oc. (5.1.6)

5.1.3.2 Zusammenhang mit der Statistik

Man konnte versuchen, eine Klassifizierung vorzunehmen:

1. Klassische Hamiltonische Systeme fiir F' = 10 17 2 Freiheitsgrade fithren auf DGL-
Systeme 1. Ordung der Grosse 2F, Losen bis zur Zeit T mit Aufwand, der durch grosse
Zahl ~ 2T'F = 27(10 771 2) bestimmt wird.

2. QM Spektralaufgabe fiir ' = 10 77 2 Freiheitsgrade mit Hilbertraum der Di-
mension d fiir jeden Freiheitsgrad fithren auf df-dimensionale Matrix, z.B. d = 10 mit
a =1017 3.

Power-Tower-Exponenten hier ‘nur’ k = 2 (Klassik) bzw. k£ = 3 (QM). FRAGE: In
welchen Bereichen der Physik gibt es hohere &k 7

5.1.4 Fazit

Die Spektralaufgabe ist praktisch nie losbar. Es gilt also folgende Aussage: die mikro-
skopische Beschreibung von Systemen mit einer (sehr) grolen Zahl von Freiheitsgraden
ist i.a. nicht durchfiihrbar.

Moglicher Ausweg: Maschine, die 1. das gesamte Spektrum eines gegebenen Hamilto-
nians liefert und 2. damit physikalisch relevante Grossen (wie z.B. die Siedetemperatur
von Wasser bei 1 atm) berechnet. Erster Punkt vielleicht irgendwann mdoglich (Quan-
tencomputer?), aber Realisierung des zweiten Punktes schwer vorstellbar.

Erfolgreiche Auswege in der Physik bisher:

e phédnomenologische Theorie: Thermodynamik

e statistische Methode

5.2 Die statistische Methode

vgl. auch z.B. HUANG. Ansatzpunkte zur Behandlung grosser Systeme:

1. ANSATZPUNKT: vollstdndige mikroskopische Information iiber ein gegebenes
System ist offensichtlich i.a. nicht verfiighar. Dieses ist (wahrscheinlich) ein prinzipi-
elles Problem (nicht durch bessere Computer, bessere mathematische Methoden etc.)
16sbar. Deshalb Abschied nehmen vom ‘mechanistischen Denken’ und sich stattdessen
mit weniger zufrieden geben.
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2. ANSATZPUNKT: motiviert durch die Thermodynamik, wollen wir uns nur fiir
ein paar wenige Eigenschaften (makroskopische Observablen A) des Systems interes-
sieren. Fiihrt auf Frage des Messprozesses, selbst schon in der klassischen Mechanik.
Beispiel: Observable A = N, = Teilchenzahl in einem Teilvolumen v eines Gases mit
Gesamtvolumen V', Teilchenzahl N, Energie E als abgeschlossenes System. Mikroskopi-
sche Berechnung mittels

N
p(x) = Z d(x —x;), Teilchenzahldichte. (5.2.1)

i=1

e klassisch:
N
Ny(t) = /d?’az Z d(x —x;(t)) (5.2.2)
v i=1

mit x;(t) aus den Hamiltonschen Gleichungen.

e quantenmechanisch
No(t) = (¥0)| | dopu(0). (5.23)

mit |¥(t)) aus der Schrodinger-Gleichung.

3. ANSATZPUNKT: Die Observablen A(t) fluktuieren mit der Zeit ¢. Erfahrung
zeigt, dass diese Fluktuationen sehr klein sind, falls es sich um grosse Systeme handelt
(N > 1 im obigen Beispiel). Im klassischen Fall durchléuft das System auf seiner Tra-
jektorie im I'~-Raum sehr viele, verschiedene mikroskopische Zustéinde (g, p), die A nicht
andern (QM Fall entsprechend). Sehr viele, verschiedene Mikrozusténde fiithren zum
selben Makrozustand.

5.2.1 Zeitmittel. Grundannahme der Statistik

Grundannahmen fiir Systeme im Gleichgewicht:

e zeitliche Mittelwerte von makroskopischen Observablen A,

A(T,t) = %/tﬂt di' A(t') = A (5.2.4)

sind konstant fiir hinreichend lange Mittelung (d.h. hinreichend grosses 7') und
unabhéngig vom Anfangszeitpunkt ¢ der Mittelung.

e (Hauptannahme der Statistik): Ersetze die mikroskopische Dynamik, d.h. die Kur-
ve t — ¢q(t),p(t) im Phasenraum bzw. t — |¥(¢)) im Hilbertraum, durch

a) eine zeitunabhéingige Wahrscheinlichkeitsverteilung f(q,p) im Phasenraum bzw.
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b) eine zeitunabhéngige Wahrscheinlichkeitsverteilung p,, fiir Eigenvektoren |i,)
von H|¢y,) = E,|1,) im Hilbertraum.

Annahme: dann gilt

A = /dqdpA(q,p)f(q,p), klassisch (5.2.5)

Z Prn{Un|Althn), quantenmechanisch, (5.2.6)

N
I

d.h. sdmtliche zeitliche Mittelwerte A makroskopischer Observablen A werden -
anstelle einer mikroskopischen Berechnung - als Mittelwerte mit Wahrscheinlich-
keitsverteilungen berechnet.

Hauptaufgabe der Statistik ist die Begriindung und Herleitung dieser Wahrschein-
lichkeitsverteilungen derart, dass Konsistenz mit der zugrundeliegenden mikroskopischen
Theorie besteht. Die Verteilungen héngen stark von weiteren makroskopischen Bedin-
gungen ab (z.B. Unterschied offenes, geschlossenenes oder abgeschlossenes System). Das
fithrt direkt zur Ensembletheorie.

5.3 Mathematischer Einschub: Zufallsvariablen |

(vgl. z.B. BRONSTEIN.)

5.3.1 Zufallsgrossen

Eine diskrete Zufallsgrosse X kann die Werte x4, z2, ..., x4 mit den Wahrscheinlichkeiten
pn = P(X =x,), {p,} Wahrscheinlichkeitsverteilung (5.3.1)

annehmen (P steht fir Wahrscheinlichkeit). Es gilt
an =1, Normierung. (5.3.2)

Fine kontinuierliche Zufallsgrésse X mit Werten zwischen —oo und co nimmt einen Wert
im Intervall [a,b] mit der Wahrscheinlichkeit

b
Pla<z<b) = / dzxp(x), p(x) heisst Wahrscheinlichkeitsdichte.  (5.3.3)
Es gilt

/ dxp(z) =1, Normierung. (5.3.4)

—00
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Definition Der Mittelwert (Erwartungswert) von einer Funktion f(X) einer Zu-
fallsgrosse X ist definiert als

d

<f(X)> = anf(wn)a diskret (535)
n=1

(f(X)) = /_00 dxp(x)f(z), kontinuierlich . (5.3.6)

Insbesondere kann man diskrete ZV als Spezialfall von kontinuierlichen betrachten, wenn
man setzt

d - N
p) = > pudle — ) ~ (f(X)) = / drp(x)f(x) =Y pof(xn). (5.3.7)
n=1 - n=1

Es gilt folgendes
Theorem:
Fiir jede ‘verniinftige’ Wahrscheinlickeitsdichte p(x) gilt

.1 sz
lim —p <E> = (). (5.3.8)
vgl. z.B. FORSTER, Analysis 3.

5.3.2 Mehrdimensionale Zufallsgréssen

Dieses sind Zufallsvektoren X = (X1, Xs, ..., Xy) mit N Zufallsvariablen als Komponen-
ten und

pn = P(X=X,), diskret (5.3.9)
by by

P(a1 <z < bl, ey AN <zy < bN) = / dl’l...dl’Np(:L'l, ...,J}N), ]éﬁl’ﬂ;.l())
al an

als Verteilungen (Dichten).
Definition Die Zufallsvariablen X1, X5, ..., Xy heissen unabhéngig, falls

p(x1,.zy) = pW(x)..p™N)(zy), kontinuierlich (5.3.11)
pn = PX=x,)=PX)=21,).PXy=2n,) = pM . pN) | diskret.

5.4 Die Shannon-Information einer Verteilung p,

Radikale Abkehr von mikroskopischer Beschreibung. Ausgangspunkt: man weiss so gut
wie gar nichts iiber das zu beschreibende System. Beschreibung mittels Wahrscheinlich-
keitsverteilungen f(q,p) bzw. p,, die unter Vorgabe bestimmter bekannter Informationen
konstruiert werden.

Wir betrachten nun gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilungen p,,. Ziel: Vergleich ver-
schiedener Verteilungen. Zunéchst zwei dquivalente Gedankenexperimente:
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5.4.1 ‘Ziehung der Lottozahlen’

Betrachte ‘Ziehen’ von N Energien mit Ergebnis e, e, ....,en. k-te Ziehung (Energie ey)
hat den Wert E, mit einer Wahrscheinlichkeit p,, « = 1, ..., d (unabhingig von k). Fiir
fortgesetztes Ziehen (grosse N) werden mit grosser Wahrscheinlichkeit p; N Ziehungen
den Wert E; haben, ..., pgyN Energien den Wert E; haben (Zi:l palN = N). Deshalb
ist fiir grosse N die Wahrscheinlichkeit fiir eine solche typische Zieh-Folge (erste Energie
= e etc.)

pler, e, ....,en) — p’l’legzN...pfldN, N — oo. (5.4.1)

5.4.2 Codierungstheorie

(Zweiter Weltkrieg, Entschliisselung von Codes)

Betrachte ‘Nachricht’ aus Buchstaben eq, e, ....,en. Jeder Buchstabe e an der Stelle
k hat den Wert E, mit einer Wahrscheinlichkeit p,, a = 1, ..., d. Fiir lange Nachrichten
(grosse N) werden mit grosser Wahrscheinlichkeit py N Buchstaben den Wert Ej,..., und
paN Buchstaben den Wert E; haben (ZZ:1 paN = N). Solche Nachrichten nennen wir
typisch, alle anderen untypisch. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine typische Nachricht aus
N Buchstaben ist

N N N
pler ez, ....en) — piphrLphtt, N — . (5.4.2)

BEISPIEL: Klassische Bits (d =2, p1 =p, po =1 —p)
In diesem Fall gilt

pler, e, ...,eny) — pPN(1 —p)(l_p)N = NIl (5.4.3)
Ip] = plap+(1—p)In(l —p). (5.4.4)
Hier haben wr folgende Definition eingefiihrt:

Definition Die Shannon-Information einer Wahrscheinlichkeitsverteilungen p, ist
definiert als

I[pa] = Zpa Inpg. (5.4.5)

Beachte
e I[p,] <0.

® Do = Oaap ~ I[pa] =0, d.h. die Shannon-Information ist maximal fiir die scharfe
Verteilung.

Fiir d = 2 hat man Bits (nur zwei Buchstaben E; und E5) und man verwendet meist
den Logarithmus zur Basis 2,

ple1,ea,...,en) — ppN(l—p)(l_p)N = oNE[p) (5.4.6)
Ilp] = plogyp+ (1 —p)logy(l—p).

Die informationstheoretische Erkenntnis ist damit folgende:
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e typische Nachrichten haben alle die gleiche Wahrscheinlichkeit (N — o0o), némlich
pler,ea,...,en) — 2V [Pl Es gibt also hochstens 2~ N2l typische Nachrichten, zu
deren Codierung man also asymptotisch eine Anzahl von —NIs[p] Bits benotigt
! Fiir p = 1/2 ist Iy[p] = —1: es gibt 2V typische Nachrichten, N Bits werden
benotigt. Fiir p = 1 ist Iz[p] = 0: es gibt 1 typische Nachricht der trivialen Form
FE1E1E...Eq, 0 Bits werden bendétigt: man kennt die Nachricht ja bereits, wenn sie
ankommt.

e Beispiel d > 2, ich mochte eine Nachricht mit N Buchstaben des Alphabets auf
Deutsch an jemanden senden, z.B. einen Textabschnitt aus dem ‘Faust’. Analog zu
d = 2 jetzt pley, ey, ....en) — dValPl mit 1, = Y o Palogg pe. Die Codierung der
Nachricht bendtigt also typischerweise —N1; ‘d — Bits’, wobei I; mit den Wahr-
scheinlichkeiten pg, pg,... fiir Buchstaben in deutschen Texten berechnet werden
kann.

Fiir den Fall d = 2 prézisieren wir:

Definition Die Folge eq, e, ..., en heisst e-typisch, falls
oNlzlpl—e < pler, ez, ....en) < oNIzlpl+e (5.4.8)

‘Noiseless Coding Theorem’ (Shannon): Fiir alle ¢ > 0 und § > 0 existiert ein
(gentigend grosses) N, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine Folge eq,ea,...,en &-
typisch ist, mindestens 1 — § betragt.

AUFGABE: Ermitteln Sie (durch Zihlen oder mittels computerisierten Einscannens
und Schreiben eines entsprechenden Computer-Programms) die Shannon-Information
a) des ‘Faust’, b) der Bibel (Luther-Ubersetzung), c) des Landau/Lifschitz (deutsche
Ausgabe). Sie sollen hier keine aufwendige Statistik betreiben, aber dokumentieren Sie
zumindest, wie Sie IThre Statistik betreiben.

5.4.3 Konstruktion von Verteilungsfunktionen p,

Wir drehen jetzt den Spiess um und betrachten die Verteilung {p,} als zunichst nicht
bekannte Grosse, die bestimmt werden soll. Ansatz: bestimme p,, so, dass folgendes gilt:

1. sédmtliche Information {iber die Verteilung sei in Form einer Anzahl Nj; vorgege-
bener Mittelwerte a,, von Observablen A™ gegeben. Dann fordern wir

1 = Zpa, formal ansehen als A©) =1 (5.4.9)
an = (AM)=>"p, AL, n=1,.,Ny (5.4.10)

2. abgesehen von diesen Mittelwerte liege keine weitere Information iiber die p, vor.

Wir wihlen die p, dann so, dass die Shannon-Information der Verteilung, I[p,] =
> o Palnpy, minimal wird.
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Dieses ist eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen, Losung erfolgt mittels Lagrange-

Multiplikatoren und Variation.

I[pa] = D palnpa ~ 0lpa] =Y (Inpa + 1)dpa (5.4.11)
an = Y paAP 0= Alép, (5.4.12)

-0 = ) (m Patl+) [M")Ag")D Pa (5.4.13)

«

_1_20) _5NM [y (n) g4(n)
¢ mIAO-E2 Al (5.4.14)

'V\—)pa g

Benutzt wurde hier folgendes: Wenn « = 1, ..., d, sind von den d Variationen dp, wegen
der Ny + 1 Nebenbedingungen ja nur d — Nj; — 1 Variationen unabhiingig. Die A sind
deshalb so gewihlt, dass die Koeffizienten von Nj;+ 1 der dp,, verschwinden, so dass die
restlichen dp, dann frei variierbar sind.

Wir definieren

Zustandssumme 7

_ 5V [y (n) o)
Z = = g e anl[A Ao ], (5.4.15)
«

so dass die Verteilung korrekt normiert ist:

1 VM [y(n) 4()
Pa = e anlp Ao ], verallgemeinerte kanonische Verteilung. (5.4.16)

5.5 Die kanonische Verteilung

5.5.1 Bekannte makroskopische Information in (quanten) mechanischen
Systemen

Bei zeitunabhéngigen Hamiltonians sind das die Erhaltungsgréssen: gesamte Energie,
Impuls, Drehimpuls (Spin und Bahn), eventuell weitere (Baryonenzahl etc. je nach mi-
kroskopischer Tiefe). Von diesen spielt i.a. nur die Gesamtenergie E eine Rolle: linearer
Impuls und Drehimpuls kénnen z.B. durch iibergang in bewegte Koordinatensystem weg-

transformiert werden. Gesamteneegie entspricht nach Noether der Zeit-Translationsinvarianz:

entscheidende Symmetrie fiir das Gleichgewicht.

5.5.2 Konstruktion der kanonischen Verteilung

Konstanz der Gesamtenergie entspricht den abgeschlossenen Systemen (mikrokanonisch).
Wir wollen aber auch kanonische und grosskanonische Systeme beschreiben. Bei der ka-
nonischen Verteilung ist die Gesamtenergie nicht konstant, sie hat aber natiirlich im
Gleichgewicht einen bestimmten Mittelwert

U= (H). (5.5.1)
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Wir verwenden deshalb unsere allgemeine Methode mit Ny = 1, po = %e‘ﬁH mit der
Umbenennung A() = 8. Dann bestimmen sich 3 und Z aus U = %Za H,e PHe ynd
Z =3, e Pl Mit H, = (a|H|a) = E, (Energie-Eigenwert) folgt
Z = Ze_ﬁEa, kanonische Zustandssumme (5.5.2)
(0%
e_IBEa
Do = W, kanonische Verteilung (quantenmechanisch) . (5.5.3)

5.5.3 Entropie. Anschluss an die Thermodynamik

Der Anschluss an die Thermodynamik muss wegen derer zentralen Rolle von der Entropie
S ausgehen. Wesentlich ist deshalb ein mikroskopischer Ausdruck fiir S. Das ist die
wesentliche Idee von Boltzmann, und daran ankniipfend Planck und Gibbs.

In unserer Herleitung der p, haben wir uns stark auf die Shannon-Information I[p,] =
Y o PaInp, gestiitzt. Wir haben durch Einsetzen der p,, Gl. (5.5.2),

I=> polnp,=—InZ - BU. (5.5.4)

Die Grossen § und Z héngen nur implizit von U ab, und wir kénnen schreiben

oI
R —B. (5.5.5)

Es hat § die Dimension einer inversen Energie, I ist dimensionslos. Das legt den Vergleich
mit der thermodynamischen Beziehung

oS 1
50T T (5.5.6)
nahe, und wir definieren deshalb
S = —kp Zpa Inp, = —kpl[p.], Entropie (5.5.7)
B = 1 (5.5.8)
= T .5.

wobei aus Konventionsgriinden wieder die Boltzmann-Konstante eingebaut wurde.
Hier ist zunéchst natiirlich alles noch erst vorldufig und muss weiter iiberpriift wer-
den.

5.5.4 Freie Energie. Ideales Gas (N unterscheidbare Teilchen)

Wir machen einen weiteren Test,

I = —InZ—-pU ~ —kpTInZ =U—kpTI=U—-TS8, (5.5.9)
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da U als Mittelwert der Gesamtenergie gleich der inneren Energie der Thermodynamik
ist, muss also gelten

F = —kpTInZ, Freie Energie . (5.5.10)

Wir berechnen damit unser erstes Beispiel:

N o2
H = — m; #m;(i #j), Ideales Gas, unterscheidbare Teilchen . (5.5.11)

Wir nehmen unterscheidbare Teilchen an, weil wir bei ununterscheidbaren Teilchen eine
wesentlich kompliziertere Situation vorliegen haben, die erst verniinftig im Rahmen der
Bose- und Fermistatistik beschreibbar ist (s.u.). Dennoch kann man die jetzt abzuleiten-
den Ausdriicke verwenden, wenn man den sog. Gibbsschen Korrekturfaktor einfiihrt,
den wir spéter noch einmal ausfiihrlicher diskutieren werden.

Die zugehorigen mikroskopischen Quantenzahlen sind nun die N Wellenvektoren

a <= ki, .. ky, |a) < ki, ..., ky), (5.5.12)
die den mikroskopischen Zustand |«) eindeutig festlegen. Die zugehorigen Energien sind

Ea = kly"'akN:<k17"'7kN|ﬁ|k17"'>kN>

N

h2k?

= E €kys  Eky = L. (5.5.13)
i=1 2m;

Deshalb ist die Zustandssumme Z gegeben durch

Z = Zpa = Z exp [—f (ep, + ... + €ky)] (5.5.14)
« ki,....kn
= Ze[_ﬁ(ekl)]mze[_ﬁ(EkN)] (5515)
ky kn

N
- [1z 2= el=8(ex)] . (5.5.16)
=1 k;

Die Zustandssumme faktorisiert, da die Energien einfach nur additiv sind (es gibt keine
Wechselwirkungen).

5.5.4.1 Zustandssumme Z; fiir ein Teilchen

Wir nehmen an, dass sich alle Teilchen in einem Kasten der Dimension d mit Volumen
L% befinden (z.B. d = 3). Der Wellenvektor k habe kartesische Komponenten ky,...,kq.
A) Periodische Randbedingungen: Eine kartesische Komponenten k hat Werte
27

k="2n, n=%l32,. (5.5.17)
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Die zugehorigen Wellenfunktionen sind laufende, ebene Wellen e***. Wir benutzen

Jim. %n;m fn/L) = /_ Z dof(z) (5.5.18)
. 1 1 e
legréOE%:f(k:%Tn/L) _ %/_oodkf(k:) (5.5.19)

B) Feste Randbedingungen. Eine kartesische Komponenten k& hat Werte
k=—=n, n=12,.. (5.5.20)

Die zugehorigen Wellenfunktionen sind stehende Wellen sin(kx). Wir benutzen Wir be-
nutzen

e >
ng"rolof;:;)f(n/L) _ / dof(z) (5.5.21)
. 1
ngof;f(k:m/m = / dkf(k / dk f(k
if f(k) = f(—k (5.5.22)

In unserem Fall ist f(k) = f(—k) da die Energie eines Teilchens der Masse m gegeben
ist durch die Summe g = h?(k? + ...+ k2)/2m. Sowohl periodische als auch feste Rand-
bedingungen geben also im thermodynamischen Limes L — oo dasselbe Resultat:
Die Zustandssumme fiir ein Teilchen faktorisiert in die d Summen fiir die kartesischen
Komponenten,

Z Y e len) L /OO dke- o) Z (L) (5.5.23)
- = i) — —_— v = — 0.
Z k ’ 2m —00 ‘ Ai

1

o2 \ /2
i = <m/<; T> , thermische Wellenléinge. (5.5.24)
KB

Die thermische Wellenldnge ist die de-Broglie-Wellenldnge eines freien Teilchens der
Energie F = wkpT (check) in einer Dimension. Insgesamt gilt also

5.5.4.2 Zustandssumme

Das ist jetzt einfach (V = L% ist das Volumen)

I 11(5) 113

i=1 =1

(5.5.25)
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5.5.4.3 Zustandsgleichung
Fiir die freie Energie als Funktion von 7', V', N folgt

F(T,V,N) = —kgTlnZ(T,V,N)
N N
|4 d 21 h?
= —kpT In|—=|=—-kgT |[NInV — = 1 (5.5.2
B ;n[)\?} B n 2;nmik3T (5.5.26)
F NkgT
~p = — <g—v>NT: ‘/],3 ,  Zustandsgleichung (5.5.27)

Man bekommt also die Zustandsgleichung des idealen Gases!!

5.5.4.4 Entropie, innere Energie, spezifische Warme

Folgt jetzt aus

S(T,V,N) = - (%) (5.5.28)
V.N
N
= kp» In [%] +/<;BNg. (5.5.29)
i=1 (

d oU d
U = F+TS=gNksT, Cy= <0—T>Nv = 5Nkp.  (5.5.30)

Insbesondere findet man fiir d = 3 die spezifische Warme (kalorische Zustandsgleichung)
Cy = %N kp unabhéngig von T und V. Insbesondere hatten wir U = U(T') (unabhéngig
von V) fiir das ideale Gas in der phinomenologischen Thermodynamik als gegeben an-
genommen, hier erhalten wir es direkt als Ergebnis.

5.6 Mikrokanonische Gesamtheit

Jetzt bestimmen wir die p, fiir abgeschlossene Systeme mit konstanter Gesamtenergie
E.

5.6.1 Fall: Diskrete Gesamtenergien F

z.B. endliche Spinsysteme. In diesem Fall p, « ég g, (Kronecker-Symbol), und Mini-
mierung der Shannon-Information liefert

0 = Y dpp. (Inpa+1+X)dpa (5.6.1)

0p.E 0B, E . . .
~ Do = = —_ mikrokanonische Verteilun 5.6.2
Pe T dem  Q(EN) 5 502

Q(E,N) = Z(SEan’ mikrokanonische Zustandssumme. (5.6.3)

07
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Die mikrokanonische Zustandssumme Q(E, N) gibt einfach die Anzahl aller Eigenzustéinde
(Mikrozusténde) des N-Teilchensystems mit Gesamtenergie E. Damit wird die Entropie
zu

Sp(E,N) = —kp Zpa Inp, =kpInQ(E,N), Boltzmann-Form der Entropi&.6.4)

Zusammenhang mit der kanonischen Verteilung: die kanonische Zustandssumme ist
ZBN) =Y e =3"3"6ppe P = QE N)e (5.6.5)
« E « E

Man hétte an dieser Stelle gerne eine Moglichkeit, zwischen Z(8, N) und Q(E, N) hin-
und herzutransformieren. Fiir diskrete Gesamtenergie gibt es allerdings i.a. keine solche
Transformation. Das ist anders im kontinuierlichen Fall:

5.6.2 Fall: Kontinuierliche Gesamtenergien E

Dort wird die diskrete Summe iiber £ durch ein Integral iiber E folgendermassen ersetzt:

Z(B,N) = Y QE,N)e " QEN)=) dpp, diskret (5.6.6)
E «

Z(B,N) = /OO dBvy(E)e PP, vn(E)=) 6(E - E,), kont. (5.6.7)
Hier ist

vy(E) = Zé(E—Ea), N-Teilchen Zustandsdichte. (5.6.8)
Die N-Teilchen Zustandsdichte der mikrokanonischen Gesamtheit und die Zustandss-

umme der kanonischen Gesamtheit sind also einfach durch eine Fourier-Transformation
miteinander verbunden:

Z(iB3,N) = /_OO dEvy(E)e P (5.6.9)
vn(B) = % _OO dB2(iB, N)eiPP (5.6.10)

Fiir kontinuierliche Gesamtenergien ist die mikrokanonische Zustandssumme also zur
N-Teilchen Zustandsdichte geworden. Entsprechend werden die Wahrscheinlichkeiten
Pa X Op,E, jetzt zu

5(E — Ea)

Pa = “Ton(E) (5.6.11)
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5.6.3 Nichtwechselwirkende N-Teilchensysteme

In diesem Fall

VN(E) = Z(S E E Z 5 E— qu e T EOcN)

A1y ON

= / dE' Y 0(E — Eay — E')un-1(E') = / dE'VIN(E - EYuy_1(E')
an

_ / dE' / A"V (B — BN T(E — By _o(E")

= / dE' .. dEN-D, N g — gy NV E - B D ((END) (5.6.12)

Das ist also ein IV — 1-faches Faltungsintegral. Fouriertransformation mit imagindrem
[ liefert dann mit dem Faltungssatz

Z(iB,N) = / b dEvn(E)e PP = zW(ip,1)..2N) (i3,1) (5.6.13)

— 00

und mit analytischer Fortsetzung i3 — (§ das Produkt der N Zustandssummen fiir ein
Teilchen,

Z(3,N) = :Z(l)(ﬁ, )...Z(N)(ﬁ,l) (5.6.14)
Z®)(3,1) Ze Play (5.6.15)

1
a
&
S
S

Natiirlich hiatten wir dieses letzte Ergebnis aus einfacher durch direktes Einsetzen be-
kommen:

ZB,N) = = Y e attbay) — 70(5.1)..2M(5,1),  (5.6.16)

at...aN

wie wir es bereits im Fall des idealen Gases getan hatten.

5.6.4 Fluktuationen der Energie

Im kanonischen Ensemble ist der Mittelwert der Energie

U=(E) = m > EBie e = _a% InZ(3,N) (5.6.17)
_ ﬁ / ¥ dEEvy (B)e PP, E diskret (5.6.18)
— ZEQ (E,N)e PP E kont. (5.6.19)

(ﬁ,
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Wir haben also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (-dichte) p(E) fiir die Energien im
kanonischen Ensemble,

—BE

PE % E diskret (5.6.20)
—BE

p(E) = % E kont. . (5.6.21)

Wir zeigen, dass p(F) fiir N — oo gegen eine scharfe Gauss-Verteilung strebt. Zunéchst
ist fiir diskrete
O(E,N)ePE  ~BEAMQEN)  o~5f5(E)

PES TZGN)  ZB.N)  ZGN) (5.6.22)

fB(EF) = E—-TSg(E,N), FE diskret (5.6.23)

Wir wollen das Maximum Ej von pg bestimmen und hierzu fg(FE) in eine Taylor-Reihe
entwickeln. Das geht nur, falls fp(FE) differenzierbar ist, d.h. fiir kontinuierliche E. Wir
setzen deshalb die Boltzmann-Entropie fiir diskrete E stetig fort zu kontinuierlichen
Werten E und fordern bei ¥ = Ej

/ aSB)
0=fpE)=1-T(== 5.6.24
fB( ) < 2 N,E=Eq ( )
(5.6.25)

Der Vergleich mit der Thermodynamik liefert hier wieder Sp = S und Ey = U: die
Boltzmann-Entropie ist die thermodynamische Entropie, und das Maximum der Vertei-
lung pg ist die innere Energie. Die zweite Ableitung ist

92S(E, N) 1

" — _ -
r'wy = T T (5.6.26)
(E — U)2
PE X exp {_72]?BT20V , N — o0, (5.6.27)

natiirlich mit der entsprechenden Normierung der Gauss-Verteilung. Insbesondere lesen
wir ab

(E%) — (B)* = kpT*Cy « N (5.6.28)
(E?) — (E)? 1
& TN
da die spezifische Wérme wie die innere Energie U = (F) extensiv ist. Fiir N — oo

werden die Fluktuationen der Energie relativ zu ihrem Mittelwert offensichtlich immer
kleiner: die Verteilung pp wird immer schérfer.

(5.6.29)
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5.6.5 Mathematischer Einschub: Kumulanten-erzeugende Funktionen

Definition Die Kumulanten-erzeugende Funktion f(x) einer W-Verteilung pg ist
definiert als

e T =3 " ppeP, (5.6.30)
E

Damit sind die Kumulanten &, der Verteilung wie folgt definiert:

i (i)™
— f(x) = In(eF) = 2 :L! K- (5.6.31)
Es gilt also
8771
Kim = —(—i)max—m FOAl=o (5.6.32)
Man hat z.B. (check!)
k1= (E), ko= (E?) —(E)2 (5.6.33)

5.6.6 Mathematischer Einschub: Transformation von Zufallsvariablen

Sei p(x) eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Zufallsgrosse xz. Dann ist die entspre-
chende Wahrscheinlichkeitsdichte P(y) fiir eine Funktion y = f(z) der Zufallsgrosse x
gegeben durch

Ply) = /dx&(y—f(x))p(m), kontinuierlicher Fall. (5.6.34)
P, = Zéy,f(x)px, diskreter Fall. (5.6.35)

5.6.7 Kumulanten-erzeugende Funktion der Energie in der kanonischen
Verteilung

Diese ist nun gegeben durch

: E)e=PE
e~ fOGN)  — /dEp B erE7 p(E) = L 5.6.36
_ ZB=N) BFE-iN)-FBN) (5.6.37)

Z(B,N) ’

d.h. als Quotient zweier kanonischer Zustandssummen, wenn die Temperatur als kom-
plexe Variable aufgefasst wird.
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Wir entwickeln f(x, N) um x = 0,

FeN) = —ixopr - X gp (5.6.38)
) 8[3 B 852 o .0.
X2
= —ixU+ 7/<:BT2CV 4. (5.6.39)

Da die freie Energie F' extensiv ist, sind alle Terme, d.h. die Kumulanten der Vertei-
lung p(E), proportional zur Teilchenzahl N. Fiir N — oo fithrt man jetzt die neue,
dimensionslose Variable

E—H,l_ E-U

VR JkgT2Cy

ein. Die Variable € ist die um ihren Mittelwert U verschobene Energie F, gemessen in

Einheiten der Fluktuation /(E?) — (E)?. Fiir N — oo ist nun ¢ normalverteilt! Das
sieht man so: die charakteristische Funktion K zur W-Dichte P(e) fiir ¢ ist

. E— Kk .
deP(g)e™X¢ = /de/dE EYS <e — ) e'Xe 5.6.41
/ (©) D(E) T (5.6.41)
_ / AEp(E)eXE—r)/VFz _ (=ixXU/ /73 (=BIF(B=ix/ 7z N)~F(B.N)]

e= (5.6.40)

_K(XvN)

e

Durch Entwickeln findet man wieder

K(x,N) = ixU/\/ks—i

X (x/vF2)* X\’
1

1
2
= X" +0|—=|. 5.6.43
2 +0(75) 04
Alle weiteren Terme haben die Form O(N) x (x/\/k2)* mit k = 4,5, ... (der Vorfaktor ist
als Ableitung der freien Energie immer o< N) und fallen deshalb wegen ko o N stérker
als 1v/N ab. Deshalb ist P(g) eine Gauss-Verteilung mit Mittelwert 0 und Breite 1 fiir
N — oo,

e KOGN=00)  — =3x° = / deP(e)e™X*

1 .
w Pe) = oo [ de e = ——c

(5.6.44)

Hierbei haben wir das niitzliche Gauss-Integral

o0 2
/ de™ 0" b — \/Eefla (5.6.45)
o a

benutzt.
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5.7 Der klassische Limes

Bisher haben wir alles quantenmechanisch (mikroskopisch) formuliert. Fiir manche An-
wendungen ist eine Beschreibung physikalischer Systeme im klassischen Limes vorteil-
hafter.

5.7.1 Klassischer Limes der kanonischen Zustandssumme

Wir gehen von der quantenmechanischen Zustandssumme Z iiber alle Mikrozustande
|cr) eines gegebenen Systems mit Hamiltonian H aus,

Z = Ze‘ﬁEa = Z(a!e‘ﬁﬁ]a>, (5.7.1)

87

wobei wir H|a) = E4|a) benutzen. Nun spezifizieren wir zunéchst einen Hamiltonian N
unterscheidbarer, wechselwirkbarer Teilchen der Massen m;,

—Z [ DLy w] Z Uz, z)), (5.7.2)

2,7=1

wobei p; der Impulsoperator des i-ten Teilchens und x; sein Ortsoperator in d Dimen-
sionen sind. Wir benutzen jetzt eine vollstindige Basis aus ebenen Wellen (Dirac-Kets
|K) = |ki,...,kn) (ki als d-dimensionaler Wellenvektor des i-ten Teilchens),

1 = Z K15 s kN ) (K1 s k| = ZIK (5.7.3)

ki,....kN

zum Einschieben in GL.(5.7.1),

Z = Y (e ™Ma) = 3" (K'ja)(alK)(K|e M |K) (5.7.4)
« KK'«
- [Z|a>(a|:i, (K'|K) = 6k, ot Oy ity = O K (5.7.5)
= Y (Kl PHIK). (5.7.6)
K

Es gilt zunichst fiir ein Teilchen mit Wellenfunktion (z|k) = e*** /v L4 (k, x sind d-
dimensional),

—BH 1 —ix_ﬁ_ﬁvz‘f“/x ikx
(KlePHIK) = = /d:pe ko B[~ 2m VIV (@) ik (5.7.7)
wobei sich die Integration iiber das Volumen L¢ erstreckt. Es gilt nun (AUFGABE)

e—ﬁ[—%vuv(x)] gk _ gike gk (h—ihV)? +V (2)] (5.7.8)
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Das kann man direkt verallgemeinern fiir den N-Teilchen-Fall,

-2
N p’L 5 N, 7 q . .
e [2’”" +V(x2)} o= U(IMJ)elklxl .ethNaN (5.7.9)

2
hk;—ihV ;
>N, {(JMJ.J)JFV(IJ‘) +35N 21 Ulwiney)

etz etknen g , (5.7.10)

so dass wir erhalten

o \2
-8 {Ef_l {W*VW N U(xivxn}

(5.7.11)

Im Limes L — oo wird das zu

N2
1 8 {Zf_l{%wm) +zf,ﬂ_1v<wi,zn}
7 = W/dkl...de/dwl...dee !
™
1 -8 {Zf’_l {WJFV(%') +3N, U(%xj)Jl
= ———— [dpy...dpy | dxq...dvNe ! 5.7112
(2wh)Nd

Bis hierher ist noch alles exakt (quantenmechanisch). Jetzt kommt die klassische Néherung,
indem man

pj —ihV; — pj (5.7.13)

im Exponenten setzt. Dieser Limes A — 0 wird nur im Exponenten ausgefiihrt und

nicht im Vorfaktor ﬁ, der ja auch aus Dimensionsgriinden erhalten bleiben muss!

h)
Selbst im klassische Limes wird man also in der Statistik das ‘Phasenraum-Element’
(2rh)Ne in der Zustandssumme Z nicht los! Die klassische Zustandssumme ist nun zu

einem Zustandsintegral {iber den Phasenraum der Orte und Impulse z;, p; geworden,

2
Pj
2mj

N

1 —5{ j=1
Zg = W/dpl...dp]v/d:pl...d:n]ve

+V(z;)

+sz'\,]j:1 U(xivxjiJ
(517.14)

Im Exponenten steht nun genau die klassische Hamiltonfunktion der Orte und Impulse
x;, p;. Im klassischen Fall hat man also

1 .
Zog = /dplde/dxlda;NWe_ﬁH({m“pl}) (5715)

1 (e .
p({xz,pl}) = me pH({ “pl}), W-Dichte . (5716)
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5.7.2 Gibbsscher Korrekturfaktor

Fiir ununterscheidbare Teilchen kommt mikroskopisches etwas Neues in Spiel: die Teil-
chen sind entweder Bosonen oder Fermionen mit entsprechend symmetrisierten bzw.
anti-symmetrisierten Wellenfunktionen. Wir kénnen dennoch unseren klassischen Limes
vorldufig durch folgendes Argument retten (s. u. bei Quantengase): Im Zustandsintegral
wird tiber alle moglichen Konfigurationen des N-Teilchensystems integriert. Fiir unun-
terscheidbare Teilchen hat man dabei allerdings jeden Phasenraumpunkt N! mal zu viel
gezéhlt, denn N! ist ja gerade die Anzahl der Permutationen der N Teilchen - diese
Permutationen geben wegen der Ununterscheidbarkeit alle den gleichen mikroskopischen
Zustand und diirfen deshalb nur einmal gezdhlt werden. Deshalb gilt

1 1
Zqg = = [ dpi...d dzy...dx Ny —————e PH{ziPi}) 71
1 N!/ D1 pN/ 1 xN(??Th)NdZde (5.7.17)
1

p({xi,pi}) = me_m{({“pi}), Ununterscheidbare Teilchen .

In der klassischen Zustandssumme ist die Hamiltonfunktion
H = Z; [ﬁ + V(mz)} + 3 .Zl Uz, xj), (5.7.18)
i= i,j=

die Impulse vertauschen mit den Ortsvariablen, und deshalb kénnen die Impulsintegra-
tionen sofort ausgefiihrt werden:

1 1
_ —BH{zi,pi})
ch = N /dpl...de / dxl...de (27Tﬁ)NdN!e p (5719)

= 7N&Nd/dwl...da;Ne_ﬁ[Zﬁv—lV(”Hzgj—lU(x""xj)] (5.7.20)
o2 \ '/
A= < k: T> , thermische Wellenléinge. (5.7.21)
mrp

5.7.2.1 Wechselwirkungsfreie Teilchen

Jetzt haben wir U(z;,2;) = 0, und die Zustandssumme faktorisiert,

ch(ﬁv N) = %Zg(ﬁ> 1)7 ch(ﬁa 1) - % /dl‘e_ﬁv(x) (5722)

(das ist ein Integral iiber den d-dimensionalen Konfigurationraum, i.a. also d = 3). Ist
kein dusseres Potential vorhanden, V' = 0, so gibt die Integration trivial gerade das
Volumen L¢, und

VN

Za(B,N) = NINT Ideales Gas, freie Teilchen. (5.7.23)
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Jetzt ist, bis auf den Gibbsschen Korrekturfaktor, alles wie oben bei der qm. Berechnung
fiir unterscheidbare Teilchen. Wir bekommen

1%
F(T,V,N) = —kgTIlnZ(T,V,N)=—kpT [NhaF —In N!] (5.7.24)
6F> NkpT .
~p = — | = = , Zustandsgleichung (5.7.25)
oF v d
pr— —_— _— pr— —_— —_— — '
S(T,V,N) <5T>VN kp [Nln NG lnN.] : (5.7.26)

Benutze jetzt die Stirlingssche Formel,

n\m" 1 1
I=(—=) V - 4 -
n: (e) 2mn <1 + 2 + 98812 + ) , N — 00 (5.7.27)

in der fiir uns niitzlichen Form

Inn!~n(lnn—1), n— occ. (5.7.28)
. d d 2nr2dN \ Y2
Mit U = F + TS = §NkpT und A = (2240) 7 folgt
V d+2
S(U,V,N) = kgN [IHV ~InN + %] = (5.7.29)
V([ 2mU \"? d+2 .
= kN |In N (W) — | Sackur-Tetrode-Gleichung.

Die Sackur-Tetrode-Gleichung liefert die korrekte Homogenitétsrelation fiir die Entropie
als Funktion der extensiven Variablen (U, V, N), d.h.

S(AU, AV, AN) = AS(U, V, N) (5.7.30)

wie in der phinomenologischen Thermodynamik gefordert. Der Permutationsfaktor N!
liefert also die korrekte Entropie und erklért auch das Gibbssche Paradoxon (Durch-
mischen zweier idealer Gase, AUFGABE).

5.8 Dritter Hauptsatz

Die Entropie des klassischen idealen Gases freier, ununterscheidbarer Teilchen, S(U, V, N)
kN [ln % —InN + di;], sowie die Entropie des qm. idealen Gases freier, unterscheid-

barer Teilchen, S(T,V,N) = kp Zf\il In [%} + k‘BN%l, divergiert wegen A o< T~1/2 fiir

Temperatur T" — 0. Das steht im Widerspruch zum

3. Hauptsatz der Thermodynamik Die Entropie eines Systems als Funktion der
Temperatur 7" wird Null bei T"= 0.



5. Statistische Mechanik 61

Der Grund fiir diese Diskrepanz liegt hier in der Ausfithrung des thermodynamischen
Limes L — oo, der uns von der Zustandssumme

Z = ) exp[—B(ek + . +Ery)) (5.8.1)
k1,...kn

fiir L — oo zu Zustandsintegralen fithrte. Dieser thermodynamische Limes ist fiir Tem-
peraturen T — 0 dusserst gefihrlich: Die Zustandssumme Z lduft ja fiir alle endlichen
L iiber diskrete Werte nq,no, ..., d.h. diskrete Wellenvektoren. Fiir endliches L gilt also
(feste RB)

Z = Z exp {—ﬂ (hnym/L)? J2m — .| . (5.8.2)

N1y NN

Fir T'— 0, d.h. § — oo, bleibt nur der Term mit ny = 1,ny = 1,... iibrig, der gerade
dem Grundzustand des Systems entspricht, der fiir endliches L durch eine Energieliicke
von den restlichen angeregten Zustdnden des Systems getrennt ist. Dann gilt

Z(8 - 00) = exp [—ﬁ (hr/L)2 /2my + ] (5.8.3)
N
F = —% InZ — Y (hr/L)* /2m; (5.8.4)
i=1
~ ST —0V,N) = —Jim <g—§>w 0. (5.8.5)

Man erhélt jetzt Entropie Null am absoluten Nullpunkt, denn es gibt genau einen Mi-
krozustand (Grundzustand mit Qzahlen n; = 1). Man beachte, dass die Energie dieses
Zustands jetzt von den Randbedingungen abhéngt!

Fiir Systeme mit entarteten Grundzustinden (mehrere Zustinde zur niedrigsten
Energie) ist die Situation komplizierter, und man kann theoretisch eine von Null ver-
schiedene Entropie bekommen, vgl. die (kurze) Diskussion in NOLTING.

5.9 Grosskanonische Gesamtheit

Wir betrachten jetzt offene Systeme, die sich in Kontakt mit einem Teilchenreservoir
befinden und bei denen die Teilchenzahl deshalb nicht mehr linger konstant ist. Die
Wabhrscheinlichkeiten p, der Mikrozustédnde werden wieder aus der Minimierung der
Shannon-Information bestimmt. Als Nebenbedingung fixieren wir

U = Z H.p,, Mittelwert der Gesamtenergie (5.9.1)
«

N = ZNapa, Mittelwert der Gesamtteilchenzahl (5.9.2)

(07
mit

N, = (a|Nla) (5.9.3)
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als Erwartungswert der Gesamtteilchenzahl im Zustand «.
Das fiihrt auf
0= (ln Pat+ 1+ [A<0>1 AW, ¢ /\(Q)NQD P (5.9.4)
e_ﬁEa—ﬁﬂNa
~ Do = S~ AE PN grosskanonische Verteilung , (5.9.5)
wobei A1) = 3 und A?) = g gesetzt wurden. Wir haben also
e_B(Ea_MNa)
Do = ———=——, grosskanonische Verteilung (5.9.6)
Zox
Zg = Z ¢ #FBa=nNa)  grosskanonische Zustandssumme . (5.9.7)
5.9.1 Entropie. Anschluss an die Thermodynamik
Wieder iiber
I=> palnps = —InZy — BU + BuN. (5.9.8)
Wiederum Ableiten nach U und N gibt
ol ol
Z — _ - = 5.9.9
und Vergleich mit der Thermodynamik
oS 1 1
o - = - = —kglp, 9.1
o = TP S=-hallp) (59.10)
95 _ ZE . chemisches Potential (5.9.11)
5N — 7 W chemisches Potential 9.
Desweiteren
U-TS —puN = —kpTIn Zy. (5.9.12)
Vergleich mit der Thermodynamik, Gl. (3.7.1), zeigt also
—p(T,V, 1))V =QT,V, ) = —kpT In Zg. (5.9.13)

Die grosskanonische Zustandssumme fiihrt also direkt zum grosskanonischen Potential

der Thermodynamik!
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5.9.2 Kumulanten-erzeugende Funktion der Teilchenzahl in der
grosskanonischen Verteilung

Wir gehen jetzt, wie bei der kanonischen Verteilung, direkt die Frage der Fluktuationen
derjenigen thermodynamischen extensiven Variablen an, die im Gegensatz zur mikroka-
nonischen Gesamtheit keine festen Werte haben, sondern nur als Mittelwerte vorgegeben
sind. Es sind dies bei der grosskanonischen Verteilung die Gesamtenergie F und die Ge-
samtteilchenzahl n des betrachteten Systems. Der Erwartungswert von n ist

1
N = — Y N,e ABa—nuNa) _ 5.9.14
ng%: ( )

Ym0 Yoo ONamne” Mt ST nefHnZ(8,n) (5.9.15)

Yoo 20 ONg e HFamile) 3700 e Z(B,m)

wobei Z((3,n) die kanonische Zustandssumme mit n Teilchen ist. Wir haben also ei-
ne Wahrscheinlichkeitsverteilung p,, fiir die Gesamtteilchenzahl n im mikrokanonischen
Ensemble,

AR
b= S e Z(B,m)

Wir diskutieren die Fluktuationen von n durch Einfiihren der Kumulanten-erzeugenden
Funktion der Teilchenzahl in der grosskanonischen Verteilung,

(5.9.16)

- 00 ' z ( i /ﬁ) _ ) _
fex(X)  — E ixn _ Zek\TUX/P) _ —B[Q(u+ix/B)—Q(w)]
e /s ) Opne ) e , (5.9.17)

ganz in Analogie zum kanonischen Fall. Wir entwickeln fgi(x) um x =0,

.0 X2 02
facx) = zxaﬂ - %8729 + . (5.9.18)
20
= —ixN+ %@N - (5.9.19)
wo wir bereits %Q = —N benutzt haben. Jetzt bendtigen wir noch
N2
;—MN = HTV ; (5.9.20)

wobei k7 die isotherme Kompressibilitéit ist. Die Kumulanten der Verteilung p,, sind also

kpTrrN?
ki =N, ko= 2200 (5.9.21)
Vv
Alle Kumulanten sind wegen €2 = —pV proportional zum Volumen, denn der Druck p

ist eine intensive Grosse und damit Volumen-unabhéingig.
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Beispiel: van-der-Waals Gas

N2
<p + aw> (V. — Nb) = NkgT (5.9.22)

N o V damit p und T intensive Grossen bleiben.
Es gilt also wieder

v/ 1 1
™ (5.9.23)
k1 VV VN
Wie bei der Verteilung der Energie in der kanonischen Verteilung kénnen wir also wieder
umskalieren, die skalierte Teilchenzahl

- N
A (5.9.24)

\/5—2 \/kBTRTN2/V

einfithren und zeigen, dass fiir V' — oo die Verteilung P(v) gegen eine Gauss-Verteilung
mit Mittelwert Null und Breite Eins strebt: die Fluktuationen der skalierten Teilchen-
zahl v sind in der grosskanonischen Gesamtheit asymptotisch normalverteilt. Auf der
Skala der mittleren Gesamtteilchenzahl N, vgl. (5.9.21), gehen die Fluktuationen der
Teilchenzahl N im thermodynamischen Limes V' — oo gegen Null.

v




6. QUANTENSTATISTIK

6.1 Einfilhrung

Wir bezeichnen als Teilchen Objekte mit abzéhlbar vielen Fundamentaleigenschaf-
ten (Masse m, Spin s, Ladung ¢). Unterscheidbare Teilchen unterscheiden sich in die-
sen Fundamentaleigenschaften. Ein N-Teilchensystem wird dann im Tensorprodukt der
FEinteilchen-Hilbertraume

Hy =HY @ .. H (6.1.1)

beschrieben. Diese quantenmechanische Beschreibung eines aus mehreren Objekten zu-
sammengesetzten Systems ist der entscheidende Bruch mit der klassischen Physik und
stellt eine der grossten Errungenschaften der Physik des 20. Jahrhunderts dar (~ Kon-
zept der Verschrinkung). Eine Basis von Hy sind Tensoren o) ® ... ® |ay), die z.B. im
Ortsraum Produkt-Wellenfunktionen W, (21)...U,, (xn) entsprechen kénnen.

Zwei Teilchen mit identischen Fundamentaleigenschaften heissen ununterscheidbar.
Die Ununterscheidbarkeit fiihrt zu einer Symmetrieeigenschaft der Wellenfunktion W (&y, £2)
des 2-Teilchensystems (& = (z;,0;) Multiindex fiir Ort und Spin des Teilchens i) bei
Teilchenvertauschung,

f[lg\lf(fl,ﬁg) = WU(&,8), I1;5 Transpositionsoperator , (6.1.2)
es gibt ndmlich nur zwei Moglichkeiten,

ITj5|¥) = |¥), symmetrisch: bosonischer Zustand (6.1.3)

[5|¥) = —|¥), anti-symmetrisch: fermionischer Zustand. (6.1.4)

Fiir Systeme aus N ununterscheidbaren Teilchen gilt entsprechendes; entweder die
Zusténde sind symmetrisch (Bosonen) oder anti-symmetrisch (Fermionen) bei Vertau-
schung zweier Teilchen, d.h. Vertauschen zweier Koordinaten &;, &;, j # ¢. Fermionen
haben halbzahligen Spin, Bosonen haben ganzzahligen Spin (W. Pauli 1925, Beweis aus
relativistischer QFT 1940). Mit Hilfe von

. 1 .

S = — Z II,, Symmetrisierungsoperator (6.1.5)
VNI =5

. 1 .

A = — Z sgn(p)Il,,  Anti-Symmetrisierungsoperator (6.1.6)

Vv N! er
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(mit der Gruppe Sy aller Permutationen p mit Signum p = (—1)”(17)7 n(p) = Anzahl der
Transpositionen, um p darzustellen) ldsst sich eine N-Teilchen-Basis von bosonischen
bzw. Fermionischen Wellenfunktionen folgendermassen aufstellen: Fiir Bosonen

U1y ey V1, V2, ooy Vo ooy Uy ooy V), Bosonen (6.1.7)
= <§17 "'7&17527 "'7527 "'7§T’7 "'757"1/17 s V1, V2, V2 e Uy ey V?“>S =
1

VIN'WNi{IWNy!..\/N,! 8
D Tt (61) - Wy (€8 )W (N1 1) (E8) -, (EN— 1), ().
p

mit N7 Teilchen im Zustand mit der Quantenzahl v etc.
Fiir Fermionen mit Slater-Determinanten

. 1 .
U1y N a = Alyr, o vn) = — E IL,sign(p)|v1, ..., vn)
|
Vv N! -

= (&1, 8NV, N A = \/% Zp:ﬂpSign(p)%l (€1)--Wuy (EN)

wul(gl) ¢I/1(£2) wul(gN)
wm(gl) 1/}1/2(62) sz(gN) (6.1.8)

G (€1) o (€2) et (En)

aus denen sofort das Pauli-Prinzip folgt: Zwei oder mehr Fermionen kénnen sich nicht
(im Gegensatz zu Bosonen) im selben Quantenzustand befinden.

LITERATUR zur Vertiefung bzw. Wiederholung: SCHERZ (‘Quantenmechanik’),
BRANDES (Skripte ‘Quantum Mechanics of Atoms and Molecules’ - web-page der Ar-
beitsgruppe, bzw. ‘Quantenmechanik II, SS06’, Physik-Bibliothek der TU).

4

6.2 Das ldeale Fermi-Gas

6.2.1 Grosskanonische Zustandssumme

Wir erhalten die Thermodynamik des idealen Fermigases am einfachsten aus der gross-
kanonischen Zustandssumme Zg.. Annahme: Einteilchenzustinde mit Quantenzahlen
[ =1,..., D, Einteilchenenergien ;. Mehr-Teilchenzustéinde o = (nq,...,np) mit n; Teil-
chen im Zustand zur Quantenzahl [, Energien und Gesamtteilchenzahlen

D D
Eo=> me, No=) m. (6.2.1)
=1 =1
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Deshalb ist

1
Zy = Ze—ﬁ(Ea—uNa): Z e~ Brilei—p)  —Bnplep—p) (6.2.2)

ni,...,np=0

= [Z e—ﬁ’“(ﬂ—“)] [Z e—ﬁ’“(ED—“)] (6.2.3)
D "

- 11 [1+6—6(ez u} (6.2.4)
=1

Mit Q = —pV = —kgT'In Z,, folgt daraus

kBT Zln [1+e c=m)] . (6.2.5)

6.2.2 Die Fermi-Dirac-Verteilung

Die mittlere Gesamtteilchenzahl ist

1
— _IB Ea_ Na —
N o= — §a Nye BlBa=nNa) — Wlnz (6.2.6)
D —B(e1—p) D
_ Z € 2271 , (6.2.7)
= 1+ e Bla—nw P eBle—m) + 1

Wir kénnen das als Mittelwert des Gesamtteilchenzahl-Operators, N, schreiben:

D
N =(N) = Z(ﬁ nq Besetzungszahloperator fiir Zustand [ (6.2.8)
=1
R _ 1 . .
(ngy = fle), fle)= peemm Y Fermi-Funktion. (6.2.9)

DISKUSSION der Fermi-Funktion.

6.2.3 Einteilchenzustandsdichte

Die innere des idealen Fermi-Gases Energie lisst sich sehr einfach schreiben:

. L Y B [_%%aﬁ} In 2 (6.2.10)

D
_ L —p+p
- Z:: B 11 ;f(ffz)ﬂ- (6.2.11)
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Es ist haufig sehr niitzlich, diese Art von Summen mit Hilfe der Einteilchenzustandsdichte
D

vi(e) = Z d(e —e1), Einteilchenzustandsdichte (6.2.12)
=1

umzuschreiben. Allgemein sieht man
In Zy, = / devy(e) In [1 + e—5<€—“>] , (6.2.13)

d.h. die Thermodynamik ldsst sich aus der Einteilchenzustandsdichte bestimmen. Die
interessanten Grossen sind meist Ableitungen von In Zg, z.B.

UT,V,u) = /deul(e)sf(s), Innere Energie (6.2.14)
N:%lnzgk = /de—:yl(z—:)f(s), Teilchenzahl (6.2.15)

vgl. Gl. (6.3.9).

6.2.4 Tricks mit der Fermi-Funktion

Die Berechnung von Integralen wie [ devq(e)f(e) ist héufig nicht ganz trivial. Sommer-
feld hat eine gute Methode zur Tieftemperatur-Entwicklung solcher Integrale gefunden
(Sommerfeld-Entwicklung, vgl. z.B. NOLTING). Wir geben hier eine andere Herlei-

tung, bei der sich einige Tricks lernen lassen.

6.2.4.1 Fourier-Transformierte der Fermi-Funktion

Berechnet sich zu (AUFGABE)

- [ dw et et [ 1 wt/p

Fiir Temperatur T" — 0 hat man

- et 1 ettt 1
10 =3 [m‘g(t) N ?] T 2mit—id

T =0. (6.2.17)

m
wobei wir die Dirac-Identitit (alias Sochozki-Plemelj-Formel)

1 1
im — = — —imd(x), Sochozki-Plemelj-Formel (6.2.18)
-0t T+10  x

benutzen (1/x bei Integration als Hauptwert-Integral). Als check berechnen wir die Riick-

Trafo
It e—i(a—u)t
f(e) —/_oo%it_w (6.2.19)
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mittels Residuensatz in der komplexen ¢-Ebene, wo ein einfacher Pol wegen 6 = 07 in der
oberen Hilfte liegt. Das Integral muss fiir e —p > 0 in der unteren Halbebene geschlossen
werden und gibt dann Null, fiir € — g < 0 muss es in der oberen Halbebene geschlossen
werden und gibt dann 271'2'% = 1, insgesamt also

fle)=0(u—¢e), T=0, (6.2.20)

wie es sein muss. Alternativ leiten wir das mit der Dirac-Identitiat her als

ot e—i(e—,u)t 1 0 It e—i(e—,u)t
- e - .2.21
1) /_OO omi t—is 2 /_oo o i (6.2.21)
1 °° dt sin (e — p)t
= —— _ .2.22
2 /_OO 2 t (6 )

6.2.4.2 Entwicklung nach kleinen Temperaturen

Das erfolgt jetzt durch Entwickeln des 1/sinh-Terms in

x etht 1 7t/p
t) = i6(t - 2.2
1) o [m (8) + tsinhrt/B]’ (6.2.23)
durch die Reihenentwicklung
x ~ 14 i(_l)n2(22n—1 _ 1)B2nx2n ’1“ < (6 2 24)
sinh(z) — (2n)! ’ m o
1
= 1- Ew2 + %x‘l..., By, Bernoulli-Zahlen (6.2.25)
t st
7 = ZO e (6.2.26)

Damit bekommt man die Sommerfeld-Entwicklung,

/dsg(a)f(s) /dsg(a)/dtf(t)e_iat (6.2.27)

de , 1 172t
- - —i(e—pt | _~ -7 %
/ - /dtg(e)e [t %5 6 + .. (6.2.28)

2
_ / deg(e)0(yu — &) + T (kn T (1) + O(TY). (6.2.29)
Die hoheren Terme koénnen alle durch hohere Ableitungen von g an der Stelle des che-
mischen Potentials p mit Hilfe der Koeffizienten in Gl. (6.2.24) berechnet werden (AUF-
GABE).
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6.2.5 Freie Fermionen, direkte Berechnung fiir d = 3
Fiir freie Fermionen hat man

R2 k2
l=(k = — 6.2.30
( ’O-)’ €l om ( )
wobei ¢ eine Spinprojektion ist und die Einteilchenenergien der Einfachheit halber
spin-unabhiingig angenommen werden (kein Zeeman-Terme, keine Spin-Bahn-Kopplung
etc.)Es gibt insgesamt g5 = 2s + 1 Spinzustiinde, z.B. zwei (up and down) fiir s = 1/2.
Wir erhalten das grosskanonische Potential direkt aus der Zustandssumme,

AT, Vip) = —kpThZy = kT In [1 + e—5<€k—“>] (6.2.31)
k,o
= —kpT v Bkin |1+ e FlEx—h) 6.2.32
|4

= _kBTgsﬁfS/Z(z) (6.2.33)

— i > 2 —z2 — S _ n—i—lﬁ
f52(2) = ﬁ/o drz®In (1 + ze > . fr(z) = nz::l( 1) py? (6.2.34)
z = €M Fugazitit. (6.2.35)

Das chemische Potential bzw. die Fugazitét lisst sich durch die Teilchendichte N/V
ausdriicken,

> .nz"Z(B,n)

N S o Z(B.n) =20, In Zy (6.2.36)
N s

Die thermische Zustandsgleichung folgt somit durch simultanes Losen (Eliminieren von
z) in

D s N gs
k‘B—T = ﬁfE,/z(Z)a v = ﬁf3/2(2)' (6.2.38)
6.2.6 Klassischer Limes
Wir schreiben die Fermi-Funktion als
1
f(e) T AT Fugazitét (6.2.39)

und entwickeln fiir z < 1

f(e) = ze P + O(z2). (6.2.40)
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Fiir freie Fermionen ¢ = % = p?/2m entspricht das einer Maxwellschen Geschwin-
digkeitsverteilung,
p2

f(p) ce kBT, (6.2.41)

also dem klassischen Limes.

AUFGABE: Leiten sie die Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung aus der klassi-
schen Verteilunsfunktion im Phasenraum ab.

Wir benutzen f,,(z — 0) = z und haben dann

p 9s N gs
—_ = = vy — = .2.42
T E + ..., Atk + (6 )
D N
— = — 4+ .. 6.2.43
T 7T ( )
d.h. die klassischen Zustandsgleichung des idealen Gases im Limes
)\3
PR (6.2.44)
Js

d.h. thermischen Wellenléngen, die sehr viel kleiner als der mittlere Teilchenabstand
sind. Das entspricht wegen der Definition von A natiirlich hohen Temperaturen 7.

AUFGABE: Berechnen Sie den néichsten Term in der Entwicklung fiir kleine Fuga-
zitdten, d.h. um den klassischen Limes.

6.2.7 Freie Fermionen in d Dimensionen

Die Zustandsdichte ist

vi(e) = Y de—e) =) de—en) (6.2.45)
=1 k,o
h2k?
= gs Zkzé(a —€k), €k = gyt gs =2s+1 (6.2.46)
ne) = cgVEY*79(E),V — . (6.2.47)

AUFGABE: bestimme die Konstante ¢;. Hier stellt sich der thermodynamische Limes
V' — oo als unproblematisch heraus (im Gegensatz zum Bosonen-Gas oder dem Gas aus
unterscheidbaren Teilchen).

6.2.7.1 Druck und Energie

Es gilt ja
pvV = %m Zg = % / devy (e) In [1 + e—5<€—“>} (6.2.48)
U = /deul(e)sf(s). (6.2.49)
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Durch eine einfache partielle Integration folgt (Randterme werden Null!)

/_ Z de ( /_ ; dEul(E)> (o) (6.2.50)

- /dg%yl(g)ef(g—:) = EU. (6.2.51)

pV

Dieses Resultat beruht nur auf der Form der Einteilchenzustandsdichte, G1.(6.2.45).

6.2.7.2 Sommerfeld-Entwicklung

Es folgt fiir kleine Temperaturen

NV = ¢ _ / " appir %(k:BT) (d/2—1),ud/2_2:| oo (6.252)
= ¢ —d}QMdﬂ ; = (kgT)*(d/2 — 1)ud/2—2] T (6.2.53)
UV = ¢4 / dEEY? + z(k;BT)?(d/md/?—l} + ... (6.2.54)
= ¢4 _m,ﬂ/“l %2(kBT)2(d/2)ud/2_l] + ... (6.2.55)

6.2.7.3 Chemisches Potential bei tiefen Temperaturen

Das chemische Potential kann in 7' entwickelt und dann durch die Teilchenzahldichte
ausdriickt werden: Dazu formen wir zunéichst um,
72

po= [gcﬁ = 5 (ksT)*(d/2 - 1)d/2u?72% + O(T4)} [ (6.2.56)

2/d
= Ep|l- %2(/<;BT/EF)2(d/2 —1)d/2(u/Ep)*2 + O(T4)} (6.2.57)

_ E _1 7T2 d 1 kBT 2 H i_2+O(T4)

- 6 \2 Erp Erp

w2 (d kT >

- Epl1-T (L oq) (2B T
A5 G (5 oo
wobei in der letzten Zeile der erste Schritt einer iterativen Losung der ‘Fixpunkt’-
Gleichung (Typ = = f(x)) durchgefithrt wurde, was konsistent mit der Entwicklung
zu niedrigster (d.h. zweiter) Ordnung in 7" ist. Das Bemerkenswerte an dieser Gleichung

ist, dass die Entwicklung von u gar nicht mehr explizit von ¢4 abhéngt: alles ist in der
Fermi-Energie enthalten,

N

(6.2.58)

(6.2.59)

2
d d
Ep =u(T=0) = <§C—Z> ,  Fermienergie und Dichte . (6.2.60)
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Wir haben also

T (51 _ 1) <"£_§>2 +o(TY). (6.2.61)

Interessant ist auch die Abhingigkeit von der Dimension d: Bei konstanter Dichte sinkt
fir d > 2 das chemische Potential mit der Temperatur, fiir d = 2 &ndert es sich bis zur
zweiten Ordnung nicht, fiir d < 2 wéchst es mit der Temperatur. d = 2 ist also eine Art
Scheidepunkt beziiglich des Temperaturverhaltens von .

6.2.7.4 Fermi-Energie und Dichte

Wir diskutieren explizit die Beziehung (6.2.60) zwischen Fermi-Energie und Dichte: in
drei Dimensionen fiir Spin 1/2 hat man g5 = 2. Man hat

L3 52]{72

n = - Er = £ Dichte vs. Fermi-Wellenvektor (6.2.62)
32 2m
(2mEg/h2)**

n — T. (6.2-63)

Beispiel: Werden die Elektronen in dreidimensionalen Metallen als Fermigas aufgefasst,
so findet man (ASHCROFT/MERMIN) z.B. etwa Er = 3 eV fiir Natrium. Viele elektro-
nische und optische Eigenschaften von Metallen und anderen Festkorpern beruhen auf
dem Modell des Fermigases bzw. dem der Fermifliissigkeit, wenn man in einem weite-
ren Schritt Wechselwirkungen zwischen den Fermionen zu beriicksichtigen versucht. Die
korrekte Beschreibung solcher Wechselwirkungen bleibt bis heute ein schwieriges theore-
tisches Problem und ist einer der Hauptgegenstinde der Theorie der Kondensierten
Materie und der Quantenstatistik.

6.2.7.5 Kalorische Zustandsgleichung bei tiefen Temperaturen

Die innere Energie wird nun

Uy = E§/2+1cd[d/21+ - <1 — (d/2 + 1)%2 <g - 1> (%)j (6.2.64)

w2 (kT 2
5 <E—F> (d/2)} b (6.2.65)
2 2
o d/2+1 1 (kT
= EF cq d/2—|— 1 + 6 <—EF > + ... (6266)
4+1 Cq d 7'&'2 ]{TBT 2
_ 2 _ R -
= Bt 1+<2+1>6<EF> + o (6.2.67)
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Wir schreiben das noch etwas um mittels der Dichte N/V =n = cd%E;l;/ 2, die jetzt als
fest vorgeben angesehen wird,

d d kgT
U = —FEprN |1 1 6.2.68
d+2 " +<2+>6<EF> ( )
Die spezifische Warme CYy ist bei tiefen Temperaturen also linear in 7T,
72 kgT
Cy = = k‘BNEL, spezifische Wirme, T' — 0. (6.2.69)
F

Historisch gesehen war diese Herleitung der linearen T-Abhéngigkeit von Cy, ein wich-
tiger frither Erfolg der Quantenstatistik.

AUFGABE: Lesen Sie das Kap. 2, ‘The Sommerfeld Theory of Metals’, in ASH-
CROFT/MERMIN.

6.3 Das ldeale Bose-Gas

6.3.1 Grosskanonische Zustandssumme

Wir erhalten die Thermodynamik des idealen Bosegases am einfachsten aus der gross-
kanonischen Zustandssumme Z,,. Wie beim Fermigas Annahme: Einteilchenzusténde
mit Quantenzahlen [ = 1,..., D, FEinteilchenenergien ¢;. Mehr-Teilchenzustinde a =
(n1,...,ng) mit n; Teilchen im Zustand zur Quantenzahl [, Energien und Gesamtteil-
chenzahlen

D D
Eo=> me, No=) m. (6.3.1)
=1 =1

In der grosskanonischen Zustandssumme muss jetzt iiber alle Besetzungszahlen summiert
werden, da die Einteilchenzustdnde mehrfach besetzt werden kénnen,

Zy = Ze_ﬁ(E“_“N“) _ Z e~ Bri(ei—p)  ,—Bnp(ep—p) (6.3.2)

ni,...,np=0

_ [f: e—m(m—m] [f: e—ﬁm<eD—u>] (6.3.3)

n1=0 np=0

- 1— e‘ﬁ(el_ﬂ)

D 1
= [I——= (6.3.4)
=1

Bedingung fiir Konvergenz der dafiir aussummierten geometrischen Reihe ist
eg>p L=1,...,D. (6.3.5)
Mit Q = —pV = —kgT'In Z,, folgt daraus wieder

ﬁ =— Zln [1 — e Pl ”)] (6.3.6)
B
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6.3.2 Die Bose-Einstein-Verteilung

Die mittlere Gesamtteilchenzahl ist

1 )
N = —— 3" Nye PEaiNe) = —_n z 6.3.7
Zgk Za: 61 gk ( )
D —B(e1—m) D 1
e
- lz_; 1= e BE—m lz_; Ble—m) —1° (6.3.8)

Wir kénnen das als Mittelwert des Gesamtteilchenzahl-Operators, N , schreiben:

D
N=(N) = Z(ﬁd>, nq Besetzungszahloperator fiir Zustand [ (6.3.9)
=1
1
(hg) = mnp(e), np(e) = ————, DBose-Einstein-Verteilung.(6.3.10)
613(5_/»‘) —1

DISKUSSION.

6.3.3 Einteilchenzustandsdichte

Im Unterschied zu Fermionen kénnen bosonische Zustédnde mit beliebig vielen Teilchen
besetzt werden. Das macht Probleme bei tiefen Temeraturen. Wird der thermodynami-
schen Limes V' — oo vor dem bei Quantengasen besonders interessanten Limes 7" — 0
ausgefiihrt, ibt es dann wieder Probleme, analog zu unterscheidbaren Teilchen.

In der Einteilchenzustandsdichte separieren wir deshalb den Grundzustand gesondert
ab, da wir fiir 7" — 0 bei Bosonen im thermodynamischen Limes seine makroskopische
Besetzung (sehr hohe Besetzungszahlen) erwarten, und schreiben

vi(e) = d(e—e1)+ Z 0(e —¢;), Einteilchenzustandsdichte (6.3.11)
1#1
5(5 - 51) + Vsmooth(g)- (6312)

6.3.4 Bose-Einstein-Kondensation

Wir betrachten Bosonen der Masse M in d = 3 Dimensionen mit Spin s = 0 und
Einteilchenenergien e, = k%/2M. In unserer obigen Notation wird die Einteilchenzu-
standsdichte

vi(e) =6(e) + > d(e — ew). (6.3.13)

k#£0

Dann wird das grosskanonische Potential

Q

—B ' nZy =71 / devy(e) In [1 - e_ﬁ(e_“)] (6.3.14)

— G 'In(1—2)+ 87! /deusmooth(z—:) In [1 - e_ﬁ(a_“)] . (6.3.15)
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Der Beitrag von den Einteilchen-Grundzustéinden gibt jetzt explizit den Term 3~ In(1—
z). Der glatte Anteil der Zustandsdichte kann jetzt wie immer im thermodynamischen
Limes ausgerechnet werden,

Z In [1 - ze‘ﬁek] = /deusmooth(e) In [1 - ze‘ﬁe] = —%95/2(,2) (6.3.16)
K#0
—0s52(2) = =l /OO dzz?In(1 — ze_xz) (6.3.17)
5/2 = \/7_1- 0 . «J.
(letzte Zeile als AUFGABE). Die g-Funktionen erfiillen
d 1
2,90(2) = —gn-1(2), (6.3.18)
und mit d,z = [z folgt
V
Q = kpT<{In(l—2z2)— —ﬁg5/2(z) (6.3.19)
0 z Vv
DISKUSSION der g-Funktionen. Es gilt
gn(1)=((n), n>1 (6.3.21)

(Riemannsche Zeta-Funktion). Das grosskanonische Potential 2 hat bei z = 1, d.h. p = 0,
eine Singularitit, was auf die Existenz eines Phaseniibergangs hindeutet. Nun ist z als
Zustandsvariable unpraktisch, da man i.a. die mittlere Dichte n viel besser kontrollieren
kann. Wir driicken p deshalb wieder durch n aus, indem wir

N)\3_)\_3 z
Vv  Vi-—2z

x + 93/2(2) (6.3.22)

definieren. Jetzt thermodynamischen Limes V' — oo, N — oo mit N/V = n =const
durchfiihren. Zwei Félle:

o Fiir x < ((3/2) = 2,612... wird z aus = = g3/5(2) bestimmt, weil )‘—; —0

e Fiir 2 > ((3/2) hat man z — 1 so dass

No=-—2

o (6.3.23)

damit = — ((3/2) = ’\VSNO positiv bleibt.
Damit hat man fiir

N3
S > ((3/2), Bose-Einstein-Kondensation (6.3.24)
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eine makroskopische Besetzung des Grundzustandes.

Als Funktion der Dichte n ist das chemische Potential y bzw. die Fugazitit z nicht-
analytisch bei z = ((3/2). Das Erreichen der BE-Kondensation erfordert hohe Dichten
bzw. tiefe Temperaturen, bzw.

h
A= ——————=——= > 2,612 mittlerer Teilchenabstand. (6.3.25)
2 MkgT

Damit wird eine kritische Temperatur fiir das Eintreten des Phaseniibergangs defi-
niert,

h2

3 PN — ,2/3
N = ((3/2) = kT = 0¥ s

(6.3.26)
Fir T < T, hat man z — 1 im thermodynamischen Limes und dann makroskopische
Besetzung des Grundzustandes, d.h. BE-Kondensation. Oberhalb von T, d.h. fiir T" >
T., hat man keine BE-Kondensation. Die Teilchenzahldichte des Grundzustands zeigt
deshalb wegen

N 1 =z 93/2(2)
VoV 3.2
Vovioz T (6.3.27)
folgendes Verhalten (SKIZZE),
0 T>T.,
i = 3/2 a3
Bemerkungen

e Die BE-Kondensation ist ein Phaseniibergang in einem nicht-wechselwirkendem
System!

e Die spezifische Wérme, Cy hat einen Knick bei T' = T, (SKIZZE).

e Spektakulir ist die makroskopische Besetzung des GZ (k = 0) unterhalb der Tem-
peratur T, die hoch im Vergleich zur Einteilchen-Anregungsliicke AE (durch die
normale Quantisierung der kinetischen Energie in endlichen Volumina) ist, vgl. die
Diskussion in NOLTING.

Experimentelle Realisierungen. Nobelpreis Ketterle etc.

6.4 Harmonische Oszillatoren

6.4.1 Thermodynamik eines Oszillators

Ein spinloses Teilchen der Masse M im harmonischen (quadratischen) Potential %M w?x?
in einer Dimension hat ein Energiespektrum

1
En:hw<n—|—§> , n=0,1,2 .. (6.4.1)
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mit genau einem Zustand |n) zu jedem n.
Die Thermodynamik erschliesst sich z.B. aus der freien Energie mittels der kanoni-
schen Zustandssumme,

o~ Bhw/2
FOSC = _/8_1 ln Z7 Z = Z e_ﬁm(n+l/2) = m (642)
hw
Foe = 2467 (1 - e_ﬁh“’) . (6.4.3)

Hier gibt es nur die Temperatur als Variable, das ‘Volumen’ V = L' ist von vorneherein
unendlich (man kann den Harmonischen Oszillator auch in einem endlichen Volumen
berechnen, das ist allerdings etwas schwieriger). Insbesondere kénnen wir aus der freien
FEnergie Grossen wir die spezifische Wéarme berechnen.

Ein interessanter Zusammenhang ergibt sich iiber die Einteilchenzustandsdichte

vi(e) = d(e — hw) (6.4.4)

eines Bosonengases (Spin s = 0, sonst hétte man g40(¢ — hw)) mit nur einem Energieni-
veau, hw, das natiirlich mit Bosonen beliebig oft besetzt werden kann und deshalb zum
grosskanonischen Potential

Qpos = 471 /deul (€)In <1 — 6_5(5_“)> =("1In <1 — e_ﬁ(h“’_“)> (6.4.5)

fiihrt. Freie Energie und grosskanonisches Potential sind allgemein miteinander verkniipft
iiber die Legendre-Transformation

Q=F —uN, (6.4.6)

d.h. F = Q fiir 4 = 0. Fiir den Oszillator zeigt der Vergeich

=0~ Foge = Qpos + (6.4.7)

-
Bis auf die konstante Nullpunktsenergie % erhélt man also in der Tat die Thermody-
namik des Oszillators aus einem Gas von Bosonen bei chemischem Potential Null. Der
1d Oszillator der Masse M ist also thermodynamisch dquivalent zu einem Gas von Bo-
sonen, die alle ein Energieniveau hw besetzen kéonnen. n = 0 Bosonen entsprechen dem
Grundzustand, n > 0 Bosonen dem n-ten angeregtem Zustand des Oszillators. Diese
Bosonen sind insofern hier noch abstrakte Objekte, als dass ihnen hier in diesem Fall
noch keine Masse zugeordnet werden kann.

Eine weitere Abstraktion besteht in der Tatsache, dass in dieser Interpretation nun
selbst im abgeschlossenen System (kanonische Gesamtheit) keine Teilchenzahlerhal-
tung fiir die Bosonen gilt: es konnen ja alle Oszillatorzustinde |n) besetzt werden, ins-
besondere kénnen also bei Ubergiingen zwischen verschiedenen Zustéinden |n) Bosonen
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erzeugt oder vernichtet werden, wie es in der Quantenmechanik durch die Leiteropera-
toren a, a’ beschrieben wird

a'ln) =vn+1n+1), aln)=nn—1). (6.4.8)

Diese Operatoren heissen auch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren und erfiillen
bosonische Vertauschungsrelationen,

[a,al] = 1. (6.4.9)

AUFGABE: Wiederholung Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beim harmonischen
Oszillator (QM-Biicher, QM Skript BRANDES).

6.4.2 N Harmonische Oszillatoren

Ein System aus N Massen, die miteinander iiber ein Potential W wechselwirken, kann
manchmal durch kleine Schwingungen um Ruhelagen beschrieben werden, was durch
die Diagonalisierung einer quadratischen Form und die Einfiihrung von Normalkoordi-
naten erfolgt, in denen die Hamilton-Funktion dann eine diagonale quadratische Form
wird: Man beginnt mit einer Lagrange-Funktion

1
L= i - nTVn, n=(n,....ns) (6.4.10)

fiir J verallgemeinerte Koordinaten (holonome Nebenbedingungen) und symmetrischen
Matrizen T (kinetische Energie) und V' (potentielle Energie). Da es sich um eine Ent-
wicklung um ein stabiles Minimum von W handeln soll, gibt es keine linearen Terme in
1. Im néchsten Schritt diagonalisiert man jetzt T und V simultan, d.h.

VA=TA\ ATTA=1, n=Aq, (6.4.11)

wobei A eine J x J-Matrix, A eine Diagonal-Matrix,

A = diag(w?, ..., w?) (6.4.12)
und ¢ ein Vektor ist, so dass
1 1 1<
L=5q"qg=5a" =5 (0 —afwi). (6.4.13)

=1

Der zugehorige Hamiltonoperator

J

1 oL

Y i+ gwl), = P (6.4.14)
=1 q

\)

ist dann einfach ein System unabhéngiger, harmonischer Oszillatoren mit Winkelfre-
quenzen wy, die aus den Eigenwerten der Diagonalisierung stammen und deshalb nichts
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mehr direkt mit den urspriinglichen N Massen zu tun haben. Hier ist [ ein Label fiir den
Schwingungszustand (d.h. die zugehoérige Normalmode) zur Winkelfrequenzen wy.

Der Fall von N = 2 Massen entspricht dem Modell des zweiatomigen Molekiils,
hier hat man nur eine Schwingungsfrequenz fiir die Relativbewegung der zwei Massen
zueinander. Alle anderen N > 2 héngen sehr stark von dem Potential W und der Geo-
metrie des Systems, d.h. der Ruhelage, ab. Die Angabe der Dispersionsrelation

W= Wy (6.4.15)

mit den zugehorigen Normalmoden fiir alle [ bestimmt im Rahmen kleiner Schwingungen
dann die gesamte Physik des Systems.

AUFGABE: Wiederholung kleine Schwingungen, Normalkoordinaten aus der ME-
CHANIK, z.B. GOLDSTEIN.

Die Thermodynamik erhélt man jetzt in Analogie zum oben diskutierten Fall des
einfachen harmonischen Oszillators. Da die Oszillatoren unabhéngig sind, addieren sich
einfach die freien Energien,

F =Y [% +8'n (1 - e—ﬁ”w’lﬂ (6.4.16)
l

= /d&TVOSC(E) E + 4 n (1 - e_ﬁe)] (6.4.17)
Vose(€) = Y 6(e — hwy). (6.4.18)
l

Hier hat man im letzten Schritt die Oszillator-Zustandsdichte vy (¢) eingefiihrt.

Alternativ sind im Bosonenbild die Mikrozustéinde o = {n;} durch die Angabe der
Bosonenzahlen n; gegeben. Der [-ten Oszillator hat die Einteilchenzustandsdichte v (e) =
d(e — hwy) und triagt zum grosskanonischen Potential bei,

Q = 'Y (1 - e_ﬁﬁ“”) = ! / devse (<) In (1 - e—ff&) (6.4.19)
l

Hier hat man wieder p = 0 zu setzen. Die Gl (6.4.19) ldsst im Bosonenbild zwei
dquivalente Interpretationen zu: man hat (1. Moglichkeit) fiir jede Normal-Mode [ eine
Bosonensorte, deren Bosonen das eine Niveau hw; besetzen; oder (2. Moglichkeit) man
hat nur eine Sorte von Bosonen, die alle Niveaus Aw; besetzen konnen. ! Die zweite Inter-
pretation erweist sich als die giinstigere, da sie in ausgedehnten Systemen dann néher an
ein Teilchenbild fiir die Bosonen iiber deren Dispersionsrelation w; und Zustandsdichte
v(e) fiihrt.

! Fiir den Fockraum des Gesamtsystems werden diese zwei Alternativen durch

o= TR+ 1P+ 1 ) = T[> m™ (6.4.20)
l n

1

() () () o) e

beschrieben.
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Definition Die Bosonen harmonischer Oszillatoren (kleiner Schwingungen eines Sys-
tems von Massen) heissen Phononen.

6.4.3 Beispiele fiir Phononen-Dispersion
Fiir periodische Gitter erhélt man Dispersionsrelationen

w=wk,ke€Rr=12 .n, (6.4.22)

in der Form von n, Dispersionszweigen, die z.B. in der Festkorpertheorie bestimmt
werden. Ein einfaches Modell fiir einen solchen Zweig ist das Modell von Debye fiir
akustische Phononen,

wier = Tic, [K|0(kp — |K|) (6.4.23)

mit einem Debye-Wellenvektor kp, oberhalb dessen die Dispersion abgeschnitten wird.
Die Oszillator-Zustandsdichte in d = 3 Dimensionen wird damit

I/osc(g) = 25(6 - hCT|k‘|)9(k,’D — |k,‘|) (6424)
k,r
- %‘“ ) / dkk?5(e — heyk)0(kp — k) (6.4.25)
TZ
- 2_‘;2 2 hi—cge(hwl? ) (6.4.26)

6.4.4 Spezifische Wirme

Wir gehen z.B. von der freien Energie aus, berechnen

F = / devise (2) [% + 67 0 (1)) (6.4.27)
_ _(9F\ _ _0FOB _ S pe

5 = <0T>V_ aga:r‘/dg”"“(e)[ ln<1 ¢ >+666—1]

U = F+ TS = U() + /dgyosc(g)eﬁeie_l (6428)
= U +/d€uosc(a)sn3(s), Uy = /dauosc(s)%. (6.4.29)

Der letzte Ausdruck fiir die innere Energie ist besonders anschaulich; hier steht natiirlich
die Boseverteilung np(e) = ﬁ mit chemischem Potential Null. Der Ausdruck fiir die
innere Energie,

U="U, +/0 dauosc(s)eﬁ c (6.4.30)

e 1
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ist ein guter Ausgangspunkt fiir Entwicklungen bei tiefen und hohen Temperaturen 7.
Insbesondere hat man ja Cy = g—g. Wir nehmen nun eine generische Oszillatorzustands-
dichte vse(€), d.h. ein allgemeines Modell

Vosc(€) = g(f)wf <§> (6.4.31)

fe(r) = e, exponentieller cut-off (6.4.32)
fe(x) = 6(1—=x), harter cut-off . (6.4.33)

AUFGABE: Uberpriife die Dimensionen (zeige, dass a dimensionslos ist).
Man hat natiirlich nur ein einziges Integral zu berechnen, ndmlich
e fc( x)

R (6.4.34)

U:Uo—i-asc/ dx
0

Fiir tiefe Temperaturen Be. > 1 bekommt man

T Y+2  roo ~y+1 ; .
U = [y=pPecx] =Uy+ ae. < B > / dyM (6.4.35)
Ee 0 ey —1
kT Y+2 oo yfy+1
— Uy + as. < e > /0 dy w1 (6.4.36)
knT y+2
= Up+ael(vy+2)¢(y+2) < f > . (6.4.37)
Hier benutzen wir
00 a—1
/ dr = T(a)(0), Ra>1 (6.4.38)
0 _
INa) = / dze z*7!,  Gamma-Funktion (6.4.39)
0
SN . .
(o) = Z —, Riemannsche Zeta-Funktion , (6.4.40)
n=1 ne
es sollte also (o = 7y + 2) gelten
v > 1. (6.4.41)

Die spezifische Wirme fiir tiefe Temperaturen bekommt man jetzt einfach durch Diffe-
rentiation,

kpT
Ec

y+1
Oy =~ akpe:(v+ 2)I(y+2)C(y + 2) < ) , kT < e. (6.4.42)

Fiir das Debye-Modell akustischer Phononen hat man
v =2, Debye-Modell akustischer Phononen in d = 3 , (6.4.43)

und es folgt das berithmte T3-Gesetz der spezifischen Wirme des Festkorpers,

Cy o« T3, Spezifische Wirme (Phononen, tiefe T'). (6.4.44)
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6.4.5 Photonen

Photonen sind ebenfalls Bosonen. Im Gegensatz zu den oben diskutierten Phononen kann
man sich jetzt nicht mehr auf ein zugrunde liegendes System aus ‘wirklichen’ schwingen-
den Massen zuriickziehen (‘Athertheorie’) - die moderne Physik begreift Photonen als
diejenigen bosonischen Teilchen, die automatisch durch die Quantisierung des Eichfel-
des (d.h., des elektromagnetischen Feldes) auftreten. Das Eichfeld erscheint zusammen
mit den Maxwell-Gleichungen wegen der Forderung nach lokaler Eichinvarianz in der
quantenmechanisch relativistisch konsistenten Beschreibung geladener Teilchen durch
die Dirac-Gleichung. Die Photonen als Quanten des elektromagnetischen Feldes ver-
mitteln dann in diesem Bild als Bosonen die Wechselwirkung zwischen den massiven
Objekten, d.h. den Fermionen (Elektronen, Positronen). Insofern hat man doch wieder
eine Analogie zu den Phononen, die ja gewissermassen durch die Wechselwirkung von N
Massen ins Spiel gekommen sind.

Photonen haben die Masse Null, Spin § = 1, aber nur zwei transversale ‘Spin’-
Komponenten, d.h. Polarisationsrichtungen. Im Vakuum hat man eine lineare Dispersi-
onsrelation,

wk = clk|, ¢ Lichtgeschwindigkeit. (6.4.45)

Diesmal gibt es keinen cut-off, die Einteilchenzustandsdichte im bosonischen Bild ist
deshalb

V
= 2) - =2——4 2§(e — hek 4.4
(o) 6~ ) = 2 / k25 ( — hek) (6.4.46)
Voo, o
= W& , €>0, Vakuum, drei Dimensionen. (6.4.47)

Wir betrachten jetzt Photonen im thermischen Gleichgewicht bei Temperatur T als
Modell fiir die Hohlraumstrahlung, deren Untersuchung zur Entdeckung der Quan-
tenmechanik durch Planck fiihrte. Die innere Energie ist

U - /oodsu(s) e __V T)4/°Od v (6.4.48)
b NWebe —1 7 (heppm2 P 0 Ter 1 o
= LF(4)C(4)(k¢BT)4, Stefan-Boltzmann-Gesetz. (6.4.49)
(he)3m2

Die spektrale Energiedichte u(w,7") der Hohlraumstrahlung ist i.W. der Integrand
in U,

1

(6.4.50)
Fiir kleine w, iw < kT erhilt man den klassischen Grenzfall (das Rayleigh-Jeans-
Gesetz), im umgekehrten Fall die Wiensche Strahlungsformel. Der klassische Grenzfall
(langwellige Strahlung bei hohen Temperaturen) fithrte mit den Prézisionsexperimenten
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an der PTR um 1900 zur Entdeckung der Quantenmechanik (vgl. QM-Skript BRAN-
DES) !
Der Zusammenhang zwischen Druck und Energiedichte ist ebenfalls einfach:

pV = —% /dsul(s) In [1 - e‘ﬁ(a)] (6.4.51)
= /0 de </0 dEI/l(E)> np(e) (6.4.52)
_ ds%ul(s)a—:nB(s) _ %U (6.4.53)
p = LU (6.4.54)

3V



