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1 Grundlagen der Mechanik

1.1 Vektoren im dreidimensionalen Raum

Die Verschiebung eines Massenpunktes in eine bestimmte Richtung um eine bestimmte Strecke 148t
sich durch einen Vektor beschreiben. Entsprechend werden Vektoren fiir die physikalischen Gréflen Ort,
Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft usw. eingefiihrt. Ein Vektor a wird durch seine Komponenten im
kartesischen Koordinatensystem wie in Abb. 1.1 gekennzeichnet

ax
a= (a17a27a3)T =1 a2
as

mit a; € R fiir j = 1,2,3 und das T fiir transponiert
wird auch fortgelassen. Hier bezeichnet R den Korper der
reellen Zahlen und die Komponenten verstehen sich in Ein-
heiten der physikalischen Grofle, die der Vektor darstellt.
Der Ortsvektor beschreibt z.B. den Ort eines Massenpunk-
tes und die Komponenten werden in der Einheit ,,Meter®
angegeben. Vektoren mit verschiedenen Anfangspunkten,
die die gleiche Richtung und die gleiche Linge haben, wer-
den im allgemeinen als dquivalent angesehen und durch das
gleiche Symbol a beschrieben.
Die Vektoren haben die folgenden Eigenschaften

ua = (uay,uaz,uas) fir u€R,
0=(0,0,0) heiit Nullvektor,
a=b=(b,b3,b3) & a1=b A
a+b = (a; + by,as + ba,as + b3).

a2=b2

Das innere Produkt wird definiert durch

3
a-b:ZajbjER

j=1

und hat die Eigenschaften (u,v € R)
a-b=>b-a,
a-(ub+wvec)=ua-b+va-c,
a-a>0,
ara=0 & a=0.

Die Norm oder der Betrag |a| € R eines Vektors ist
la| =+va-a >0

mit den Eigenschaften
|ua| = |ullal

|a+b| < |a] + |b| Dreiecksungleichung.

Abb. 1.1 Komponenten eines Vektors

A az = b37

X

Abb. 1.2 Winkel zwischen zwei Vektoren

Ist @« = Za,b der Winkel zwischen den Vektoren a und b, so gilt

a-b = |a||b|cosa,

vergl. Abb. 1.2, und die Vektoren a und b heiflen orthogonal, wenn

a-b=20
ist. Es gilt die Schwarzsche Ungleichung
la-b| < [a]|b.



O Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt die Dreiecksungleichung
la+b[*=(a+b) (a+b)
=a-a+2a-b+b:-b
= |a|® + |b|* + 2|a||b| cos a z
< la® + |b* + 2lal[b| = (ja| + [b])*. m

Die Einheitsvektoren im dreidimensionalen Ortsraum

1 0 0 Ae;
er=1|0 ; ea=11 ; es= 10
0 0 1
bilden ein Orthonormalsystem oder auch eine Basis e2-= y

1 fir j =k, e
ej'ek:5jk:{0 fiir j # k l
und jeder Vektor 148t sich nach dieser Basis entwickeln

Abb. 1.3 Basisvektoren
a = (a1,a2,a3) = aje; + azes + ages.

Das duflere Produkt oder Vektorprodukt wird definiert durch

a2b3 — agbg
axb= a3b1 —a1b3
a1b2 - azbl

Dann gilt fiir (4, k,1) zyklisch

(1,2,3)
e; X ey = e mit (J:kal) = (2737 1)
(3,1,2).
Das Vektorprodukt hat die Eigenschaften b

axb=0 <& al|lb VvV a=0 VvV b=0,
axXxb=-bxa, ON -

|a x b| = |a||b|sina mit «a = Za,b,

- [blsina

a
Abb. 1.4 Fliche eines Parallelogramms
a x (ub+wve) =uaxb+wvaxec.

Der Betrag des Vektorproduktes |a x b| ist gleich der Fliche des Parallelogramms, das von den beiden
Vektoren a und b aufgespannt wird, vergl. Abb. 1.4, und der Vektor a x b steht senkrecht auf dieser
Fliche.

Das Spatprodukt dreier Vektoren a, b, ¢ ist

(a,b,c) =a-(bxc)
mit den Eigenschaften

(aabac) = (bacaa) = (c,a, b) = _(a7c>b)

und

(a,b, c) = |a]|b||c]| sin 3 cos a.

Das Spatprodukt verschwindet, wenn zwei der drei Vekto-
ren parallel sind. Das Spatprodukt ist gleich dem Volumen
des von den drei Vektoren aufgespannten Parallelepipeds,
vergl. Abb. 1.5, und kann aus den Komponenten der Vek-

toren mit Hilfe der Determinante berechnet werden: b
a; az as a= (ala as, a3)
a,b,c) = bl b2 b3 mit b= b1 b2 b3
( T ) ( e ) Abb. 1.5 Volumen des Parallelepipeds
a C2 3 C = (01502503)'



Es gilt die sogenannte bac-cab Regel
ax(bxc)=ba-c—ca-b
und mehrfache Produkte lassen sich damit auf einfachere zuriickfiihren, z.B.
(axb) x(cxd)=c(a,b,d) —d(a,b,c)
(axb)-(exd)=a-¢c b-d—b-c a-d.

Das Transformationsverhalten der Vektoren wird mit dem des Ortsvektors

x x1 1 din diz dis x1

r=[y | =1z verglichen = | dan do2 das T2

z X3 ! ds1 ds» dss z3
Eine Drehung D wird durch r' = Dr mit |r'| = |r| und det{D} = 1 beschrieben und eine Inversion
I durchr' = Ir = —r mit ] = —F und det{I} = —1, wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet. Die

Symmetrieoperationen S der Kugelgruppe O(3) bestehen aus den Drehungen und den Drehinversionen
DI und erfiillen die Bedingungen |Sr| = |r| und det{S} = £1. Da das innere Produkt gegeniiber den
Symmetrietransformationen S invariant sein mufl v’ -r’ = r-r, erhélt man mit der Transformation r' = Sr

o 3
bzw. IEj = Zk:l SikTk

3 1,2,3 3 3 3
r-r = = SipTrRSiT] = TR falls SikSi = sT s, =46
- i — JkLEkOFILL — kLk> jkojl — kj°jl — Ckl
j=1 Gokd k=1 Jj=1 J=1

ist, woraus sich STS = E oder ST = S~ ergibt.
Eine Drehung des Ortsvektors r um die z-Achse um den Winkel ¢ im mathematisch positiven Sinn
bei festgehaltenem Koordinatensystem lautet
2’ = xcosp —ysing
y' = xsiny +ycosy
2=z

oder in Matrizenschreibweise

x' cosp —singp 0 x cosp —sing 0
y | = sing cosp 0 y bzw. r'=Dr mit D= | sing cosp 0
2! 0 0 1 z 0 0 1

O Zum Beweise verwenden wir die Additionstheoreme der Kreisfunktionen
cos(a + @) = cosacos @ — sin asin ¢
sin(a + ¢) = cos asin ¢ + sin a cos .
Aus der Abb. 1.6 entnimmt man mit r = |r|
z=rcosa und y=rsina
und wegen |r'| = |r| = r erhilt man
x' = rcos(a+ @)
=rcosacosy — rsinasin g

=xcosp —ysingp

und

y' = rsin(a + @)

=rcosasing +rsinacosp Abb. 1.6 Drehung des Vektors r
=zsinp+ycosp. m um einen Winkel ¢ um die z-Achse

Wir bezeichnen a = (a1, a2,a3) als einen Vektor, wenn er beziiglich der Symmetrietransformationen S
wie der Ortsvektor transformiert. Daneben gibt es sogenannte axiale Vektoren, die nur bei Drehungen
wie der Ortsvektor transformieren, aber gegeniiber der Inversion invariant sind. Transformieren z.B. die
Vektoren a und b wie der Ortsvektor, so ist das Vektorprodukt a x b gegeniiber der Inversion invariant
und somit ein axialer Vektor.



1.2 Kinematik

Ein Massenpunkt ist ein idealisiertes Teilchen, dessen Ort zur Zeit ¢ durch seine Bahnkurve festgelegt ist
V4

3
r(t) = (21(t), z2(t), 23(t)) = ij(t)ej.
j=1

Die Ableitung nach der Zeit ergibt die Geschwindigkeit
i (t) = dr(t) _ dl‘l(t)e n dwz(t)e + dxs(t)e / r(t)
Toa oA T oat T at

und zweimaliges Differenzieren die Beschleunigung

Ho) = dr(t) _ o d’z ),
dt? ; dez 7"
Jj=1 X
Der Vektor der Geschwindigkeit t(¢) ist ein Abb. 1.7 Bahnkurve eines Massenpunktes
Tangentenvektor der Bahnkurve zur Zeit ¢:

o r(t + At) — r(t)
B(t) = Ao At ’ .
fiir infinitesimal kleines At gilt geniihert )
r
r(t)At & r(t + At) — r(t) ®

und man schreibt fiir die Differentiale

dr =£(t)dt = r(t + dt) — r(¢).

r (t+At)

X
Beispiel: Massenpunkt auf einer Kreisbahn Abb. 1.8 Tangentenvektor der Geschwindigkeit

z1(t) = Rcos {277%}

cos{wt}
5(t) = Rsin {%%} oder r(t)=R (Sin%wt}> y A
I3 (t) =0

mit dem Radius R, der Umlaufszeit T und der
Kreisfrequenz w = 27/T'. Dann gilt, vergl. Abb. 1.9,

—wsin{wt}
i(t) =R | wcos{wt}
0

mit |#| = Rw = 2rR/T = konstant und der Vektor der
Geschwindigkeit steht senkrecht auf dem Ortsvektor

. 3 . Abb. 1.9 Kreisbahn mit tangentialer Geschwindigkeit
r(t) - £(t) = ) w;(t)d5(t)
Jj=1
= —R%w cos{wt} sin{wt} + R*wsin{wt} cos{wt} = 0.

Dies 1488t sich auch aus dem konstanten Betrag des Ortsvektors ableiten

et)*=R=>0= %r(t) r(t) = #(t) -r(t) +r(t) - £(t) = 20(t) - £(t)

und es gilt r(t) L #(¢). In der Physik verwendet man hiufig die Bezeichnungen

r(t) Bahnkurve
v(t) = £(¢) Geschwindigkeit
b(t) = v(t) =#(t) Beschleunigung.



1.3 Spezielle Bahnkurven eines Massenpunktes

A) Konstante Geschwindigkeit

Es sei £(t) = v = konstant, dann ist

Z
t
r(t) —r(ty) = / r(t') dt’
to VO
t
- [ v 0
to
= Vo (t — to),
und die Bahnkurve ist eine Gerade der Form y
I'(t) = I‘(to) + Vo(t — to)
=vot+c

X

mit ¢ = r(ty) — voto, vergl. Abb. 1.10. Abb. 1.10 Geradlinig gleichfsrmige Bewegung

B) Konstante Beschleunigung
Es sei #(t) = bg = konstant, dann ist
t
r(t) — (o) = / F(t')dt' =bo(t —tg) oder v(t) =v(to) + bo(t — to)
to
und
t t
r(t) —r(tg) = / v(t')dt' = / [v(to) + bo(t' —to)] dt'.
to to

Daraus erhilt man die Bahnkurve
1 2 1
r(t) = r(to) + v(to) (t —to) + 5bo(t — to) i 2= (o) = v(to)to + 5bot}
1
—a+ct+ §botz c= V(to) — boto.

C) Rotation um eine Drehachse durch den Ursprung

Die Winkelgeschwindigkeit &j(¢) gibt die Richtung der Drehachse an und der Betrag || die Kreisfre-
quenz. Den Ortsvektor zerlegen wir gem#fl Abb. 1.11

_ . o || @

10 =ro+p@) mie {%[2 A ;
dann ist &(¢) dt der in der Zeit dt¢ ausgefiihrte
Drehwinkel und es gilt wegen & || ro w

dr=dp=4&(t)dt x p
=d(t) dt x r(t).

Also gilt lo P(t+
r(t) = d(t) x r(t) r(t)
und ; r (t+dt) _
i(t) = 3; (30 x r(1)) y
=SXT+dxTE X

Abb. 1.11 Rotationsbewegung



Beispiel: Bei einer Drehung um die z-Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & = (0,0,w),
w >0, gilt fir r = (z,y, 2)

—wy
r=dxr=| wz mit |f|=wy224+9y?2 und fLlr und FL1J
0
und es folgt wegen & =0
—wlzx x
F=dxi=|—wly | =—w’r, mt r; =]y
0 0

—

Abb. 1.12 Kreisbewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit



1.4 Axiome der Mechanik

Fiir eine begrenzte Gruppe von Experimenten, die wir mit dem Begriff , klassische Mechanik“ umschrei-
ben, fithren wir aus Beobachtungen abgeleitete Axiome ein. Auf deren Grundlage kann man bestimmte
Verhaltensweisen massebehafteter Korper berechnen und durch Messungen iiberpriifen. Ein wesentliches
Element sind hierbei idealisierte Vorstellungen, die in der Natur nur niherungsweise erfiillt sind, aber
die mathematische Beschreibung stark vereinfachen. So behandeln wir hier reale Korper als sogenannte
Massenpunkte, die einen Kérper der Masse m allein durch Angabe seines Ortes r(t) zur Zeit ¢ beschrei-
ben. Im Falle unseres Planetensystems etwa geht man zunéchst von Planeten als Massenpunkte aus und
berechnet ihre Bahnkurven. Anschlieflend kann man die Theorie durch Betrachtung der Planeten als
starre Korper oder deformierbare Korper verbessern.

1. Tragheitsgesetz: Wir setzen voraus, dafl es ein von den Massen unabhingiges Koordinatensystem
gibt, welches wir als ,absoluten Raum“ bezeichnen, in dem sich ein Massenpunkt entweder in Ruhe
befindet oder sich gleichférmig auf einer geradlinigen Bahn bewegt, wenn auf ihn keine Krifte wirken.
Die Bahnkurve hat dann die Form

r(t) = vot + ¢ mit konstantem v und c.

Wir setzen ferner eine ,absolute Zeit“ voraus, die fiir alle {ibrigen Koordinatensysteme des Ortsraumes
gelten soll, auch wenn diese sich gegeniiber dem absoluten Raum bewegen. Dieses Axiom entspricht
niherungsweise den Beobachtungen, 148t sich andererseits aber nicht nachweisen, weil alle Koordina-
tensysteme an Massen fixiert sind, die sich zueinander unterschiedlich bewegen.

2. Newtonsches Grundgesetz: Greift an einen Massenpunkt eine Kraft F an, so ist seine Beschleuni-
gung proportional zu F und der Proportionalitédtsfaktor heiffit Masse

mi=F oder p=F mit p=mr,

wobei p den Impuls des Massenpunktes bezeichnet. Die Einheit der Kraft ist N (Newton), wihrend der
Ort in m (Metern) und die Zeit in s (Sekunden) gemessen wird. Durch Messung der Beschleunigung
und der Kraft wird jedem Massenpunkt eine Masse m — die sogenannte ,,trige Masse“ zugeordnet und
es gilt fiir die Einheit der Masse

1kg=1Nm 's%

3. Actio gleich Reactio Prinzip: Ubt ein Massenpunkt m auf einen Massenpunkt ms eine Kraft Fio
aus, so ist diese entgegengesetzt gleich der Kraft, die my auf m; ausiibt: F1o = —Fyq.

4. Superpositionsprinzip der Krifte: Wirken auf einen Massenpunkt mehrere Krifte, so addieren
sich diese wie Vektoren. Krifte haben auch die Transformationseigenschaften von Vektoren.

5. Gravitationsgesetz: Ein Massenpunkt my am Ort rs tibt auf einen Massenpunkt m; am Ort r; die

Kraft aus, vergl. Abb. 1.13,
V4

mimso
Gy =G ———F - (r; —1r3).
21 ™ —r2|3( 1 2)

!
Hier bezeichnet G = 6,67259 - 10~ Nm2kg 2 2

die Gravitationskonstante.

Ein Koordiantensystem, in dem die fiinf Axio-
me gelten, wird als ,,Inertialsystem“ bezeichnet. Weil y
man neben kartesischen Koordinaten auch schief- e
winkelige oder krummlinige Koordinaten verwenden M
kann, spricht man allgemeiner von einem Inertialsy- X
stem als Bezugssystem. Abb. 1.13 Richtung der Kraft beim Gravitationsgesetz

7
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1.5 Einfache Anwendungen der Axiome

A) Gewicht eines Massenpunktes auf der Erdoberfliche

Betrachtet man die Erde ndherungsweise als eine Kugel mit kugelsymmetrischer Massenverteilung im
Innern, so i3t sich zeigen, daf} die Anziehungskraft auf einen Massenpunkt der Masse m auflerhalb der
Kugel die gleiche ist wie bei einem Massenpunkt der Erdmasse M im Mittelpunkt der Kugel. Ist R der
Erdradius, so gilt fiir das Gewicht G des Massenpunktes m am Ort r mit [r| > R

GM r

r .
G=-GMm— ~mg mit g= TR

NE fir |r|-R<KR.

Die Erdbeschleunigung betrigt ungefahr

GM
g = |g| = F = 9,81ms_2.

B) Schwere und trige Masse

Ebenso wie das Newtonsche Grundgesetz kann auch das Gravitationsgesetz als Mefivorschrift zur
Bestimmung der Masse von Massenpunkten dienen. Zum Vergleich der so definierten , schweren Masse“
mg mit der ,,trigen Masse“ my, betrachten wir die Beschleunigung des Massenpunktes unter seinem eigenen
Gewicht, indem wir die z-Achse senkrecht zur Erdoberfliche wihlen r = (0,0, 2) mit |r|] — R < R und

g= (0703 _g)
myZ = —Msg.

Das von G. Galilei ausgefiihrte Experiment ergab die gleiche Beschleunigung fiir verschiedene Korper,
woraus wir folgern, daf fiir alle Massenpunkte das Verh#ltnis von schwerer zu triiger Masse gleich ist.
A. Einstein hat diese Erkenntnis zum Ausgangspunkt seiner allgemeinen Relativititstheorie gemacht.

C) Wurfparabel

Sind Hohe und Weite des Wurfes klein gegen den Erdradius, kann man nidherungsweise die Erdober-
fliche als eben annehmen und die Erdbeschleunigung hat mit der z-Achse senkrecht zur Erdoberfliiche
die Form

Az

0
g=1| 0
_g \é L _ v
Die Bewegungsgleichung lautet : \
\
|
mi(t) =mg oder t=g \ :H
\
\
mit der allgemeinen Losung ay : -
0 W X

I‘(t) —a+ct+ %gt2. Abb. 1.14 Hohe H und Weite W einer Wurfparabel

Wir wihlen als Anfangsbedingung die z-Achse in Wurfrichtung

0 Vg
r(0)=10 und £(0)=1{ 0
0 v,

Also ist a = 0 und ¢ = #(0) und die spezielle Losung lautet

z(t) vyt
r(t) = | y(t) | = 0
2(t) vt — gt



Setzt man jetzt t = 2 /v, in 2(t) ein, so erhilt man eine Parabel, vergl. Abb. 1.14,

V2 g 2
2(z) = —x — z°.
(z) Uy 202

Die Weite des Wurfes ergibt sich aus z(W) = 0 zu W = 2v,v,/g. Die Hohe des Wurfes H berechnet sich
aus der waagerechten Tangente der Wurfparabel
_dz v, g

=—=—— =Sz ander Stelle zy=
dz (%" Uz

Uz Uz

0

und man erhilt

Y2
2g'

2
z

H=z(zg) =
Fiihrt man den Wurfwinkel o und die Anfangsgeschwindigkeit v wie in Abb. 1.14 ein, so gilt

vy =vcosa und v, =vsina

und die Weite ist als Funktion von a gegeben durch
2 2

W(a) = %2 sina cosa = % sin{2a}.

Daraus kann man die maximale Weite bei Variation des Wurfwinkels berechnen

_dW(a) 207

7r
= — 2 = —
0 do p cos{2a} oder a 1

und die maximale Weite betriigt W (m/4) = v?/g.

D) Drehimpulssatz

Mit Hilfe des Impulses p = mr definiert man fiir einen Massenpunkt der Masse m den Drehimpuls
durch, vergl. Abb. 1.15,

l=rxp=rxmr.

Aus dem Newtonschen Grundgesetz

—mi"—E
T
berechnen wir
er:rx%p:%(rxp)—%xp. y=

Das Drehmoment ist definiert durch X

Abb. 1.15 Drehimpuls 1 bei Drehung um die z-Achse
D=rxF

und man erhilt den Drehimpulssatz als Gesetz der Drehbewegungen

d .
D=—-1=1
dt ’

wonach das Drehmoment gleich der zeitlichen Anderung des Drehimpulses ist. Dieses Gesetz entspricht
dem Newtonschen Grundgesetz fiir die translatorischen Bewegungen F = p.

9



E) Energiesatz

Wird in einem Kraftfeld F(r) ein Massenpunkt entlang einer Bahnkurve r(¢) um ein infinitesimales
Wegstiick dr bewegt, so berechnet sich die zu leistende Arbeit aus der Komponente der Kraft in Richtung
dr, vergl. Abb. 1.16,

dA=F - dr = |F||dr|cos",

wobei v der Winkel zwischen F und dr ist, vergl. z
Abb. 1.16. Greift speziell die Kraft senkrecht zu dr F 7
an, so ist die zu leistende Arbeit Null. Insgesamt ist //
auf dem Wege von r; = r(¢;) nach ry = r(t2) die zu Y /
leistende Arbeit durch das Arbeitsintegral gegeben dr N
r S
rl / N
2
ro
Ajp = / F(I‘) - dr. Yy
ry

Dieses Linienintegral kann wegen dr = £(¢) dt auch

in der Form X

Abb. 1.16 Bewegung auf einer vorgegebenen Wegstrecke

to

t1

berechnet werden.

Hingt das Arbeitsintegral nicht vom Wege sondern nur von Anfangs- und Endpunkt ab, so heifit das
Kraftfeld F(r) konservativ. Dann existiert ein Potential U(r), so dafl F(r) - dr = —dU gilt und man
erhiilt fiir das Arbeitsintegral

Ajp = /1:2 F(r)-dr = —/:2 dU(r) = U(ry) — U(ra).

Bei konservativen Kriften ist die Summe aus kinetischer Energie T'(t) = 2mi?(t) und potentieller Energie
U(r(t)) eine Konstante der Bewegung.

O Zum Beweise multiplizieren wir das Newtonsche Grundgesetz mit der Geschwindigkeit

und integrieren von t; bis to

hmﬂﬂi@&

r(ts)
/?)F@-&:U&@D—U@@D

)] = / AT = T(t) - T(1).

to
J
to
J

F(r(t)) -1(t)dt
E0)

Daraus ergibt sich
T(t:1) + U(r(t1)) = T(t2) + Ulr(t2))

oder E =T + U ist eine Konstante der Bewegung. m
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1.6 Einfache mechanische Systeme

A) Idealisiertes ebenes Pendel

Ein Massenpunkt der Masse m sei mit einer mas-
selosen Stange der Linge [ derart verbunden, daf} er
sich nur auf einem Kreis um den Ursprung in der
z-z-Ebene bewegen kann, vergl. Abb. 1.17. An ihn
greift die Gewichtskraft F an und die Arbeit léings

A

eines infinitesimalen Wegstiickes dr

0 dz
F= 0 ; dr=| 0
—mg dz

ist gegeben durch F - dr = —mgdz. Die Integration
auf dem Kreisbogen von r; nach ry ergibt fiir die
potentielle Energie mit U(r;) = 0 nach Abschn. 1.5 E

ro —lcos
/ F-dr= / —mgdz
r1 —1

= —mgl(1 — cosp) = U(ry) — U(rz).

Wir fiihren ebene Polarkoordinaten r» = | und ¢(t) ein

Isingp plcosp
r(t) = 0 und 1(t) = 0
—lcosyp plsin g

und erhalten fiir die kinetische Energie

T — %1‘2 _ %(372 + g2 +z'2) _ %lQ(pQ

und fiir die Summe FE aus kinetischer und potentieller Energie
E=T+U(ry) = %l2gb2 + mgl(1 — cos ).

Anwenden des Energiesatzes von Abschn. 1.5 ergibt dann

dE
0=— =ml?pp + mglpsinp = ml2<,b(¢3 + 9 gin cp).

T at !

Abb. 1.17 Ebenes Pendel

Weil diese Gleichung zu allen Zeiten ¢ erfiillt sein muf}, resultiert die Pendelgleichung

&(t) + %sin (t) = 0.

Fiir kleine Ausschlige |<p(t)| & /2 setzen wir gendhert sin ¢ ~ ¢ und erhalten die Schwingungsgleichung

p(t) + %cp(t) =0 oder ¢$+w’9o=0 mit w=

mit der Schwingungsfrequenz w und der allgemeinen Losung

p(t) = pocos{wt + a} mit @ = —wypy cos{wt + a},

die die beiden Integrationskonstanten ¢¢ und a enthilt. Die Geschwindigkeit des Massenpunktes ist
v =[F| = /22 + 92+ 22 = l|¢|- Aus der allgemeinen Losung erhilt man mit zwei Anfangsbedingungen
eine spezielle Losung. Wird das Pendel etwa zur Zeit t = 0 um den Winkel g ausgelenkt o(0) = g cos a

und ohne Geschwindigkeit losgelassen ¢(0) = 0, so gilt speziell @ = 0 und ¢(t) = yo cos{wt}.
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B) Raketenantrieb

Beim Raketenantrieb werden Treibgase mit einer bestimmten Geschwindigkeit vg nach hinten ausge-
stofen, so dafl die Masse der Rakete M (t) zeitabhiingig ist. Es sei My = M (0) die Anfangsmasse zu Zeit
t = 0 und My = M(T) die Masse der Rakete mit leeren Tanks nach Brennschlufl zur Zeit t = T. Wir
setzen einen konstanten Masseausstofl pro Zeiteinheit

dM (t)

K=-
dt

>0 mit K = konstant

voraus und berechnen die Masse der Rakete zur Zeit 0 <t <T

M(t
M(t) — M(0) = / d dt— /Kdt—
und erhalten
M@t)=My— Kt mit M(T)=My—- KT =M.

Nach dem Newtonschen Grundgesetz entspricht die Kraft auf die Rakete F der zeitlichen Anderung des
Raketenimpulses pg in z-Richtung

Fr= Spn = 5 [M©i(0)]

und fiir das im Zeitintervall dt¢ ausgestofiene Treibgas dMg = K dt gilt entsprechend
Fgdt = dpg = dMg[df — vg] = Kdt[j&' — Ug].
Das Actio gleich Reactio Prinzip Fgr = — Fg liefert

% [M(t)#(t)] = —K[# —vg] baw. Mi+ Mi+ Ki = Kvg

oder wegen Mi + K& = 0

K'UG o KUG
- M(t) My— Kt

Integrieren liefert mit uw = Kt/Mq

T T KT
.. Kvg/ dt /Mo du
Z(t)dt = =g
/0 () MO 0 ]'_Miot 0 1-u

oder

KT
#(T) — %(0) = —vg In{l — u}‘OMO = —vgln {1 - %} =vgln {]]\\44—2}

In der Technik ist My/M, kleiner als 10 und die Gasgeschwindigkeit hochstens vg = 2000ms !, so dafl
die maximal erreichbare Geschwindigkeit @ (7T') — #(0) etwa 2 - 10%In{10} ms™! = 4.6 - 103 ms ™! betrégt.

Die Fluchtgeschwindigkeit vy ist die Mindestgeschwindigkeit, die erreicht werden muf}, damit ein
Korper nicht auf die Erdoberfliche zuriickfillt oder eine geschlossene Bahnkurve um die Erde beschreibt.
Dazu muf} die kinetische Energie %mv2 mindestens gleich der potentiellen Energie an der Erdoberfliche
GMgm/R = gRm sein, wobei G die Gravitationskonstante, Mg die Erdmasse, R den Erdradius und g
die Erdbeschleunigung auf der Erdoberfliche bezeichnen. Also gilt fiir die Fluchtgeschwindigkeit vg

1
5"”1%1 =gRm oder wvp = +/29R =11.2-10°ms™!

mit R = 6.38 - 105 m. Um das Schwerefeld der Erde endgiiltig zu verlassen, sind also mit herkémmlichen
Raketenmotoren mehrstufige Raketen erforderlich.
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2 Gedampfte Schwingungen

2.1 Freie geddampfte Schwingungen

Im eindimensionalen Fall fiihrt das Newtonsche Grundgesetz auf die Bewegungsgleichung eines elastisch
gebundenen Massenpunktes der Masse m

mi(t) = F = —cx — Bz,

wobei z(t) den Ort des Teilchens zur Zeit ¢ oder die Bahnkurve und F' die auf den Massenpunkt aus-
geiibte Kraft bezeichnet. Sie setzt sich hier aus einer der Auslenkung z(t) proportionalen elastischen
Riickstellkraft —cz(t) und einer zur Geschwindigkeit proportionalen Reibungskraft —84(t) zusammen.
Die Konstanten ¢ > 0 und 8 > 0 heiflen Federkonstante bzw. Reibungskoeffizient. Die spezielle Form
der Kraft ist fiir die experimentell beobachteten Oszillatoren eine Idealisierung, die jedoch vielfach eine
gute Naherung darstellt. Zur Vereinfachung der Rechnung und zum leichteren Vergleich unterschiedlicher
Oszillatoren fithren wir eine Schwingungsfrequenz wy und die dimensionslose Giite () durch

wi = £ und Q= e
m

B

ein und erhalten die Bewegungsgleichung in der Form

#(t) + %i’(t) +wlz(t) = 0.

Zur Losung dieser linearen, homogenen, gewthnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeflizienten machen wir den Ansatz

z(t) = z(0)exp {M} mit (t) = Az(t) und &(t) = N2z(t)
und erhalten

()3 + /\% + wg)x(t) =0.

Da diese Gleichung fiir alle Zeiten erfiillt sein soll, muf3 der Parameter X eine Losung der charakteristischen
Gleichung

. wWo
N +A=+wi=0
Q 0
sein und es gilt
2 reell fir Q<1
)\1,2:_;)_0 :}—OQ—WSZ—;—OZE;U—O 1—4Q2: —Wo fiir Q:%
Q Q Q Q komplex fiir @ > 3.

A) Der Fall starker Dampfung Q < %

Wir erhalten zwei verschiedene reelle Wurzeln der quadratischen Gleichung und die allgemeine Losung
enthilt die zwei Integrationskonstanten a und b

x(t) = aexp {1t} + bexp {2t}

— _“ Yo A 402 _ Y 1402
—exp{ 2Qt} [aexp{%? 1-4Q t}+bexp{ ) 1-4Q t}]
Es werden speziell die folgenden Anfangsbedingungen betrachtet:
z(0) = xo a+b=ux
. so folgt
.’L'(O):’U(), 0)\1 +b/\2:U0.
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Einsetzen von A\; und A, liefert

—%%w0+-%%\/1—4Q2(a—b)=1m

und man erhilt, vergl. Abb. 2.1,

1426w
a+b=ux a=$—;ll+w]

V1 —4Q?
To + %vo bzw.

a—b=—F—— 142w
/1_4Q2 b:@ 1— — Yo %o |
2 V1-4Q2

B) Der Fall kritischer Diampfung Q = 1

In diesem Fall liefert der Losungsansatz nur eine reelle Losung
A =X =—wp mit =z1(t) =aexp{—wot}.
Ein zweite linear unabhéngige Losung ist

x2(t) = bt exp {—wot} .

O Zum Beweise bilden wir die Ableitungen

T2
- T WoT2
t

.. T2 . . 2 .
Za(t) = _wOT — woly = —woka — WiT2 — wodka

B (t)

und erhalten
Fo + 2wods + wize =0
die Schwingungsgleichung im Falle Q = 1. m
Die allgemeine Losung lautet dann mit den beiden Integrationskonstanten a und b
z(t) = (a + bt) exp {—wot} .
Speziell mit den Anfangsbedingungen z(0) = z¢ und %(0) = vy findet man, vergl. Abb. 2.1,

z(0) =a=xo a=xg
. oder
z(0) = b — woa = vg b=y + Towp-

C) Der Fall schwacher Dimpfung @ > %

In diesem Fall sind die beiden Wurzeln A; und s komplex und wir erhalten mit 3% = —1

wo | . / 1 wo , . . 1
A]_,Q:—@il(do 1—@2—@:':7;&) mit w = wq 1—@<WO

Die allgemeine Losung beschreibt eine gedidmpfte Schwingung

z(t) = exp { - %t} [a exp {iwt} + bexp {—iwt}]

mit der reellen Schwingungsfrequenz w und den beiden komplexen Integrationskonstanten a und b. Ver-
wendet man die Formel von Euler

exp {iwt} = cos{wt} + isin{wt} und exp{—iwt} = cos{wt} — isin{wt},
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so ergibt sich die reelle Form der geddmpften Schwingung

z(t) = exp { - %t} [A cos{wt} + Bsin{wt}

mit den zwei reellen Konstanten
A=a+b und B =i(a—0>).

Fiihrt man neue Integrationskonstanten C und § durch

A=Ccosd
S0 mit tanézg und C =4 VA2 + B2

B=Csinéd

ein, und verwendet die Beziehung

Acos{wt} + Bsin{wt} = C[ cos{wt} cosd + sin{wt} sind] = C cos {wt — 8},

so erhélt man eine andere Form der allgemeinen Losung

z(t) = Cexp{ - ;}—51‘} cos {wt — &}

Die spezielle Losung, die die beiden Anfangsbedingungen z(0) = x¢ und %(0) = vg erfiillt, erhélt man

aus

z(0)=A=1x¢9 und %(0)= —;—5;170 +Bw =1

zu, vergl. Abb. 2.1,

z(t) = o exp{ - %t} lcos{wt} + (;;—Ow + ﬁ) sin{wt}] .

10
005 Q=005
05
Q=5
: /\
>3
Z w0 /\ =
2 \/ N
-
05
10
0.0 10 20 30 2.0

Zeit

Abb. 2.1 Auslenkung z(t)/xzo fiir vo = 0 in Abhingigkeit
von der Zeit t/T mit T = 2w /wy fiir drei Giiten Q.

Die Energie des Massenpunktes ist gegeben durch

1 1
E@t) = imai:2 )+ §mw§w2 (t)

Energie

1.0
0.8
Q=5

0.6
0.4
0.2
0.0

0.0 1.0 20 30 40

Zeit

Abb. 2.2 Abnahme der Energie E(t)/E(0)
bei schwacher Dadmpfung @ = 5.

und nimmt wegen der Ddmpfung zeitlich ab. Bei den Anfangsbedingungen z(0) = zo und %(0) = 0 ist
die Energie zur Zeit t = 0: E(0) = mwiz} /2. Die Abb. 2.2 zeigt die Energieabnahme im Falle schwacher

Démpfung mit der Giite @ = 5.
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2.2 Erzwungene Schwingungen

Wird auf einen elastisch gebundenen Massenpunkt der Masse m eine periodische Kraft F(t) = Fy cos{wt}
mit einer Kreisfrequenz w > 0 ausgeiibt, so lautet die Bewegungsgleichung im eindimensionalen Fall bei
Beriicksichtigung einer Dampfungskraft —3(t)

mi(t) = —cx(t) — Bx(t) + Fo cos{wt}

oder

Z(t) + %:&(t) +wiz(t) = Kocos{wt} mit wi= % Q= % i Ko = % > 0.

Die allgemeine Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung setzt sich aus der all-
gemeinen Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung zp(t) nach Abschn. 2.1 und einer
speziellen Losung z4(t) der inhomogenen Differentialgleichung zusammen: x(t) = xp(t) + z5(¢). Die bei-
den Integrationskonstanten von zj(t) kénnen zur Erfiillung von zwei Anfangsbedingungen verwendet
werden. Aus den Ergebnissen von Abschn. 2.1 und der Abb. 2.1 ist ersichtlich, daf§ die Losung x,(¢) der
homogenen Differentialgleichung nach hinreichend langer Zeit abgeklungen ist und somit den sogenannten
Einschwingvorgang beschreibt. Wir berechnen in diesem Abschnitt die spezielle Losung zs(t), die nach
dem Einschwingvorgang allein zu beobachten ist.

Die Rechnung 148t sich besonders einfach in komplexer Schreibweise durchfithren. Dazu betrachten
wir die komplexe Auslenkung

2(t) = z5(t) +iy(t) mit z,(t) =Re{z(t)}

als Losung der komplexen Differentialgleichung
%z‘(t) + w2z (t) = Ko exp{iwt},

deren Realteil die zu losende Differentialgleichung ist. Zur Losung der komplexen Differentialgleichung
machen wir den Ansatz

(1) +

2(t) = zoexp{iwt} mit =iwz und %= —w?z

und erhalten

[ —w?+ iw% + wg] zp exp{iwt} = Ko exp{iwt}.

Weil diese Gleichung zu allen Zeiten erfiillt sein muf, folgt

. Wo Ko
I:—w2+7/u)5 +w§]z0:K0 oder Zozm.
Wir zerlegen die komplexe Zahl zg in Betrag a(w) = |2o| und Phase ¢(w)
K
zo(w) = a(w) exp{—id} mit a(w)= 9 = und tan¢ = (;Jiwoz
\/(wg—w2)2+w2%% Qwg — w?)

und erhalten die spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung in der Form

z5(t) = Re {2(t)} = Re {20 exp{iwt}} = Re {a(w) exp {i(wt — ¢)}}
= a(w) cos {wt — p(w) }.

Sie stellt offenbar eine Schwingung mit der Frequenz w, der Amplitude a(w) und der Phase ¢(w) dar.
Interessant ist die Abhingigkeit der Amplitude a(w) von der Kreisfrequenz w der dufleren Kraft, vergl.
Abb. 2.3. Diese sogenannte Resonanzkurve hat ihr Maximum an der Stelle der Resonanzfrequenz wpg

d 1

%20 oder wgr = wo I_W
falls Q > 1/+/2 ~ 0.7 ist. Die Resonanzfrequenz wg, ist also kleiner als die Schwingungsfrequenz des freien,
schwach geddmpften Oszillators wy = woy/1 — 1/4Q?2, vergl. Abschn. 2.1 C, und es gilt wgp < wy < wp.
Die Abhingigkeit der Phase ¢(w) von der Anregungsfrequenz w ist in Abb. 2.4 wiedergegeben.
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Abb. 2.3 Resonanz der Schwingungsamplituden fiir
drei Giiten Q. Aufgetragen ist die Amplitude durch
Ko/w} als Funktion von w/wp.
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2.5
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Abb. 2.5 Auslenkung erzwungener Schwingungen
mit Einschwingvorgang und stationdrer Schwingung
bei Resonanz. Aufgetragen ist die Auslenkung
dividiert durch Ko/wg bei w%a:o/Kg =0.1

iiber der Zeit t/T mit T = 27 /wo.
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Abb. 2.4 Anderung der Phase fiir drei Giiten Q.
Aufgetragen ist die Phase im Bogenmaf als Funktion
von w/wo.

bei der Resonanzfrequenz

Q=2

bei Dreiviertel der Resonanzfrequenz
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Abb. 2.6 Energie erzwungener Schwingungen bei der
Giite @ = 2. Aufgetragen ist die Energie E(t)/E(0)
als Funktion von ¢/T mit T' = 27 /wo einmal fiir

w=wr =woy/1—1/(2Q?) und einmal fiir

w = 0.75wRr mit wgzcg/Ko =0.1.



2.3 Anharmonische Schwingungen

Die Auslenkung z(t) des Massenpunktes beim harmonischen Oszillator ist eine Ldsung einer linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung. Die allgemeine Losung besteht aus zwei linear unabhéngigen Losungen
und enthilt zwei Integrationskonstanten, die durch zwei Anfangs- oder Randbedingungen bestimmt wer-
den. Zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ 148t die Angabe des Ortes z(t) noch unterschiedliche Losungen zu,
die erst durch zusétzliche Angabe der Geschwindigkeit v(t) = &(t) zu einer eindeutigen Losung fiihrt. Die
Festlegung von = und & zu einer Zeit ¢ legt dann bei konservativen Kriften die Energie fest und es gilt
in kartesichen Koordinaten nach Abschn. 1.5 E fiir einen Massenpunkt der Masse m mit der potentiellen
Energie U(x)

E- %332 +U(2).
Laft man aufler kartesischen Koordinaten auch krummlinige Koordinaten zu, etwa ebene Polarkoordina-
ten beim ebenen Pendel, so schreiben wir allgemeiner fiir die Bahnkurve und ihre Ableitung ¢(t) und ¢(¢).
Die moglichen Losungen der Bewegungsgleichung von Newton lassen sich dann auch im Phasenraum der
beiden Koordinaten ¢ und ¢ als Trajektorie darstellen, wobei die Zeit ¢ als Kurvenparameter dient. Jedes
System der Mechanik 148t sich allgemein in einer Mannigfaltigkeit von verallgemeinerten Koordinaten
darstellen, und die konkrete Auswahl wird aufgrund der rechnerischen Einfachheit getroffen.

A) Harmonischer Oszillator

Als Beispiel seien die Trajektorien im Phasenraum des eindimensionalen harmonischen Oszillators
betrachtet. Im ddmpfungsfreien Fall lautet die Bewegungsgleichung nach Abschn. 2.1

L . 2 . 2 C
mi =—cxr oder &= —wyr mit wjg=—.
m

Setzt man jetzt v = £, so kann man die Differentialgleichung 2. Ordnung in zwei gekoppelte Differential-
gleichungen 1. Ordnung zerlegen

. 2 .
U= —wyx dv ) T
. 0" Esfolgt — = — = —w2> oder vdv=—wlrdz.
T =w. dz =z v

Damit erhilt man

Loy _ _ o1l > Lo ol o E
d(2v)——w0d<2w) oder gV = ~Wo5® +m

mit einer beliebigen Konstanten E, die die Energie des Massenpunktes festlegt. Dann gilt

[2F
v2+w§x2=R2 mit R=14/— i
m

und die Trajektorien sind Kreise, wenn der
Phasenraum von den Koordinaten wgz und

v aufgespannt wird, vergl. Abb. 2.7. Die ver-
schiedenen Kreise entsprechen verschiedenen /L

Energien und werden aufgrund der Lésung

z(t) = xo cos{wot + ¢}
z(t) = —woxmo sin{wot + ¢}

im mathematisch negativen Sinn, d.h. im Uhr-

zeigersinn, durchlaufen. Im Falle gedampfter . . . .

Schwi hilt kei hl Abb. 2.7 Trajektorien des ungeddmpften harmonischen
chwingungen er man keine geschlossenen Oszillators im Phasenraum. Die Geschwindigkeit v ist

Kurven, sondern Spiralbahnen zZum Ursprung in Einheiten woxo ebenso wie wox angegeben. Die
hin. Einheit der Energie ist mwgz? /2.
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B) Allgemeiner eindimensionaler Fall

Im allgemeinen Fall mit der potentiellen Energie U (z) lautet die Bewegungsgleichung

. dU(z)
= F = —
mi(t) = Fa) = -
und die Zerlegung in zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung ergibt mit v = &
1
y— Lo .
- (@) oder dv_o_ Flz) oder muvdv = F(z)dz.

. dez = mv
=

Daraus erhilt man mit der konstanten Energie E
L Lo
d(§mv ) =F(z)dz=—dU bzw. gmv” = —-U(z)+E

die Trajektorie in der Form

v(z) = :I:U%(E—U(x)).

C) Ebenes Pendel

Als weiteres Beispiel sei das ebene Pendel betrachtet, das auf eine eindimensionale Bewegungsgleichung
eines anharmonischen Oszillators fiihrt. Die Pendelgleichung hat nach Abschn. 1.6 mit w2 = g/I die Form

P+ wising =0 mit der Energie E = %l2<,b2 + mgl(1 — cosp).

Sei jetzt w = ¢ die Winkelgeschwindigkeit, so erhiilt man

. 2 . . .
w= —wjsing dw @ = ,sing

r —=-—-=

(,b:u) d(,O (p_ 0

oder
2 1 2
wdw = —wysinpdy und d(iw ) = wp d cos .
Die unbestimmte Integration mit der Konstanten c ergibt

2

1
2 _ 2 i — —
w”=wycosp+c mit c= 2 wo 25

2

und die Trajektorie hat die Form £=45
=2

25 _/_\
w(cp)z:l:\/ng(cos<p—1)+m. 151 N
05 . /- e=1a N

AN

w(p +2m) = w(yp) -15
W) = w(p) O~ |
-25 _\/

und w(p) hat Nullstellen nur fiir Energien

Es gilt die Periodizitdtsbedingung und die
Symmetriebeziehung

Y

\

Winkelgeschwindigkeit

-1 -2 0 w2 P
Auslenkungswinkel

E
- <2wi oder E < 2mgl.
m
Abb. 2.8 Trajektorien des ebenen Pendels. Die Einheit
von w ist wp und die der Energie ¢ ist mgl.

Obwohl die Trajektorien w(y) innerhalb von —7 < ¢ < = fiir E > 2mgl keine geschlossenen Kurven sind,
vergl. Abb. 2.8, handelt es sich wegen der Periodizititsbedingung dennoch um eine periodische Bewegung.
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3 Himmelsmechanik

Die klassische Mechanik mit dem Newtonschen Bewegungsgesetz und dem Gravitationsgesetz wurde
aufgrund der Beobachtungen der Planetenbewegung durch G. Galilei und J. Kepler gefunden. Die drei
Keplerschen Gesetze, wonach die Planetenbahnen Ellipsen sind, in deren einen Brennpunkt die Sonne
steht, der Ortsvektor in gleichen Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht und sich die Quadrate der Umlauf-
zeiten wie die dritten Potenzen der grofien Halbachsen der Ellipsen verhalten, kénnen verwendet werden,
um induktiv das Gravitationsgesetz und das Newtonsche Bewegungsgesetz aufzustellen. Wir wollen hier
deduktiv von den Axiomen der klassischen Mechanik ausgehen und die Eigenschaften der Planetenbewe-
gung sowie anderer Himmelskorper unter dem Einflu} der Gravitation herleiten.

3.1 Planetenbewegung

Als Niherung betrachten wir nur ein Zweikorpersystem aus der Sonne und der Erde und lassen die {ibrigen
Planeten aufler Betracht. Weiterhin werden die Himmelskérper als Massenpunkte mit der Sonnenmasse
Mg = 2-10%kg und der Erdmasse Mg = 6 - 102* kg an den Orten ri, bzw rg approximiert. Wegen der
Kleinheit des Massenverhéltnisses Mg/Mg = 3 - 10~° gehen wir zunichst von einer ruhenden Sonne aus
und legen den Ursprung des Koordinatensystems an den Ort der Sonne. Im folgenden Abschnitt wird die
Mitbewegung der Sonne beriicksichtigt, was nur zu geringen Korrekturen fiihrt.

Zur Bestimmung der Bahnkurve r(t) der Erde um die Sonne betrachten wir die Newtonsche Bewe-
gungsgleichung und das Gravitationsgesetz mit r = |r|

Mgi(t) = —GM@MET% oder 1= _CT% mit C = GMo,.

Die Gravitationskraft F(r) ist konservativ und es gilt nach Abschn. 1.4 5.
_ GMyMg

F(r) = —GMQMETL3 mit F(r) - dr=—-dU(r) und U(r) = "

O Zum Beweise bilden wir das totale Differential der potentiellen Energie U
ou ou ou

dUu = -—=d —d —d
U o T+ By y+ 9z z
und differenzieren nach der Kettenregel wegen r = (a:2 +y2 4+ zz) 1/
dr ~ Or oz r2 r & or r2 dr 1’
Also erhilt man
Mo M, Mo M,
dU = Gi(gE[xdx+ydy+zdz] = %r' dr = —F(r) - dr,

sodaf} sich die Gravitationskraft F als konservativ erweist. m

Die Herleitung der moglichen Bahnkurven wird bei Verwendung von Erhaltungssétzen besonders einfach.
Nach Abschn. 1.5 E gilt der Satz von der Erhaltung der Energie E =T + U, den wir in der Form

dE  dg1l GMe Mg 1 C
e el A0 B eited Oluitut S22 Y| =
% = @ laM _— w7 -7 =0
schreiben. Die Gravitationskraft ist ferner eine Zentralkraft F||r und es gilt nach Abschn. 1.5 D der Satz
von der Erhaltung des Drehimpulses L = Mgl mit l =r x ¢

L d . a_d, .
_E_a(erEr) oder a_a(rxr)_o.

Dariiber hinaus gilt speziell fiir die Gravitationskraft F der Satz von der Erhaltung des dimensionslosen
Runge-Lenz-Vektors
1
%:0 mit a=>— —fxL

dt r C

oder
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O Zum Beweise beachtet man

d/r r r. r r . . . r-r
=—-——r=-——r-r, dennesist 7=—,

de \r roor? r o7 T
sowie

1 1 . . 9. r . T

—3r><1:—3rx(rxr)=—3(rr-r—rzr):—Sr-r——

r r r r r

und berechnet die Ableitung des Runge-Lenz-Vektors aus der Bewegungsgleichung

da d/r 1 d/r r
() i xl=—(= —x1=0.m
a-aly) e 1= g e
Zur Berechnung der Bahnkurve der Erde r(t) gehen wir von der Erhaltung des Drehimpulses 1 = r x
aus, wonach die Bahnkurve in einer Ebene verlaufen muf}; und fiihren ebene Polarkoordinaten r, ¢ ein,
indem wir den Polarwinkel auf die Richtung des konstanten Runge-Lenz-Vektors a beziehen
a-r:r—%r-(i‘xl)zr—%l-(rxf)=r—%12

= ar cos y.

Da aber a = |a|, I = |I] und C' Konstanten sind, erhilt man die Bahnkurve als Kegelschnitte in ebenen
Polarkoordinaten

o) = b
Y=o —acosyp
und es gilt
212 E 1 C
02:1"1‘@5 mit 52E25r2—7

O Zum Beweise berechnet man

2_ (T _ 1. _q_2r Ao
_( C,rxl) =1 or ( x1)+02(rx1)
2 1, A1, Oy 22
_1_57+Elr _1+E(§r_7)_1+56’

denn aus i -1=0 folgt (£ x 1)* = 21> m

Die konkrete Form des Kegelschnittes hingt vom Runge-Lenz-Vektor und damit von der Energie
€ = E/Mg und dem Drehimpuls 1 = L/Mg ab, die jeweils auf die Masseneinheit bezogen sind:

CZ
Kreisbahn : a=0 oder €= B <0 by
02
Ellipsenbahn : 0<a<l oder ——<e<0
212 /
Parabelbahn a=1 oder =0 b '
Hyperbelbahn a>1 oder £>0. d\ A X
B
Fiihrt man im Falle einer Ellipsenbahn kartesische Koordinaten ein \\/
= —d 2
T rc'osgo mit = l_ a 7
y=rsinp Cl-a?

Abb. 3.1 Ellipsenbahn eines Planeten in

. . . . kartesisch d in Polarkoordinaten.
so erhilt man die Gleichung einer Ellipse, vergl. Abb. 3.1, ariesischen und in Folarkoordinaten

z2 g2 ) 2 1 2 1
ol mit A=FrTs wd B=Er—
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3.2 Mitbewegung der Sonne

Die Wahl eines Koordinatensystems im vorigen Abschnitt, dessen Ursprung am Ort der Sonnne ruht, ist
insofern nicht gerechtfertigt, als in den Axiomen festgelegt wurde, dafl das Newtonsche Bewegungsgesetz
in einem Inertialsystem anzuwenden ist. Die Ergebnisse sind jedoch niherungsweise richtig, wie sich bei
einer korrekten Rechnung unter Beriicksichtigung der Mitbewegung der Sonne ergibt. Dazu miissen die
Bewegungsgleichungen von Sonne und Erde

" ro —IE
M — _GMo Mgt E
ofo(t) GMoMg It — ral?

. g —TIp
M, = -GMMg——==
Bfp(t) = —~GMoMg Its — T

gemeinsam geldst werden, wobei beide Himmelskorper die Gravitationskraft aufeinander ausiiben, vergl.
Abschn. 1.4. Die Differentialgleichungen lassen sich entkopplen, indem Schwerpunkt- und Relativkoordi-
naten

_ M@I‘@ =+ MEI’E

R= Mo, + Mg und r=rg —rg

eingefiihrt werden. Im Zusammenhang mit dem Actio gleich Reactio Prinzip gilt dann

1 .. .
R = 3w gy (Moo * Mefe) =0

sodaB sich der Schwerpunkt wegen R = konstant geradlinig gleichformig bewegt. Wir driicken den Ort
der Erde rg durch Schwerpunkt- und Relativkoordinaten aus

Mg
re=R+—"—r,
E Mg + Mg
denn es ist
;<Mr+M1‘+Mr Mr)—r

und die Bewegungsgleichung der Erde lautet

Mg Mg,
M@ + Mg

r

Mgig = MgR + RE

i = —GMyMg

oder in Relativkoordinaten

i(t) = —c# mit C = G(M + Mg),

wobei G die Gravitationskonstante bezeichnet. Wegen Mg/Mg = 3- 1075 ergeben sich nur kleine Unter-
schiede in der Bewegungsgleichung zwischen der Beriicksichtigung und der Vernachldssigung der Mitbe-
wegung der Sonne, die wegen ro, = 0 zu C' = G M, fiihrt.

Die Gleichungen dienen allgemein der Losung des Zweikorperproblems unter dem Einflul der Gravi-
tationswechselwirkung.
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4 Relativbewegung

In den Axiomen der klassischen Mechanik wird als Bezugssystem ein Inertialsystem mit dem Trigheits-
gesetz zugrunde gelegt, vergl. Abschn. 1.4. Dabei geht man von einem absoluten Raum aus, in dem sich
die Massen bewegen, und es wird eine absolute Zeit vorausgesetzt, die fiir alle Bezugssysteme unabhéingig
davon gelten soll, wie sie sich gegeneinander bewegen. Diese Annahmen sind auf direktem Wege nicht
nachweisbar, es gibt jedoch Konsequenzen fiir bestimmte Ergebnisse der klassischen Mechanik, die mit
einigen Beobachtungen nicht in Einklang stehen. Dazu gehort, dafl Massenpunkte mit Geschwindigkeiten
im Bereich der Lichtgeschwindigkeit anderen Gesetzen gehorchen. In der speziellen Relativitédtstheorie
wird deshalb die Voraussetzung einer absoluten Zeit fallen gelassen und jedem Bezugssystem eine eigene
Zeit zugeordnet. In diesem Kapitel werden jedoch nur die Eigenschaften der klassischen Mechanik fiir
verschiedene Bezugssysteme besprochen.

4.1 Galilei-Transformation

Sei X ein Inertialsystem, in dem die fiinf Axiome der klassischen Mechanik gelten, so ist jedes Bezugs-
system Y', welches sich gegeniiber ¥ geradlinig gleichférmig bewegt, auch ein Inertialsystem. Um das zu
zeigen, sei R(t) = vot mit vo = konstant der Vektor, der vom Ursprung von ¥ zum Ursprung von %'
weist, vergl. Abb. 4.1. Ist dann r der Ort eines Massenpunktes beziiglich ¥ und r’ beziiglich X', so gilt

r=R(t)+r' =vot + 71

r=vo+ r

r=1i.
Wirkt auf einen Massenpunkt m eine Kraft
F, so wird in beiden Bezugssystemen die glei-
che Beschleunigung F = m# = mi’ gemessen.

Auch das Gravitationsgesetz fiir zwei Massen
an den Orten r; und ro gilt wegen

|rg —r2] = |R+1] — R -1}

= |r1 — 3|

in beiden Bezugssystemen gleichermaflen. Da
auch die Axiome 3) und 4) beziiglich der
Krifte unverdndert bleiben, ist ¥’ ebenso ein

. , .
Tnertialsystem. Abb. 4.1 Das Koordinatensystem ¥’ bewegt sich

gegeniiber ¥ entsprechend R(t).

4.2 Beschleunigte Bezugssysteme

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Koordinatensystem X', welches sich gegeniiber einem Inertialsy-
stem ¥ mit einer konstanten Beschleunigung by bewegt. Dann gilt nach Abb. 4.1

1
r(t) = R(t) + r'(t) mit R(t) = §b0t2
und in ¥ gilt das Newtonsche Grundgesetz

2
F =mi = m@(R(t) +1'(t)) = mR + mi’ = mbg + mi’.

Ein Beobachter im beschleunigten Bezugssystem Y’ mifit die Beschleunigung des Massenpunktes ¥’ und
findet das Bewegungsgesetz in der Form

mi' =F +FT  mit der Trigheitskraft FT = —mby,

die aufgrund der Beschleunigung von X! auftritt. Demgegeniiber bezeichnet man F als eine eingeprigte
Kraft.
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Betrachtet man speziell einen Beobachter in einem frei fallenden Fahrstuhl, der mit der Erdbeschleuni-
gung g in Richtung auf die Erdoberfliiche beschleunigt, so ist die Trigheitskraft im Fahrstuhl FT = —mg,
und ein Massenpunkt erfihrt unter seinem eigenen Gewicht F = mg im Fahrstuhl die Beschleunigung

mi' = mg +FT =mg —mg =0,

so daf} ein schwereloser Zustand beobachtet wird.

4.3 Tragheitskréifte im rotierenden Bezugssystem

Wir betrachten ein Bezugssystem X', welches gegeniiber einem Inertialsystem ¥ um eine Achse rotiert,
die durch den gemeinsamen Ursprung geht. In Bezug auf Abb. 4.1 gilt dann R(¢) = 0 und r(¢) = r'(¢).
Sind e;, eq, ez die Einheitsvektoren der Achsen des kartesischen Koordinatensystems ¥ und ej, ej,
e die von X', so beschreiben die Beobachter in ¥ bzw. ¥’ den Ort eines Massenpunktes m durch die
Vektorkomponenten (z,y, z) bzw. (z',y,2")

() = ver +yey + zey = ¥'(1) = a'e} +y'e} + e,

wobei sich die Richtung der Vektoren e} fir j = 1,2,3 beziiglich ¥ wegen der Rotation zeitlich dndert.

Sei & die Winkelgeschwindigkeit der Drehbewegung, so gilt nach Abschn. 1.3 C fiir die Anderung des
Ortsvektors ¥ = & x r und speziell fiir r = (1,0,0) = e} usw.

dej _ 5 Lofiir j=1,2,3
E—wxej ur 7 = 1,4,0.

Damit erhiilt man fiir die Geschwindigkeit des Massenpunktes

P(t) =2'e] +2'é] +y'e, +y'e,+ ey +2'é;

el +y'ey + ey +1'd x el +y'd xey,+2'd x el
-\/ - !
= (®) +3 x (r),

wobei (r)’ und (f) Ort und Geschwindigkeit des Massenpunktes sind, die ein in ¥’ ruhender Beobachter
beziiglich seiner Koordinatenachsen e}, e}, e} feststellt. Fiir die zweiten Ableitungen beachten wir

d?e’ d . de’. .
J _ — ry _ = ! - ] = ! - - i
dt2—a(wxej)—wxej—}—wxﬂ—wxej—l—wx(wxej)

und erhalten fiir die Beschleunigung

P(t) = i'e] +j'ey + Zey +d'e] +y'el + 2e;

d2€1 d2€2 d2e3
WY o f ! of ! ! ! !
+zreé +ye,+ie+x a2 +y a2 +z a2

oder
F=(F) +23 x (1) +d x (1) +3 x (& x (r)).

Ist Feing die eingepriigte Kraft, die auf den Massenpunkt m wirkt, so gilt im Inertialsystem ¥ die Bewe-
gungsgleichung F®"8 = mi und man erhilt fiir das Bewegungsgesetz im Bezugssystem X’

m(F) = F" _2ma@ x (£)'  —md x (& x (r)") -md x (r)".
Coriolis Kraft Zentrifugalkraft Kraft durch Winkelbeschleunigung

Die Beschleunigung wird im rotierenden Bezugssystem durch die eingeprigte Kraft F¢"8 und durch die
Tragheitskrafte Coriolis-Kraft, Zentrifugalkraft und einer weiteren Kraft bestimmt, die bei konstanter
Winkelgeschwindigkeit verschwindet. Die Coriolis-Kraft tritt nur bei Massen auf, die sich im rotierenden
Bezugssystem ¥’ bewegen.
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Im Folgenden untersuchen wir Beobachtungen im rotierenden Koordinatensystem und lassen der Ein-
fachheit halber den Strich zur Kennzeichnung fort. Die Bewegungsgleichung schreiben wir in der Form

FOr = —2m@ x 1
mi = Feing 4 poor L pZen L pWb it FZeN — ;i x (T x 1)
FYP = —md xr.

A) Ruhender Massenpunkt auf der Erdoberfliche

Die Winkelgeschwindigkeit der Erde & wird niherungsweise als konstant angenommen & = 0 und hat
den Betrag w = |J| = 27/24h = 7.3 - 10~®s~!. Dann verschwinden F®°" und FW? und die Zentrifu-
galbeschleunigung a = FZ°" /m hingt von der geographischen Breite A ab, vergl. Abb. 4.2. Zerlegt man
r =t + s in einen Vektor t parallel und einen Vektor s senkrecht zur Erdachse bzw. zu &, so gilt

IXxr=dx (t+s)=dxs

und man erhilt fiir die Zentrifugalbeschleunigung
a=-dX(@xr)=—-dx(Jxs)

= —3F s+ w?s = w’s.

Der Erdradius hat den Wert R = 6.4 - 10 m und es
gilt |s| = |r|cosA = Rcos fiir die geographische
Breite A, sodaf} sich fiir die Zentrifugalbeschleuni-
gung

l]a] = w?RcosA =3.4-10"2cosA ms 2

ergibt. Vergleicht man sie mit der Erdbeschleunigung S
g = 9.8 ms™2, so erkennt man die Ursache fiir die Ab-

plattung der einstmals ﬂl}ss.lgen Erfle in Form eines 5.\ 4 o Zentrifugalbeschleunigung auf der rotieren-
Rotationsellipsoids, wobei ein Lot tiberall senkrecht  den Erde mit Aquator A, Nordpol N und Siidpol S.
zur idealisierten Erdoberfliche hingt.

B) Horizontalbeschleunigung durch die Coriolis-Kraft

Die Coriolis-Kraft hat insbesondere fiir die meteorologischen Bewegungen der Luftmassen eine grofle
Bedeutung. Wir betrachten im kleinriumigen Bereich mit genihert ebener Erdoberfliche einen horizontal
wehenden Wind der Geschwindigkeit vy, und zerlegen die Winkelgeschwindigkeit & der Erde fiir eine Ebene
in der geographischen Breite A in einen Vertikalanteil o, senkrecht zur Ebene und einen Horizontalanteil
&p, in der Ebene & = &, + &p. Dann gilt |J,| = wsin A und die Coriolis-Beschleunigung ist

1 o - -
pCor = EFCOT = =20 X Vi, = =20y X Vi — 20 X V.

Die Druckunterschiede, die die Luftbewegungen verursachen, sind vertikal viel grofler als horizontal, so dafl
sich der zweite vertikale Term der Coriolis-Beschleunigung in der Meteorologie kaum bemerkbar macht.
Der erste Term der horizontalen Coriolis-Beschleunigung fiihrt auf der Nordhalbkugel zu einer Rechtsab-
weichung eines horizontal wehenden Windes (e ist der Einheitsvektor senkrecht zur Erdoberfliche nach
oben)

bgor = =2, x vi, = —2wsin{A} e, X vp.
In der Umgebung eines Tiefdruckgebietes auf der Nordhalbkugel (Zyklone) strémen die Luftmassen im
Gegenuhrzeigersinn um das Zentrum herum, weil die Beschleunigung durch das Druckgefélle zum Zentrum

hin niherungsweise gleich der entgegengesetzt gerichteten Coriolis-Beschleunigung ist.
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5 Spezielle Relativititstheorie

Die in den vorangegangenen Kapiteln behandelten Gesetze der klassischen Mechanik verlieren ihre
Giiltigkeit, wenn Massenpunkte betrachtet werden, deren Geschwindigkeiten relativ zu einem Inertial-
system nicht mehr klein sind im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit. Einen Ansatz dazu liefert die An-
wendung des Doppler-Effektes auf elektromagnetische Wellen, die von bewegten Korpern ausgesendet
werden.

5.1 Doppler-Effekt

Wir betrachten einen Beobachter in einem Inertialsystem, der Lichtstrahlen eines entfernten Sternes
registriert. Bewegt sich der Stern relativ zum Beobachter nicht, so soll die elektromagnetische Welle die
Frequenz vy, die Wellenldinge A und die Lichtgeschwindigkeit ¢ = A haben. Die Schwingungsdauer
T =1/vy = A/c ist die Zeit, die zwischen dem Eintreffen zweier aufeinanderfolgender Maxima der Welle
verstreicht. Betrégt die Relativgeschwindigkeit zwischen Beobachter und Stern v, so gehen wir zunachst
davon aus, daf sich der Beobachter in Richtung auf den leuchtenden Stern bewegt. Dann ist die Zeitdauer
zwischen dem Eintreffen zweier Maxima A/(c 4+ v) und die beobachtete Frequenz ergibt sich zu

c+v v
= =1 (1 —).
14 )\ I/()( +c

Dies ist auch die Formel fiir den Doppler-Effekt einer in der Atmosphire ruhenden Schallquelle, der
sich ein Horer mit der Geschwindigkeit v nihert, wenn fiir ¢ die Schallgeschwindigkeit eingesetzt wird.
Ruht jedoch der Horer in der Atmosphire und bewegt sich die Schallquelle auf ihn zu, so ndhert sich
die Schallquelle in der Zeit einer Schwingungsdauer T = 1/yy um die Strecke vT und die Wellenléinge
verkiirzt sich auf ¢/vg — vT = (¢ — v)/vp. Die vom ruhenden Horer registrierte Schwingungsfrequenz ist
also fiir |v| < ¢

c VoC 1 v V2
V= = =1 - = U 1+—+—2—|—... .
(u) c—v 1-2 c c
Vo

Der Doppler-Effekt bzw. die beobachtete Frequenzverschiebung héngt also davon ab, ob sich der Beob-
achter oder die Quelle relativ zu dem Medium Luft der Schallausbreitung bewegt.

5.2 Michelson-Morley-Versuch

Bei der Beobachtung leuchtender Sterne von der Erde aus findet man den Doppler-Effekt in Form ei-

ner Frequenzverschiebung bestimmter Spektrallinien proportional zu v/c. Eine eventuelle Frequenzver-

schiebung proportional zu v?/c? hingt aber davon ab, ob sich elektromagnetische Wellen im Vakuum

in Analogie zu akustischen Wellen in einem Medium, dem

sogenannten Ather, bewegen, der dann in einem Inertial- Sq

system, dem absoluten Raum, ruhen wiirde, und in dem

sich Licht mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreitet. Wegen der

Kleinheit der Frequenzverschiebung proportional zu v?/c?

wurde die Uberpriifung der Atherhypothese mit einem In-

terferometer unter der Annahme durchgefiihrt, daf sich die S

Erde mit einer Geschwindigkeit v gegeniiber dem Ather be- , | 2

wegt. Fiir v wurde die Geschwindigkeit der Erde auf ihrer @

Bahn um die Sonne also v = 3 - 10 ms™! angesetzt. S v
Das Schema der Versuchsanordnung von Michelson und

Morley ist in Abb. 5.1 dargestellt. Der Lichtstrahl der Lam- @

pe L trifft zur Zeit ¢ auf den halbdurchlissigen Spiegel S.

Die beiden Teilstrahlen werden zur Zeit t+ At an den gleich

weit entfernten Spiegeln S; bzw. Sy reflektiert und treffen

Abb. 5.1 Michelson-Morley-Interferometer
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zur Zeit t + 2A¢ auf den inzwischen verschobenen Spiegel S (gestrichelt gezeichnet). Von dort aus gelan-
gen die beiden Strahlen zusammen in den Detektor D, wo sie interferieren. Das Licht braucht auf dem
Wege iiber den Spiegel S; im Falle v > 0 eine etwas ldngere Zeit als tiber den Spiegel S,, wenn sich das
Interferometer senkrecht zum Spiegel S, mit der Geschwindigkeit v gegeniiber dem hypothetischen Ather
bewegt. Beobachtet wird eine eventuelle Verschiebung von Interferenzstreifen wenn sich das Interferome-
ter einmal in Richtung senkrecht zu S, und einmal in Richtung senkrecht zu S; bewegt. Dies wird durch
eine einfache Drehung des Interferometers um 90° erreicht.

Das Experiment ergab keine Verschiebung von Interferenzstreifen. Daraus muss geschlossen werden,
daB es keinen im absoluten Raum ruhenden Ather gibt und daB sich das Licht in allen Inertialsystemen
mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ = 2.99792458 - 108 ms~! ausbreitet und zwar unabhéingig davon, ob
sich die Inertialsysteme von Quelle und Detektor gegeneinander bewegen oder nicht.

Dieses Ergebnis entspricht nicht der Galilei-Transformation bei der Beobachtung von Massenpunkten
aus verschiedenen gegeneinander mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Inertialsystemen. Um das
zu erkennen, betrachten wir einen Lichtblitz, der sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ vom Zentrum des
Inertialsystems Y in z-Richtung entfernt und zur Zeit ¢ den Abstand z = c¢t hat. Ein Beobachter im
Inertialsystem X', das sich mit der Geschwindigkeit v in Richtung der positiven z-Achse bewegt, mifit
den Ort des Lichtblitzes nach der Galilei-Transformation zu ' = (¢ — v)t und nicht ¢t wie nach dem
Michelson-Morley-Versuch gefordert.

5.3 Lorentz-Transformation

Da die Galilei-Transformation mit den Ergebnissen des Michelson-Morley-Experimentes im Widerspruch

steht, miissen die Vorstellungen vom absoluten Raum und der absoluten Zeit fallen gelassen werden. Die

Forderung, daf sich Licht in jedem Inertialsystem mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ ausbreitet, 14t sich

erfiilllen, indem jedem Inertialsystem eine eigene Zeitachse zu den drei Koordinatenachsen hinzugefiigt

wird.

Wir leiten die Lorentz-Transformation zwischen zwei Inertialsystemen aus fiinf Forderungen ab und
setzen voraus, dafl beide Koordinatensysteme zur Zeit 0 aufeinander liegen und sich mit der konstanten
Geschwindigkeit v gegeneinander bewegen.

1) Jedem Inertialsystem wird eine Zeit mit Hilfe einer in ihm ruhenden Uhr zugeordnet.

2) Fiir jeden Beobachter, der in einem Inertialsystem ruht, breiten sich elektromagnetische Wellen mit
der gleichen Geschwindigkeit ¢ aus, unabhingig von der Relativgeschwindigkeit zum Inertialsystem,
in dem die Lichtquelle ruht.

3) Kein Inertialsystem ist gegeniiber einem anderen ausgezeichnet.

4) Fiir kleine Geschwindigkeiten |v| < ¢ zwischen den Inertialsystemen muf die Galilei-Transformation
richtig sein.

5) Die Lorentz-Transformation ist wie die Galilei-Transformation linear in den Koordinaten. Die geradli-
nige Bewegung eines Massenpunktes, auf den keine Kréfte wirken, wird dann auch in eine geradlinige
Bewegung transformiert.

Die Transformation des Ortsvektors r vom Inertialsystem ¥’ mit den Koordinaten r', ' zum Inertialsystem
¥ mit den Koordinaten r, ¢ enthilt nach Forderung 1) und 5) zwei von v abhiingige Konstanten «, §, die
nach Forderung 3) fiir die Hin- und Riicktransformation gleich sein miissen

r=ar +Bvt' und r' =ar - pvt.

Ein Massenpunkt, der im Ursprung von X’ ruht, hat in ¥ den Ort r = vt und in ¥’ r' = 0 und aus
r' = avt— vt = 0 folgt dann 8 = a. Der dimensionslose Faktor « ist unabhiingig vom Koordinatensytem
und hingt deshalb nur von v = |v| ab und es mufl wegen der Forderung 4) a(v) — 1 fir v/e — 0
gelten. Der Einfachheit halber legen wir zur Erfiillung der Forderung 2) die z-Achse in Richtung der
Relativgeschwindigkeit und setzen y' = y und 2’ = z. Wir betrachten einen Lichtblitz, der zur Zeit t = 0
vom Ursprung von X in Richtung der positiven z-Achse ausgesendet wird. Nach Forderung 2) gilt dann
fiir den Ort des Blitzes von X aus gesehen z = ¢t und von ¥’ aus gesehen ' = ct'. Aus

z=oa(z' +vt') und z' = a(z—vt)
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ergibt sich damit

!
xza(m'+vm—):a<1+g)x' und x':a(l—g)x.
c c c

Setzt man die Ausdriicke ineinander ein, so erh&lt man

1
x:a<1+g)a(1—9)w und es folgt a=—,
C C v
1-%
denn a < 0 kann im Falle v = 0 wegen der Forderung 4) nicht richtig sein.
Zur Bestimmung der Zeittransformation 16sen wir die Transformationsformeln nach ¢’ auf:

, , ' T 1, x o
avt =z —axr' oder t =——~—2' = — — —z+at
av v av v

t—aZ (12 (t ”)
=at—a=({1——=|=alt—=z).
v o? c?

Damit erhalten wir die spezielle Lorentz-Transformation fiir eine Relativbewegung zweier Inertialsysteme
¥ und ¥’ mit konstanter Geschwindigkeit v in z-Richtung, vergl. Abb. 5.2,

I+ o - uy A y,
oo Tt oo vt

1- % Vi-%

c (&

y:yl yI:y \/t

, und =
=z =
e y_t-Fa -

Ji-s -z > X ¥ X

Abb. 5.2 Ortskoordinaten von ¥ und ¥’

Die Lorentz- Transformation geht fiir v < ¢ in die Galilei-Transformation iiber, so dafl die Unterschiede nur
bei Geschwindigkeiten beobachtet werden kénnen, die nicht klein sind gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit.

5.4 Eigenschaften der Lorentz-Transformation

Die Unterschiede zur Galilei-Transformation der klassischen Mechanik werden durch die folgenden Ei-
genschaften deutlich, wobei davon ausgegangen wird, dafl die massebehafteten physikalischen Systeme in
jeweils einem Inertialsystem ruhen.

1) Grenzgeschwindigkeit fiir Massenpunkte

Die Lorentz-Transformation enthélt Polstellen fiir v = +¢ und ist nur fiir v < ¢ sinnvoll. Experimentelle
Hinweise auf Massenpunkte mit v > ¢, die sogenannten Tachyonen, gibt es z.Zt. nicht.

2) Invariante gegeniiber Lorentz-Transformationen

Durch Einsetzen der speziellen Lorentz-Transformation findet man
v2
A2 -2 =a? <c2t'2 +20t's’ + 52" — 2" — 2v2't’ — Uztlz)
c

2

c 1 .

— a2 _ H2 _ . 22) = 242 _ 2
o «o

oder allgemein
P12 _r? = 242 _ 2.
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3) Relativitit der Gleichzeitigkeit

Aus den unterschiedlichen Zeitachsen verschiedener Iner-
tialsysteme ergibt sich, dafl die Frage, ob zwei Ereignisse
gleichzeitig stattfinden, auch unterschiedlich beantwortet vt
wird. Finden z.B. zwei Ereignisse von ¥ aus beobachtet
gleichzeitig statt, so ergeben sie sich von X' aus beobachtet
als nicht gleichzeitig. Dazu betrachten wir einen im Inerti-
alsystem X zur Zeit to ausgelosten Lichtblitz, der an zwei
von L gleichweit entfernten Orten z, # z2 gleichzeitig zur
Zeit t eintrifft, vergl. Abb. 5.3. Wird dieser Vorgang von
¥’ aus beobachtet, so gilt nach der Lorentz-Transformation
fiir die Zeit ¢}, dem Eintreffen des Lichtblitzes am Ort x4,

bzw. th am Ort 22: (@ =1/4/1—v2/c?)

tiza(t—c%wl)yét'zza(t—c%wg

). 2 X1 X x 2 X

Abb. 5.3 Der Lichtblitz der Lampe L

trifft gleichzeitig in 1 und x2 ein
4) Kausalitatsprinzip
Das Kausalititsprinzip wird in der Relativitétstheorie nicht verletzt, obwohl verschiedene Inertialsysteme
auch verschiedene Zeitskalen besitzen. Dazu nehmen wir an, dafl in ¥ zwei Ereignisse an den Orten z;
und zs nacheinander zu den Zeiten t; < to stattfinden. Sie seien kausal verkniipft, d.h. das Ereignis am
Ort z; zur Zeit t; sei die Ursache und das Ereignis am Ort x5 zur Zeit t2 die resultierende Wirkung.
Dann bleibt die Reihenfolge auch von ¥’ aus gesehen erhalten: (a = 1/4/1 — v?/c?)

fir z1 > z9
) fiir 21 < 2.

, , v 0
t2—t1:a(t2—t1—c—2(x2—x1))> a(t

2 —t — B

Nun ist die Ubertragungsgeschwindigkeit (zo —21)/(t2 — t1) von der Ursache am Ort z; zur Wirkung am
Ort x5 nicht groBer als die Lichtgeschwindigkeit ¢, was t, > ¢ zur Folge hat. Also sind auch von ¥/ aus
betrachtet Ursache und Wirkung nicht vertauscht.

5) Zeitdilatation

Der zeitliche Abstand At = t» — t; zweier Ereignisse am selben Ort z in ¥ beobachtet, erscheint von ¥’
aus gesehen gedehnt:

ty—t At
2L = > At.
Ji-5 J1-3

Diese als Zeitdilatation bezeichnete Erscheinung gilt auch, wenn die Ereignisse in ¥' stattfinden und von
¥ aus beobachtet werden, denn man hat nur v durch v’ zu ersetzen.

At =ty —t] =

6) Lingenkontraktion

Im Inertialsystem ¥ moge ein Gegenstand der Lange | = x5 — 21 ruhen. Der Beobachter in ¥ verwendet
eine Lampe L im gleichen Abstand zu den Enden z; und x2 und einen Maf}stab, die beide in ¥ ruhen,
vergl. Abb. 5.4. Eine entsprechende Messung des in ¥ ruhenden Gegenstandes macht ein Beobachter in
¥ mit gleich gebauter Lampe L' und Maflstab, die auch beide in ¥’ ruhen. Er stellt zur Zeit ¢' die Lénge
I' = g'— z} fest. Dann gilt

!

ol I y |Y
l=.’E2—.TL‘1: 2 L =

2 2
1-%  J1-% vt

und wegen I’ < [, erscheint der Gegenstand von ¥’ aus ge-
sehen verkiirzt. Diese Erscheinung heifit Léngenkontraktion
und gilt so nur fiir Léngen parallel zur Relativgeschwindig-
keit v der beiden Inertialsysteme. Die Formel der Léngen-
kontraktion gilt auch, wenn man die beiden Inertialsysteme 2 2 X1 X2 x X
miteinander vertauscht. Abb. 5.4 Lingenmessung aus ¥ und ¥’
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7) Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Ist r = (z,y,2) der Ort eines Massenpunktes im Inertialsystem ¥ mit den Basisvektoren e,,e,,e. und

r' = (2',y',2') der Ort beziiglich X' mit den Basisvektoren e}, e, e/, so gilt

r=uze, +ye, +ze, bzw. r' =2'e) +y'e +2'el.

Wir nehmen an, dafl sich ¥/ gegeniiber ¥ mit der konstanten Geschwindigkeit v in Richtung der po-
sitiven z-Achse bewegt, vergl. Abschn. 5.3 mit Abb. 5.2. Fiir die Geschwindigkeit u = (ug,uy,u;) des
Massenpunktes in ¥ bzw. u' = (uf, uy,u}) in &' gilt

u=uge, +uye, +u.e, bzw. u' =uze, +uye; +ue
mit

_dz —% ; —% bzw. wu

_dz w = w. = , _da’ ,_d_y’_ , _d2
dt 7 YT dt T T dt

Ua c=q WS T g

Zur Umrechnung wird die Lorentz-Transformation fiir die ¢'-Koordinate mit a = 1/4/1 — v2 /¢? verwendet

dt’
t'=a (t - :—2:1:(1?)) , woraus sich ity (1 - c%uw)

ergibt. Aus der Formel fiir die 2’-Koordinate 2’ = a(z(t) — vt) folgt dann

u'—d—xl——a(m—vt)—a d—mﬂ—vﬁ o s —v) | ua v
©dy o ar o \dtdtr dt)  a(1-Su,) 11— Sup

Fiir die Geschwindigkeiten u; und u senkrecht zur Relativgeschwindigkeit der beiden Inertialsysteme
findet man andererseits
, _dy'  dy  dydt Uy

Uy, = = =2 _ =< __  bzw. u'=#.
dt' At dtdt  a(l- Zu,) a1l Su,)

Fiir die Beobachtung eines sich in ¥’ bewegenden Massenpunktes mit einer Geschwindigkeit u!, oder u;
oder u!, von ¥ aus erhélt man entsprechend
u_y’+v = Uy - u
Tiegw T alvaw) | T alraw)

Sind die Geschwindigkeiten |ug|, |uy|, |u.| kleiner als c, so gilt dies auch fiir |ug|, |yf, |u}| und umgekehrt.

8) Optischer Doppler-Effekt 1 }

Zu dem in Abschn. 5.1 beschriebenen akustischen y y B
Doppler-Effekt gibt es ein optisches Analogon, 4
das auf der Lorentz-Transformation beruht. Zur vt vt
Herleitung betrachten wir zwei Inertialsysteme ¥ R

und ¥’, die sich mit der Geschwindigkeit v ge- o7
geneinander bewegen. Zur Zeit t = t' = 0 wird r,.- s

am Ort z = z' = 0 Licht der Lichtquelle L' ~5 y=Yy
ausgesendet und vom Beobachter B registriert, pr g

vergl. Abb. 5.5. Die ausgesendete elektromagne- e S

tische Welle breitet sich in ¥ und ¥’ jeweils als ,/e' L' |, o
Kugelwelle aus. Fiir die elektrische Feldstirke FE —>
mit der Amplitude Eg in ¥ bzw. in ¥/ gilt dann S X >’

Abb. 5.5 Der Beobachter B ruht in ¥ und beobachtet
eine Lichtquelle I/, die in ¥’ ruht.
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E:%cos{w(t—%)-i—d} bzw. E':%cos{w' (t'—%) +5'}

mit 7 = |r| und einer Phase § bzw. ¢'. In kartesischen Koordianten in der z-y-Ebene

z=rcosd  y=rsind  r=zcosd+ysind

' =r'cos?¥ 'y =r'sind ' ¢ =z cos? +y sind
erhiilt man mit der Lorentz-Transformation und a = 1/4/1 —v2/¢2
E
E= —Ocos{w (t— T cos®d — ysinﬁ) +6}
r c c
E ! !
E' = —? cos{w' (t' T cosd — y—sinﬁ') +6’}
r c c
Ey ' v a b Y 1
= —,cos{w [a (t— —23:) — —(z — vt) cos¥' — —sm19] +5}.
T c c c
Die beiden Kugelwellen miissen fiir alle ¢, x, y identisch sein und man erh&lt durch Vergleich drei Bedin-
gungen

1+ Zcosd
w=w—E—
2
1-%
! v !
w w v Y + cosd
——cost¥ =——a <—+cosq9') = cost = F———=
c c c 1+Ecos19’
! 2 : !
w . W, ) v sin ¢
—~sin® = —— sin’ = sind = - ————-
c c c 1+%cos19’

Bei Beobachtung der Lichtquelle in longitudinaler Richtung 9 = ¢ = 0 erhélt man die Frequenzverschie-
bung (v = w/27)

1+2 102 102
u:y’iczy’(ljtg) 1+ =142+ 4. ,
c 2 ¢? c  2c?

die mit dem akustischen Doppler-Effekt v = v/(1 + v/¢) in erster Ordnung von v/c iibereinstimmt. Die
Rotverschiebung von Spektrallinien sich entfernender Sterne beruht auf diesem optischen Doppler-Effekt.
Interessanterweise gibt es optisch auch einen transversalen Doppler-Effekt, der kein Analogon in der
Akustik besitzt. Aus 9 = 7/2 folgt cos®¥ = —v/c und man erhilt

D
2 102 S Vv
v=1u 1—U—2=1/' 1——U——|—... . / ] \SZ
c 2 ¢? LI
Q
9) Sagnac-Effekt und Lasergyroskop ’
Befindet sich ein Laser-Interferometer in einem Bezugssy- L

stem, das gegeniiber einem Inertialsystem mit der Winkel-
geschwindigkeit (2 rotiert, so beobachtet man Interferenzer-
scheinungen aufgrund einer von ) abhingigen Frequenz-
verschiebung. Zur Beschreibung dieses Sagnac-Effektes be- S
trachten wir einen Laser, der mit Hilfe dreier Spiegel zwei
entgegengesetzt umlaufende Lichtstrahlen erzeugt, vergl. Abb. 5.6 Der Laser I erzeugt durch die
Abb. 5.6. Ist w die Kreisf des L licht sberl Spiegel S1, S2, S3 zwei entgegengesetzt

- 9.0. ISt w die KRreisirequenz des Laserlichtes, So uberla- umlaufende Lichtstrahlen, deren Frequenz-
gern sich die beiden entgegengesetzt laufenden Lichtwellen differenz im Detektor D registriert wird. Die
im Detektor im Falle £ = 0 zu einer stehenden Welle ! Drehachse steht senkrecht auf dem Dreieck.

1 Es gilt cos{a — B} + cos{a + B} = 2cos acos B.
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S =acos {w (t - f)} + acos {w (t+ %)} = 2a cos {w%} cos{wt}.

c

Bei einer Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit ) hat der Detektor im Abstand R von der Drehachse
die Geschwindigkeit v = |ﬁ|R, die ndherungsweise die Relativgeschwindigkeit des rotierenden, hier ge-
strichenen Koordiantensystems %' darstellt. Fiir die Uberlagerung der beiden Lichtwellen in ¥’ hat man
die Lorentz-Transformation von Abschn. 5.3 mit a = 1/4/1 — v?/c? einzusetzen

_ bV T vy, LV T vy
S=acosqwalt + ST — — —t +acosqwa |t + ST + + -t

c c c c c c
v , @ v ,

= acos wa(l——) t — — + acos wa(l-l——) t + —
c c c c
z' '

= acos {wl (t' — ?)} +acos{w2 (t'+ ?>}

= 2a cos w1+w2t,+w2—w1$, cos wl—wgt,+w1+w2m,
2 2c 2 2c

mit

v v Wy — w v
wlzwa(l——) ; wgzwa(1+—) und 22 L —wa- = w
c

Im Detektor wird dann eine Frequenzverschiebung Av = (wy — w1 ) /47 registriert (v = w/2m)

Ay = val ol = RI0 RO
c c c A

| <

mit der Wellenlidnge A = ¢/v des Laserlichtes. Bei einem Gyroskop zur Navigation in einem Flugzeug sei
die Wellenlsinge eines Rubinlasers A = 6943 A~ 6.9-10~7 m und R = 5 cm= 5- 10~2 m. Betriigt dann
in einer Kurve die Winkelgeschwindigkeit eine Umdrehung in 5 Minuten, so ist |ﬁ| =21-10"2?s"! und
die Frequenzverschiebung ist Av = 1.5-103s~! = 1.5kHz.
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5.5 Minkowski-Raum

Zur physikalischen Interpretation des vierdimensionalen
Raum-Zeit-Kontinuums, das Minkowski-Raum genannt
wird, betrachten wir den riumlich eindimensionalen Fall
wie in Abb. 5.7 und ordnen Punkte mit ¢ < 0 der Vergan-
genheit und Punkte mit ¢ > 0 der Zukunft zu. Ein Licht-
blitz, der zur Zeit ¢ = 0 (Gegenwart) am Ort z = 0 re-
gistriert oder ausgesendet wird, bewegt sich auf einer der
beiden Geraden mit der Steigung +1. Demgegniiber kann
ein Massenpunkt, der zur Zeit ¢ = 0 am Ort = 0 angetrof-
fen wird, nur die Punkte rechts im schraffierten Bereich in
der Zukunft erreichen und kann nur aus dem linken schraf-
fierten Bereich aus der Vergangenheit gekommen sein. Fiir
alle diese Punkte gilt ¢>#2 —z2 > 0 und man nennt sie auch
zeitartig. Alle Punkte, die mit einem Ereignis bei t = 0,
z = 0 kausal nicht zusammenhéngen kénnen, erfiillen die 5,0 - Bezug auf den Ursprung
Bedingung ¢?t? — 2* < 0 und heiflen raumartig. Die beiden  sind die Vektoren im grauen Bereich zeitartig
Bereiche werden durch den Lichtkegel mit ¢?*t? — 2 = 0  und im weilen Bereich raumartig.

getrennt und nach Abschn. 5.4 ist ¢2t?> — 22 invariant ge-

geniiber Lorentz-Transformationen, was auch fiir die Ein-

teilung in raumartige und zeitartige Vektoren zutrifft.

Zur Beschreibung dieser Verhiltnisse wird der vierdimensionalke Minkowski-Raum mit Hilfe von kon-
travarianten Vektorkomponenten z# und kovarianten Vektorkomponenten z,, sowie z° = z¢ = ¢t und
r = (z,y, 2) eingefiihrt

($0,$1,$2,$3) = (Ct,.CL',y,Z) und ($0,$1,$2,$3) = (Ct, -Z, Y, —Z).

Das skalare Produkt der Vierervektoren wird aus einem kontravarianten und einem kovarianten Vektor
als Invariante gegeniiber Lorentz-Transformationen definiert

3
Tz’ = E z,x” =Pt —a? -y — 22
v=0

wobei in der Einstein-Konvention das Summenzeichen fiir ein Paar gleicher Indizes unten und oben
fortgelassen wird. Sind nun z* die Vektorkomponenten beziiglich ¥ und z'* beziiglich X', so schreibt sich
die Lorentz-Transformation nach Abschn. 5.3 in Matrizenform

ot =Lk, (v)e” a 2a 0 0
o' = L¥, (~v)z” Yo a 0 0

: n — — T K
T, = L,,“(—v)a:;b mit L (v) = CO 0 1 0 = L,*(v)
z, = L,*(v)z, 0 0 01

mit @ = 1/4/1 — v2/c?, wobei die Summenkonvention nach Einstein verwendet wurde. Die Invarianz des
skalaren Produktes gegeniiber Lorentz-Transformationen schreibt sich damit

z,2” = L (—v)z, LY, (v)2'"? = 2,6 p2'" =z, 2", denn es gilt L¥,(—v)L",(v) =",

wobei 6, das Kronecker-Symbol bzw. die Einheitsmatrix bezeichnet.
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5.6 Einsteins Relativitidtstheorie

Das in Abschn. 1.4 formulierte Grundgesetz von Newton

F = %p ist nach Abschn. 4.1 invariant gegniiber der

Galilei-Transformation, wenn eine absolute Zeit im Orts- y y
raum postuliert wird. Wendet man wie bei der Herleitung 0
der Lorentz-Transformation das Relativititsprinzip an, wo-
nach kein Inertialsystem gegeniiber einem anderen ausge- vt

zeichnet ist, so muf ein dem Newtonschen Grundgesetz ent-

sprechendes Grundgesetz im Minkowski-Raum gegeniiber m
Lorentz-Transformationen invariant sein. Um ein solches ——

Gesetz zu finden, betrachten wir einen Massenpunkt der S X S X
Masse m, der in einem Inertialsystem ¥y im Ursprung ru- 0

hen moge. In diesem sogenannten Ruhsystem hat der Mas-

senpunkt den Vierervektor z} oder (cto,0,0,0), wobei die  Abb. 5.8 Laborsystem X und Ruhsystem o
Zeit tg in Xo auch Eigenzeit genannt wird. Der Massen-

punkt werde vom Laborsystem ¥ aus beobachtet, und hat

von dort aus gesehen die konstante Geschwindigkeit v, vergl. Abb. 5.8. Der Vierervektor des Laborsystems
z# ergibt sich dann mit Hilfe der Lorentz-Transformation nach Abschn. 5.3 zu

z# = Lt (v)xg oder (ct,z,0,0) = (ctoa, vtpa,0,0)

mit der Lorentz-Matrix L*,(v) nach Abschn. 5.5. Hier ist a = 1/4/1 —v2/¢? und z und ct sind die
Koordinaten des Massenpunktes im Laborsystem. Dann gilt

d
T = vt = vipax mit _:v:U und t=tga mit dt = adiy.

dt
Die Vierergeschwindigkeit ist im Ruhsystem ¥
dzf
w(’f:—dto oder wi=c ; wp=0 ; wy=wj=0,
0

und soll sich mit der Lorentz-Transformation in die Vierergeschwindigkeit w des Laborsystems transfor-
mieren

wh = L*,(v)w§ oder w’=ca ; w'=va ; w?=w®=0.

Diese Geschwindigkeit erh&lt man im Laborsystem, indem man mit Einstein eine Differentiation nach der
Eigenzeit to postuliert
d dt dz* dxH
wh = —z*, denn dann gilt w* = —— =a—— oder w’=ac ; w'=avw
dty dt dt

dto
und w? = w® = 0. Entsprechend fiihrt man die Viererimpulse durch Multiplikation der Geschwindigkeiten
mit der Masse m ein (Ruhmasse)

po=mc ; pg=0 ; pg=p3=0 im Ruhsystem
P’ =meca ; pt=mva ; p?=p>=0 im Laborsystem.

Fiir den Impuls des Massenpunktes in z-Richtung im Laborsystem gilt dann im Unterschied zur klassi-
schen Mechanik

mc
pl=p=—F——= ud p’=—+ ; p’
1-2% J1-2%

Dann findet man aus dem Skalarprodukt im Minkowski-Raum die gegeniiber Lorentz-Transformationen
invarianten Ausdriicke

=p®=0.

2 2
C—U o 2,2

p _ 242 B 242 02 242 2 2,2 2 _

ZoTo, = C'ly und i, =t — 2" = cCtya” —vitgat = atg =Cty
1 - 0_2

whw,, = und  whw, = c®a® —v’a® =

pf{pw =m?c? und o, = m’c®a® —m*v’a® = m?c’.
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Bei der Formulierung eines Bewegungsgesetzes mufl beachtet werden, daf eine Herleitung aufgrund der
Kenntnis der Lorentz-Transformation nicht moglich ist, weil diese nur zwischen Inertialsystemen gilt, die
sich gegeneinander mit konstanter Geschwindigkeit bewegen, das Grundgesetz aber die Beschleunigung
des Massenpunktes bzw. des Ruhsystems gegeniiber dem Laborsystem beschreiben soll. In Analogie zum
Postulat der Geschwindigkeit im Laborsystem als Ableitung des Ortsvierervektors nach der Eigenzeit
wird nach A. Einstein das gegen Lorentz-Transformationen invariante Grundgesetz im Laborsystem in
der Form postuliert

F* # o mit pozmca ; plzmva ; p2=p3=0;

:d—top

wobei ty die Eigenzeit, d.h. die Zeit im Ruhsystem bezeichnet. Dann gilt fiir die Einskomponente des
Vierervektors F' der Kraft wegen dt = adt,

d dt dp! d d mv
Fl=—pl=—"= —qg— = aF, it F,= ——— .
T T R T A T

Die Nullkomponente hat die Form

o_ d o dtdp®  d  me

dto dt(] dt dt /1 _ v2

Um ihre physikalische Bedeutung zu verstehen, berechnen wir das skalare Produkt im Minkowski-Raum
(wy = —w')

2
dt [
C2

Andererseits gilt aber aufgrund des Einsteinschen Grundgesetzes

d d m d m d
FII/ = —pH = _ K = — —w* = —— 2 =
Yu (dtgp )w” (dto me )w” 2 ag = g3 ) =0

Frw, =a® — Fpv

woraus

d mc?

dt [ 2
C2

resultiert. Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung entspricht in der klassischen Mechanik der
zeitlichen Anderung der kinetischen Energie

Fov=

d1
aimUQ = mov = vFy,

und deshalb wird nach Einstein die kinetische Energie in der Form postuliert

Eine Reihenentwicklung nach Z—Z < 1 ergibt !

mc? = mc? 1+lﬁ+§f+ —mc2+1mv2+§m1ﬂﬁ+
_2 2¢2 " 8ct )T 2 g

c2

! Fiir [¢| < 1 gilt (1—}—6)”:14—11.5—}—@624—....
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Fiir einen im Laborsystem ruhenden Massenpunkt gilt v = 0 und die Ruhenergie der Masse m betrigt
danach mc?, was auch als Aquivalenz von Masse und Energie bezeichnet wird. Die von Einstein gefolgerte
Moglichkeit der Umwandlung von Masse in Energie und umgekehrt ist durch zahlreiche Experimente
belegt. Der zweite Term in obiger Reihenentwicklung stellt die kinetische Energie der klassischen Mechanik
dar und der dritte Term beschreibt fiir v < ¢ einen relativistischen Korrekturterm.

Die Nullkomponenten von Viererkraft F'* und Viererimpuls p* schreiben sich mit der kinetischen
Energie £

d mec ad mc E
P=qg——_=-=—F 0— ——— =
adt 2 Cdt und p 2 C

c2 c2

Aus dem skalaren Produkt des Viererimpulses findet man damit die relativistische Energie-Impuls-
Beziehung (p = p' = —p1)

E2
oy = — —p> =m?? oder E?=m’c +p?c?,
c
die gegeniiber Lorentz-Transformationen invariant ist und fiir p < mc die Form hat

2 1 2 2
E=mcd\/1+ p =m02(1+— P +...)=mc2+p—+....

m2c2 2 m2¢2 2m

Die Energie-Impulsbeziehung von Einstein wurde fiir Massenpunkte formuliert, gilt aber auch fiir mas-
selose Teilchen wie Photonen mit der Frequenz v, der Wellenléinge A und dem Dispersionsgesetz v\ = ¢,
wenn die De Broglie-Beziehungen mit dem Planckschen Wirkungsquantum h = 6.62 - 10734 Kgm?2s~!

h
E=hv und p= X 6 —
sowie m = 0 eingesetzt werden 54 klassischer /’/
, M assenpunkt S
E? = p?c? = h_cz — B2,2.

=32

Die Einsteinsche Energie-Impuls-Be-
ziehung bildet somit ein Bindeglied
zwischen der Energie-Impuls-Bezie-
hung von Massenpunkten in der klas-
sischen Mechanik und dem Disper-
sionsgesetz elektromagnetischer Wel-
len. In der Abb. 5.9 sind die Energie-
Impuls-Beziehungen in Einheiten von
me? fiir die Energie und mc fiir den 0 1 2 3 4 5 6
Impuls dargestellt.

Energie

o

Impuls

Abb. 5.9 Einsteinsche Energie-Impuls-Beziehung
fiir Massenpunkte (gestrichelt) im Vergleich zur
klassischen Mechanik und der Dispersionsbeziehung
von elektromagnetischen Wellen (Photonen).
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6 Elektrostatik

In den vorangegangenen Kapiteln wurde die Bewegung von Massenpunkten im Rahmen der klassischen
Mechanik behandelt. Die Bahnkurve ergibt sich dabei aus dem Grundgesetz mi# = F, wobei unter anderem
die folgenden Krifte F = F(r,r) als Funktion des Ortes r und der Geschwindigkeit I betrachtet wurden:

mM

Fg=-G Wr Gravitationskraft
F, =mg Gewichtskraft
Fr =—cr elastische Riickstellkraft
F, = -0r Reibungskraft
FC' = —_9m@ x 1 Coriolis-Kraft
F%" = —md x (& x 1) Zentrifugalkraft.

In diesem Kapitel werden Krifte zwischen geladenen Massenpunkten untersucht, indem wir einem Mas-
senpunkt am Ort r neben der Masse m als zusétzliche Eigenschaft eine elektrische Ladung ¢ zuord-
nen. Die elektrische Ladung wird in Einheiten C (Coulomb) gemessen. Aus Experimenten ist bekannt,
daf} solche Ladungen nur in positiven oder negativen ganzzahligen Vielfachen einer Elementarladung
eo = 1.6021773 - 10~ % C auftreten und die damit zusammenhingenden Kriifte auch von der Geschwin-
digkeit abhingen. Neben der Gravitation und dieser sogenannten elektroschwachen Wechselwirkung wird
z.B. zwischen den Nukleonen im Atomkern noch eine sogenannte starke Wechselwirkung beobachtet,
die ihre Ursache in den Farb-Kriften einzelner Quarks hat, aus denen die Nukleonen zusammengesetzt
sind. In diesem Kapitel beschrinken wir uns auf die stationdren Kréfte zwischen elektrisch geladenen
Massenpunkten, die wir auch als Punktladungen bezeichnen.

6.1 Coulomb-Gesetz

Die Kraft, die die Punktladung ¢; am Ort r; auf die Punktladung ¢» am Ort ro ausiibt, ist durch das
Coulomb-Gesetz
_ Quqp T2 — T 1 Nm?

- T .. 13 it —— =8. 18 -1 9 g
0= e mit o = 898TSRIS 10'

gegeben, wobei die elektrische Feldkonstante €9 durch das Mafisystem festgelegt ist. Im Unterschied zur
Gravitationskraft kann die Coulomb-Kraft anziehend oder abstoflend sein. Eine Punktladung ¢; am Ort
r1 erzeugt am Ort r ein Kraftfeld Fo(r), das mit Hilfe der elektrischen Feldstirke E(r) gemif

lh r—I

Fo(r) = QEW =¢E(r) mit E(r)

_ q1 r—TI;
dmeg v — |3
beschrieben wird. Die elektrische Feldstirke E(r) existiert iiberall im dreidimensionalen Ortsraum R
aufler an der Stelle r;, wo sich eine Singularitit befindet. Die Dimension der elektrischen Feldstirke ist
m=Ed-F
[ C
Es gilt nach Abschn. 1.4 Axiom 4 das Prinzip von der ungestorten Superposition der Kriifte. Befinden sich

etwa N Punktladungen ¢; an den Orten r; mit j = 1,2,... N, so ist die elektrische Feldstéirke gegeben
durch

und existiert nicht an den Stellen ry,ry...rN. Zum quantitativen Vergleich zwischen der Coulomb-Kraft
Fc und der Gravitationskraft Fg, die zwei Elektronen der Masse m, = 9.1093897 - 103! kg und der
Ladung —eg aufeinander ausiiben, berechnen wir
Fo| _ e 1
|F(;| a 471'60 Gmg

so daf} die Gravitationskriifte praktisch nur an elektrisch neutraler Materie mefibar sind.

~4-10%2,
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6.2 Elektrostatisches Potential

Die Coulomb-Kraft Fg(r) besitzt die gleiche Ortsabhiingigkeit wie die Gravitationskraft Fg(r) und ist da-
mit nach Abschn. 3.1 ebenso wie die elektrische Feldstiirke E(r) konservativ. Fiir die elektrische Feldstirke
einer Punktladung ¢; am Ort ry gilt daher

B(r) - dr = —dV) mit V() = 72 . _1r1| wd [V@)] = =V.

Das elektrostatische Potential V (r) existiert nicht an der Stelle r1 und wird in Einheiten V (Volt) gemes-
sen. Der Zusammenhang mit dem Potential U(r) der Kraft F mit dF - dr = — dU ist durch F = ¢E und
U(r) = ¢V (r) gegeben, und U(r) wird in Einheiten Nm = J gemessen.

Zur {ibersichtlicheren Darstellung der Rechnungen mit Vektorfeldern fithren wir als Vektoroperator
den Nablaoperator durch seine Komponenten in kartesischen Koordinaten ein r = (z, y, z)

_(2 0 9
“\ox’ 9y’ 9z) "
Damit schreibt sich das totale Differential des elektrostatischen Potentials V' (r) in der einfachen Form,

vergl. Abschn. 3.1,

ov ov ov . _[(OV OV oV
dv = 6—xdx+a—ydy+adz—vv- dr mit VV = (63:’ 3y’ 6‘z>
Der Vektor VV heifit Gradient des skalaren Feldes V (r) und transformiert wie der Ortsvektor r' = Sr
mit S = (s;x) und ST =S~ und r = STt/ vergl. Abschn. 1.1, mit r = (21,22, 73) und ' = (24, g/g}

3 3 3

oV Oxy, _ ov o _ oV B o
Z Ory, ij B — Ay, Skj = gsjkaxk wegen Iy = ngkxj_

j=1
Es gilt fiir die elektrische Feldstirke E(r) einer Punktladung ¢; am Ort rq

@ 1
dmeg v — 1|

71 r—r
dmeg [r — 113

E(r) =-VV(r) mit E(r)= und V(r) =

O Zur Vereinfachung des Beweises setzen wir ry = 0 und r = |r|. Da der Nablaoperator ein Differential-
operator ist, gilt

==
1 r 0 /1 d /1\ Or 1 T
= v o (=5(gm=rr=
Damit findet man
g 1 QT
= - = — - = —E
vv(r) 47T60V'I' 4meg r3 (x),

was zu beweisen war. ®

Fiir die elektrische Feldstiirke E(r) von N Punktladungen ¢1,¢2,...qn an den Orten ry,ro,...ry gilt
nach dem Prinzip von der ungestorten Superposition der Krifte

Z 4reg |r - rJ|3 =-VV(r) mit V(r Z dmeg |r — r]|

wobei E(r) und das elektrostatische Potential V(r) an den Stellen rq,rs,...ry singulir sind. Nimmt
man nun an, daf alle elektrischen Felder ihre Ursache in Punktladungen haben, so existiert wegen
des Superpositionsprinzips der Kriifte allgemein zu jedem E(r) ein elektrostatisches Potential V(r)
derart, dal E(r) = —VV (r) gilt. Diese Beziehung konservativer Vektorfelder E(r) erleichtert die ma-
thematische Beschreibung, weil sich aus der Berechnung des Potentials V(r) alle drei Komponenten
(Ey(r), E2(r), E5(r)) = E(r) in einfacher Weise durch Differenzieren ergeben.
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6.3 Energie des elektrostatischen Feldes

Wir definieren die elektrostatische Energie EP°! einer Punktladung ¢ in einem gegebenen elektrischen
Feld E(r) als die Arbeit, die aufgewendet werden muf}; um die Ladung ¢ aus dem Unendlichen an den
Ort r zu bringen. Da die Kraft auf die Punktladung F(r) = ¢E(r) konservativ ist, ist das Arbeitsintegral
vom Wege unabhiingig und es gilt nach Abschn. 1.5 E

EPt = —/ F(r')- dr' = —q/ E(r')- dr' =q/ V'V({E')-dr' = q/ dv
=qV(r) — gV (c0).

Weil man bei der Messung von Kriften immer nur Potentialdifferenzen bestimmt, kommt es bei V(r)
auf eine additive Konstante nicht an, und man setzt verabredungsgeméf V (co) = 0, soday EP°* = ¢V (r)
resultiert.

Als Beispiel betrachten wir ein Proton der Ladung eg, das sich im Ursprung des Koordinatensystems
befindet und ein Elektron der Ladung —ey am Ort r. Die vom Proton erzeugte elektrische Feldstirke
sei Ep(r) und Vp(r) das zugehorige Potential. Die Kraft auf das Elektron sei F.(r) und die potentielle
Energie des Elektrons EP°'. Dann gilt mit r = |r|

3.0
ey T e 1
E,(r) = —0—3 3 Vo(r) = 0 bei abstossender Kraft
dmeg T dmeo T zwischen Elektron und Elektron
2 2
e r e; 1
F.r)=—9% — : EP'= ¢V, (r)=—--"2—.
(r) Aregrd e »(r) dmegr L 10
o]
Befindet sich dagegen im Ursprung ein Elektron, so ergeben S
geg prung ) g ]
sich die Felder entsprechend = olo
ey T €o 1 3
E(r)=——2 " . V.(r)=— S -10
e(r) dreg 3 e(r) dmeg 1 &
2 2
€ T e 1 bei anziehender Kraft
F.(r)=-—"2— ; EP"=_¢\V.(r) = —2>— ;
e( ) A7eg r3 e 6( ) Areg T zwischen Proton und Elektron
In der Abb. 6.1 ist EP°* in Einheiten Ha = e%/(4meoas) und -3.0
die Linge in ag = 47T60h2/(€%me) angegeben. Dabei ist me Abb. 6.1 Potentielle Energie bei abstofiender

die Elektronenmasse, h das Plancksche Wirkungsquantum und bei anziehender Coulomb-Kraft.

und Ha das Hartree.

Wir bestimmen jetzt die potentielle Energie, die aufgewendet werden mufi, um N Punktladungen
q1,92,---qn an die Orte ry, ro,...ry zu bringen. Es kostet keine elektrostatische Energie, die erste Punkt-
ladung ¢ an den Ort r; zu bringen, da noch kein elektrisches Feld vorhanden ist. Sie erzeugt dann das
elektrische Feld Eq(r) mit dem Potential V;(r)

qQ 1
N S

@i r—I;

E = —_—
1(r) dmeg |r — 1|3

=-VVi(r) mit Vi(r) =

Wir bringen die zweite Punktladung ¢, an den Ort ry und wenden die Energie

Q2 1

ES® = gV, —
a2V1(r2) = dmeg [ry — 11 |

auf. Das nunmehr vorhandene elektrische Feld ist

Z47r50 |r—r |3 = —Vik(r) mit Va(r Z47r50 |r—r]|

Bringt man die weiteren Punktladungen ebenfalls an ihre Orte, so erh&lt man schliellich fiir die potentielle
Energie aller N Punktladungen

N

EPet = ZEPM quv’“ 1(rk) ZQkZ 47e |rk -] Z Z;Zl; |r; —rk|
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6.4 Elektrischer Dipol

Wir betrachten zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen ¢ und —g an den Orten %1 und — %1 mit festem
Abstand 1 und untersuchen das elektrische Feld Ep(r), das dieser elektrische Dipol niherungsweise am
Ort r fiir |1] < |r| erzeugt, vergl. Abb. 6.2.

A) Potential des Dipols

AZ
Das elektrostatische Potential der beiden Punktla-
dungen ist
q 1 —-q 1
Vp(r) = .
p() = Trey e — 11| 4meg [r + 3]
Die Entwicklung in eine Potenzreihe nach der kleinen r+l/
Grofle %‘L ergibt mit r = |r| . /2
-q
1 1 1 1 1 - 112 7 '6 y'
1 plzxlll  p
eF2ll ¥ v figniiin ¢
1 1 1 1r-1
N————— - [1+-— ],
r 1 rl r 2 r2 Abb . . .
F = . 6.2 Elektrischer Dipol im Ursprung.

denn es gilt fiir |e] € 1: (1+¢)" =14 ne+...~ 1+ ne mit n = —1. Also findet man genéshert fiir das
Potential des Dipols mit dem Dipolmoment p = gl

SRCERER T

Vp(r) =

q 1 1 1r-1 1r-1 g r-1 1 p-r
~47750r

T dney 13 dmeq 10 fiir 1] <rl.

B) Elektrische Feldstirke des Dipols

Aus dem Potential Vp(r) berechnen wir die elektrische Feldstirke gendhert zu

p'r 1 1 1
B - _VV - _ - _ — . VvV —
p(r) VVn(r) V47r60r3 47eg [r3 Vp-r+p-rv r3
- _ P .r__?’f __ 1 p 3 pr
T Adqeg |18 Prra | T dmeg r3  4dmeg 1

wobei Vp -r = p und Vr = T beachtet wurden.

C) Kraft auf einen Dipol im elektrischen Feld

Wir betrachten einen elektrischen Dipol mit dem Dipolmoment p am Ort r im elektrischen Feld E(r).
Die auf den Dipol wirkende Kraft Fp setzt sich aus den Kriften auf die beiden Punktladungen an den
Orten r + %1 zZusammen

Fp= qE(r + %l) — qE(r — %1)

und es gilt gendhert fiir |I| < |r| die Taylor-Entwicklung an der Stelle r
1 1

E(r+ 51) =E(r):|:§1-VE(r)+....

Einsetzen liefert mit p = ¢l
1 1

Fp=¢q [E(r)+§1-VE(r) +] —q [E(r) - §I-VE(r)—|—... ~p-VE(r)

und man erkennt, dafl Fp im homogenen elektrischen Feld verschwindet.
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D) Drehmoment auf einen Dipol im elektrischen Feld

Das Drehmoment Dp auf einen Dipol mit dem Dipolmoment p am Ort r durch ein elektrisches Feld
E(r) ist die Summe aus den Drehmomenten der beiden Punktladungen

Dp = 31 xgE(r+ 31) + (= 31) x (—@)E(r — 31) = 11 x gE(r) + 11 x ¢E(r) = p x E(r).
E) Energie eines Dipols im elektrischen Feld

Die Energie EX’* eines Dipols mit dem Dipolmoment p am Ort r im elektrischen Feld E(r) = —VV (r)
setzt sich nach Abschn. 6.3 aus den Arbeiten zusammen, die erforderlich sind, um die beiden Punktla-
dungen ¢ und —g an die Orte r + ;1 und r — 11 zu bringen

EX' =qV(r+31) + (—q)V(r—11)
=q|V(r)+ %I-VV(I') + ] —q [V(r) — %I-VV(r) +
~ %1 YV () + %1 VV()=p-VV(r)=—p-E().
Die potentielle Energie des Dipols E]p3°t hat fiir p 11 E ein Minimum, so daf} sich in vielen Fillen der
elektrische Dipol in Richtung des elektrischen Feldes ausrichtet.
6.5 Laplace-Gleichung

Das elektrische Feld von N Punktladungen ¢, ...gnx an den Orten rq,...ry ist

z 4meg |r - r3|3 =-VV(r) mit Vi Z dreg |r — rJ|

und existiert nicht an den Stellen ry,...ry. Dann verschwindet die Divergenz der elektrischen Feldstérke

r 1 1 3 —3r
V-E(r) =0, wegen V-r—3:T—3V-r+r-VT—3:r—3+r-r—4;:0

Setzt man das elektrostatische Potential ein, erhilt man daraus die Laplace-Gleichung als Differential-
gleichung fiir das Potential {iberall dort, wo keine elektrischen Ladungen sind

02 0? o?
Die Laplace-Gleichung mit dem Laplace-Operator A fassen wir als Differentialgleichung auf, mit der das
elektrostatische Potential im ladungsfreien Raum berechnet werden kann.
Als Beispiel bestimmen wir das Potential einer Punktladung im Ursprung, das aus Symmetriegriinden

nur vom Betrag r = |r| des Ortsvektors abhéngen kann V = V(r). Dann gilt fiir r # 0 mit V' = dV/dr

1 1
0:AV=V-VV=V-V'£=E-VV’+V'V-£=E-V"Vr+V'(—V-r+r-V—)
r or r or r r
3 —1r 2
oy Pyt I, R ¢ v
VISV 4V o=V SV

Zur Losung der Differentialgleichung setzen wir ¢(r) = rV(r) mit ¢' = rV' +V und ¢" = rV" 4+ 2V,
und erhalten die Differentialgleichung

2 1
V"+;V’=;¢"=O = ¢(r)=ar+b und V(r)=$+a.

Die beiden Integrationskonstanten a und b ergeben sich aus den Randbedingungen

qg 1 g 1
Vir )Tjo 0 und V(r )r—>0 Ineqr und wir erhalten V(r) = yr—
Daraus ergibt sich das Coulomb-Gesetz mit Hilfe von F = ¢tE = —¢;VV als Losung der Laplace-

Gleichung fiir eine Punktladung ¢ im Ursprung und eine Punktladung ¢; am Ort r.

Hier wurde auf induktivem Wege aus dem Coulomb-Gesetz die Differentialgleichung fiir das elektrische
Feld im ladungsfreien Raum V - E = 0 gefunden. Allgemein kénnen die Differentialgleichungen der elek-
tromagnetischen Felder auch axiomatisch festgelegt werden, um daraus Losungen fiir bestimmte Systeme
berechnen zu kénnen.
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6.6 Poisson-Gleichung

Zur Herleitung einer Differentialgleichung fiir die elektrische Feldstirke, die von gegebenen elektrischen
Ladungen herriihrt, betrachten wir zunichst eine Punktladung ¢; am Ort ry, deren elektrisches Feld
dort eine Singularitit besitzt. Es sei G ein endliches, einfach zusammenhingendes Volumen, in dessen
Innern sich die Punktladung befindet, vergl. Abb. 6.3. Spart man um die Punktladung eine Kugel mit
dem Volumen K aus, so ist das Volumen G = G \ K ladungsfrei, so dafl dort nach dem vorangehenden
Abschnitt V - E = 0 gilt. Wir bezeichnen die Oberfliche von G mit O = G und die der Kugel mit 0K.
Dann gilt nach dem Integralsatz von Gaufl .
A

OZ/V-EcP:?f E-df:fE-dH?f E- df. O
@ 8G o 80K

Das letzte Integral iiber die Oberfliche der Kugel K mit dem qj\a
Radius a 14t sich aus der bekannten elektrischen Feldstirke der
Punktladung berechnen, indem Kugelkoordinaten r —r; : a,9, ¢

eingefithrt werden: £ -
¢ ™ 2w ¢
?{ E.-df =- / sin 9 dd dp=—— y
Abb. 6.3 Im Volumen G mit der Oberfliche O
wegen befindet sich eine Kugel K um die Ladung q;.
r—r; 1 r—r .
E(r) = & ! — und df =-— L a2 sin 9 do) dep.
dreg [r — 11| a |r — 1y

Hier wurde beachtet, daB der Oberfliichenvektor df beziiglich G nach auBen, also in Richtung auf r;
weist. Damit erhilt man fiir das Integral iiber die Oberfliche O von G

N
7{ E-df =2 oder bei N Punktladungen f E.af=S" 4 -9
o €o o €0 €0

j=1
wobei Q = > i die Gesamtladung im Volumen G bezeichnet.

Wir gehen nun zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung iiber. Befindet sich im infinitesimalen
Volumenelement d* am Ort r die Ladung dg, so definiert man eine elektrische Ladungsdichte p(r) durch
dg = p(r) d%. Ist dann Q = Jo p(r) d* die insgesamt im Volumen G befindliche Ladung, so erhilt man
mit dem Integralsatz von Gaufl

B = k=21 3 B - P g3 =
/GV-Ed _/oza(;E df—EO—EO/Gp(r)dr oder /G(V E(r) 60>dr—0.

Weil das letzte Integral fiir beliebige Volumina G verschwindet, mufl notwendigerweise der Integrand Null
sein, und man erhélt die Poisson-Gleichung

V-E(r):%z)

als Feldgleichung zwischen der elektrischen Feldstirke E(r)und der elektrischen Ladungsdichte p(r). Wird
p(r) vorgegeben, so handelt es sich um eine inhomogene Differentialgleichung und die zugehorige homo-
gene Differentialgleichung ist die Laplace-Gleichung. Die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung ist
dann die Summe aus der allgemeinen Losung der Laplace-Gleichung und einer speziellen Losung der
Poisson-Gleichung.

Zur Konstruktion einer speziellen Losung der Poisson-Gleichung betrachten wir ein infinitesimales
Volumenelement d*' am Ort v/, in dem sich die elektrische Ladung dg = p(r') d%"' befinden mage. Im
Limes d%' — 0 ist dann die von dgq erzeugte elektrische Feldstirke am Ort r gegeben durch

dE(r) = dg r—-r' _p(r’)d3r’ r—r
Cdmegr—1'3 0 dmeyg r—1']3
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und die im Volumen G insgesamt befindliche Ladung @) erzeugt die elektrische Feldstirke am Ort r
p(r)d¥ r—r' . / 3
0= [ P s mit Q= [ s db

Die Losung der Poisson-Gleichung vereinfacht sich, wenn fiir die elektrische Feldstirke E(r) das elek-
trostatische Potential V' (r) eingefiihrt wird: E(r) = —VV (r). Damit erhiilt man die Poisson-Gleichung in
der Form

p(r)

V-E(r)=-V -VV(r)=—= oder AV(r)= _r®)
€0 €0
mit dem Laplace-Operator A = V - V. Die spezielle Losung hat dann die Form

Vi(r)= ! / pr') d%'  mit E(I‘)=—VV(I‘)=/Gp(rI) ror %'

T dmeg Jg v — 1| dmeg v — '[P '

Beispiel: Kugelkondensator

Als Anwendungsbeispiel berechnen wir die Kapazitit eines Kugelkondensators. Er besteht aus zwei
konzentrischen, metallischen Kugeln der Radien R; und R,, die durch ein Vakuum getrennt, und mit
der Ladung () entgegengesetzt geladen sind, vergl. Abb. 6.4. Innerhalb des Metalles soll das elektrische
Feld wegen der hohen elektrischen Leitfdhigkeit verschwinden, sodafl das Potential konstant ist. Die
Potentialdifferenz zwischen beiden Metallkugeln wird mit U bezeichnet. Im Vakuum zwischen den Kugeln
befinden sich keine Ladungen und in diesem Bereich ist die Losung der Laplace-Gleichung AV = 0
kugelsymmetrisch V' = V(r) mit » = |r| und es gilt nach Abschn. 6.5

Vir) = g +a mit a,b konstant.

Anwenden der Poisson-Gleichung und des Integralsatzes von Gauf liefert fiir das Integral iiber die innere
Kugel K;

1
/ V-E(r)d3r:]{ E(r) - df = — VV(r)-df:—/ p(r)d3r=9
K; 8K; 8K; €0 JK; €o
und es gilt in Kugelkoordinaten R;,, ¢
Q:—yf v(9+a)-df:— vl.ar
€o OK; r or; T
=b¢$ — - -Risindddd
B 0K; r o 4
=b sin ¥ d¥ dy = 4xb.

K;
Also erhilt man fiir das Potential im Vakuum zwischen den
Kugeln

Q

V(I’) - 47T80 ;

Wir setzen die angelegte Spannung U fiir @) > 0 als positiv
an

U=V(R) = V(R) = 2 (i _ L)

" imeo \R: R,
und erhalten fiir die Kapazitit des Kugelkondensators Abb. 6.4 Kugelkondensator mit Ladung Q
und Spannung U.
0= 9 _ gy Ll
U °R.—R;’

Im Grenzfall R, — oo mit R, — R; = d = konstant, R,R; ~ R2 erhilt man daraus die Kapazitét eines
ebenen, idealisierten Plattenkondensators

A
C= 0 mit der Fliche A =47R? und dem Abstand d.
Die Dimension der Kapazitit ist Farad (F) mit [C] =F = %- = %
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6.7 Poisson-Gleichung fiir ein Dielektrikum

Bringt man aus Atomen zusammengesetzte Materie in ein elektrisches Feld, so werden auf Elektronen und
Atomkerne unterschiedliche Kréfte ausgeiibt. Speziell bei einem Dielektrikum geht man davon aus, daf3
durch ein von auflen angelegtes elektrisches Feld viele Dipole von atomarer Dimension induziert werden,
deren elektrisches Dipolfeld sich dem dufleren Feld iiberlagert. Das elektrostatische Potential eines solchen
kleinen Dipols mit dem Dipolmoment p am Ort r’ ist nach Abschn. 6.4 gegeben durch

1 p-(r—1) p 1
V; = = v
b(r) dmeg |r—1'? dreg v — /|’

wobei der Nablaoperator V' nach r' differenziert. Fiir die vielen atomaren Dipole fithren wir eine Di-
poldichte oder Polarisation P(r') ein, indem wir in einem infinitesimal kleinen Volumenelement d*
am Ort r' die Summe der Dipolmomente dp = P(r') d%’ setzen. Das elektrostatische Potential aller
Dipolmomente des Dielektrikums im Volumen G konnen wir dann durch das Integral

dp 1 1 / ! 1 3.1
= - = P{') - d
9(x) /G 4meg v r—r'|  4meo Jo &)V |r — 1| "

ausdriicken. Beachtet man das Differenzieren nach der Produktregel

1 _ o P) 1

V=Y =l v

P(r')

V' -P(@'),

so erhilt man das Potential als Summe zweier Integrale

o) = o [ v 2y - [ TP g
G

~ 4re, =] T drey Jg [r—1'|
1 ?{ P(r') - df’ 1 V' -P(r') ew
= — _— r )
dreg Jrp—sg |r—1'| dreg Jg |r—1|

bbb+

wobei das erstere mit dem Integralsatz von Gaufl in ein
Oberflichenintegral tibergefiihrt wurde. Das Volumeninte-
gral beschreibt offenbar das Potential einer Raumladungs-
dichte p,(r') = =V’ - P(z') der Dipole, wihrend das Ober- +
flsichenintegral das Potential einer Fliichenladungsdichte i
op(r') = P(r') -n' der Dipole mit df' =n'df' und |n'| =1
auf der Oberfliche F' des Volumens G darstellt, vergl.
Abb. 6.5. Durch das von auflen angelegte elektrische Feld
wird also eine Polarisation des Dielektrikums induziert, die
sich in einer Raumladungsdichte und in einer Flichenla- Abb. 6.5 Plattenkondensator mit Dielektrikum
dungsdichte auf der Oberfliche des Dielektrikums &dufert. und induzierten atomaren Dipolen F.

Durch die Oberflichenladung &ndert sich die elektrische Ladung auf den beiden Kondensatorplatten
und damit auch die Kapazitit des Kondensators. Sei )y bzw. () die elektrische Ladung auf der Kondensa-
torplatte ohne bzw. mit Dielektrikum, Cy bzw. C die Kapazitit des Kondensators, so wird experimentell
eine Verdnderung der Kapazitit beim Einbringen des Dielektrikums durch eine relative Dielektrizitéts-
konstante e, beschrieben C = ¢,Cy mit 1 < ¢, und ¢, = 1 im Falle des Vakuums. Ist A die Fliche der
Kondensatorplatten, d ihr Abstand, U die angelegte Spannung, E = U/d die elektrische Feldstirke und
o9 bzw ¢ die Fliachenladung auf den Kondensatorplatten, so findet man
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Die Veranderung der Flichenladung durch die Polarisation ist also o, = 0 — 09 = (e, — 1)go E. Wir
verallgemeinern dieses Ergebnis bei einem homogenen elektrischen Feld senkrecht zur Oberfliche des
Dielektrikums auf beliebige Felder E(r). Weil die Oberflichenladungsdichte o,(r) mit der Polarisation
P(r) durch o, (r) = P(r)-n verkniipft ist, setzen wir die Feldgleichung fiir die Polarisation oder Dipoldichte
in der Form an

P(I‘) = (57' - ]-)EOE(I')a

wobei &, gegebenenfalls auch ortsabhingig sein kann. Andererseits verursacht die Polarisation im Innern
des Dielektrikums eine elektrische Raumladung

pp(r) = =V -P(r) = =V (e, — 1)goE(r) = oV - E(r) — V - (e,60E(r)).
Wir definieren den Vektor der dielektrischen Verschiebung
D(r) = e,60E(r) = cE(r) mit & =¢,.(r)eo

und erhalten p, = &V -E — V - D. Im Vakuum gilt nach dem vorigen Abschnitt die Poisson-Gleichung
V-E = p/eo. Will man diese Gleichung fiir ein Dielektrikum verallgemeinern, hat man zu der vorgegebenen
Raumladungsdichte p noch die Raumladungsdichte durch die Polarisation p, hinzuzufiigen, sodaf die
Differentialgleichung die Form annimmt

1

V@) = = (plr) + (1)) = —pl) + -py(0) = - p(x) + V- E(x) - =V - Do)

Daraus findet man die allgemeine Poisson-Gleichung
V-D(r) = p(r),

die auch fiir das Vakuum mit e, = 1 giiltig ist.
Der Zusammenhang zwischen der elektrischen Feldstirke E(r) und der dielektrischen Verschiebung
D(r) 148t sich mit Hilfe der Polarisation P(r) verallgemeinern. Es war

D(r) = g,e0E(r) = goE(r) + (e — 1)eoE(r) = goE(r) + P(r)

und die dimensionslose Gréfle x = &, — 1 wird auch als elektrische Suszeptibilitit bezeichnet, so dafl
P = xgoE gilt. Im Falle eines Dielektrikums wurde ¢, als ein von E unabhiingiger Skalar angesehen, so
daf} P stets parallel zu E ist und der Betrag auch linear vom Betrag der elektrischen Feldstirke abhéngt.
Es gibt jedoch ferroelektrische Stoffe, bei denen dies nicht mehr der Fall ist, so dafl man allgemeiner fiir
die dielektrische Verschiebung

D(r) = ¢E(r) + P(r) mit P(r) = P[E|(r)

ansetzt, wobei P[E](r) ein Funktional von E(r) oder auch eine Funktion von E der Art P(E(r),r) sein
kann, die fiir jedes Material bestimmt werden mu$.

Die Dimension der elektrischen Feldstérke ist V/m und die Dimension der dielektrischen Verschiebung
ist gleich der Dimension der Polarisation oder Dipoldichte und der Dimension einer Flichenladung:

N

[E] = c= v elektrische Feldstérke
m
2
N

[D] = [e0][E] = %6 = % dielektrische Verschiebung
[p] = Cm Dipolmoment
[P] = [L! = C—I;l = % Dipoldichte oder Polarisation

m m
[o] = % Flachenladung.
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