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1. DAS GITTER

Die Festkorpertheorie beginnt traditionsgemé&fl nicht mit der auf der Hand liegenden,
aber viel zu schwierigen Frage, warum Kristallstrukturen existieren. Das ist spéter eine
der Aufgaben der Quanten-Vielteilchenstatistik wechselwirkender Systeme.

Wie in der Thermodynamik, beginnt man - der historischen Entwicklung folgend-
mit einer phenomenologischen Beschreibung und Klassifikation dessen, was man vorfin-
det. Mit dem Konzept des Gitters hat man allerdings bereits frith in der Kristallogra-
phie/Chemie einen wichtigen Schritt in die mikroskopische Richtung gemacht H

1.1 Bravais-Gitter

1.1.1 Einfiihrung

Definition Ein Bravais-Gitter B ist ein abstraktes d-dimensionales Punktgitter im
R? mit Punkten r = nja; + ...ngay: alle Linearkombinationen von l.u. Basisvektoren a;
mit ganzzahligen Koeffizienten n; € Z.

Das sind also abzéhlbar unendlich viele Punkte. Rénder bzw. endliche Gitter werden
erstmal nicht behandelt (Oberflichenphysik, mesoskopische Physik etc.): es geht in der
traditionellen FKP um Volumeneffekte (bulk-effects).

e Die Basis {a;} ist nicht eindeutig! BEISPIEL 2d. Insofern scheint die obige ’basi-
sabhingige’ Definition schon mal etwas ungiinstig zu sein.

e Die Punkte im Bravais-Gitter sind periodisch angeordnet, das Gitter ist invariant
unter einer Translation Tg um einen festen Vektor R = mja; + ...myay € B,

re B~ TRrr € B. (1.1)

e Nicht jedes periodische Punktgitter im R ist jedoch ein Bravais-Gitter: BEISPIEL
Graphen (d = 2 Bienenwaben-Gitter).

Den letzten Fall (d = 2 Bienenwaben-Gitter) kann man auf ein Bravais-Gitter zuriickfithren,
wenn man dessen abstrakte 'Punkte’ etwas allgemeiner auffasst ('Bravais-Gitter mit Ba-
sis’). Das d = 2 Bienenwaben-Gitter ist dann ein Dreiecksgitter mit zwei Basisvektoren
aj, ag, wobei jeder 'Punkt’ aus den zwei "Unterpunkten’ 0 und d besteht (SKIZZE!)

! Das Gesetz der Winkelkonstanz von Steno ist analog zu Daltons Gesetz der multiplen Proportionen
ein solcher Schritt
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Es lohnt sich also, noch etwas bei den Bravais-Gittern zu bleiben. Wenn wir an
tatséchliche Kristalle denken (mineralogische Sammlung von Museen etc.), so fallen Sym-
metrien ins Auge. Weiterhin gibt es offenbar einen Zusammenhang zwischen mikroskopi-
scher Ordnung der Atome/Ionen/Bausteine und dem makroskopischen Erscheinungbild
(*Tracht’). Letzteres macht natiirlich nur fiir endliche Kristalle einen Sinn, das Konzept
des Bravais-Gitters ist also hier nur eine Nédherung.

Gesetz der Winkelkonstanz, Nicolaus Steno (1636-1686): Bei verschiedenen
Individuen derselben Kristallart sind die Winkel zwischen entsprechenden Fléchen immer
gleich gross.

Dieses Gesetz ist ein frither Hinweis auf die Gitterstruktur fester Kristalle (SKRIPT
Kristallograpie Steurer/Weber 2001).

1.1.2 Symmetrien

Bravaisgitter werden in verschiedene Klassen eingeteilt, die sich durch ihre Symmetrie-
eigenschaften unterscheiden.

Definition Die Gruppe aller Symmetrie-Operationen o , die ein Bravaisgitter B inva-
riant lassen, heifit Raumgruppe von B.

Zunichst kann man die Symmetrien in Translationen Ty und Punkttransformationen S
einteilen. Letztere sind Symmetrien, die den "Ursprung’ (Punkt 0) des Gitters invariant
lassen.

Definition Die Gruppe aller Punkttransformationen von B heifit Punktgruppe von

B.
Es gilt

Satz 1. Jede Symmetrie-Operation o eines Bravaisgitters B kann man als Produkt einer
Translation mit einer Punkttransformation S schreiben.

Zum Beweis ASHCROFT/MERMIN (AM) schreibt man einfach ¢ = Tr7T_go mit
R = ¢(0). Dann ldft S = T_gro den Ursprung invariant.

Die Punkttransformationen werden eingeteilt in Drehungen, Inversionen und Spiege-
lungen. BEISPIEL kubisches Bravaisgitter, Drehungen um verschiedene Achsen.

Mogliche Rotationssymmetrien in d = 3 Bravaisgittern B: Die Rotationen werden
durch Drehmatrizen O dargestellt, die sich auf die Normalform

cos¢p —sing 0
AOA™ ' = [ sing cos¢ 0 (1.2)
0 0 1

bringen lassen. Allerdings hat O wegen Or € B fiir r € 5 nur ganzzahlige Komponenten,
also

TrO = TrAOA ! =2cos¢p+1€Z~2cos € {—2,1,0,1,2}

T om 2w
s - =, — 1.
¢6{0’372? 377T} ( 3)
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Es gibt also nur endlich viele Rotationssymmetrien fiir Bravaisgitter! Die entsprechenden
Symmetrien werden als

1>D6aD4aD37D2' (14>

bezeichnet, es gilt (D,)" = 1.

1.1.3 Einheitszellen

Wegen der Translationssymmetrie kann man ein Bravais-Gitter I aus einer primitiven

Einheitszelle durch einfache Translationen Tr, R € B ohne Uberlappungen oder Leer-

stellen vollstéindig aufbauen. Die primitive Einheitszelle ist allerdings nicht eindeutig

bestimmt. Haufig wiahlt man das von den Basisvektoren a; aufgespannte Parallelepiped.
Eine weitere Moglichkeit ist die folgende:

Definition Die Wigner-Seitz-Zelle eines Bravais-Gitter B ist um einen Punkt 0 aus
B zentriert und besteht aus allen Punkten, deren Abstand zu 0 kleiner ist als zu allen
anderen Punkten R € B.

1.2 Kiristallstrukturen

Wir betrachten jetzt allgemein periodische Strukturen in d = 3 Raumdimensionen und
versuchen eine Definition:

Definition Ein Kristall ist ein Bravais-Gitter BB, dessen abstrakte Punkte eine weitere
innere Struktur haben.

Die innere Struktur bezieht sich auf die bereits oben erwéhnten Bravais-Gitter mit Basis,
die z.B. die Position der Atome innerhalb einer primitiven Einheitszelle von B beschrei-
ben.

1.2.1 Die sieben Kristallsysteme und vierzehn Bravais-Gitter

Satz 2. In d =3 gibt es genau sieben verschiedene Punktgruppen. Jedes Bravais-Gitter
B gehort zu einer dieser Punktgruppen.

Entsprechend spricht man von den sieben Kristallsystemen (d = 3).

Satz 3. Ind = 3 ¢ibt es genau vierzehn verschiedene Raumgruppen. Jedes Bravais-Gitter
B gehdrt zu einer dieser Raumgruppen.

Entsprechend gibt es vierzehn verschiedene Arten von Bravais-Gittern (d = 3).
Beide ohne Beweis. AM: Frankheim (1842) gab zunéchst 15 Moglichkeiten an, Bravais
(1845) gab dann als erster die korrekten 14 Moglichkeiten an.
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1.2.2 Die 230 Kristallgitter

Kristalle sind Bravais-Gitter mit einer Basis, die die innere Struktur der (abstrakten)
Bravais-Gitterpunkte beschreibt. Die Symmetrieeigenschaften dieser inneren Struktur
fiihrt dazu, dass es wesentlich mehr Typen von Kristallgittern gibt als es Typen von
Bravais-Gittern gibt. Wie bei den Bravais-Gittern unterscheidet man zwischen kristallo-
graphischen Punktgruppen, die jeweils einen Punkt invariant lassen (keine Translation),
und den kristallographischen Raumgruppe, die auch Translationen zulassen.

Satz 4. Es gibt 32 kristallographische Punktgruppen und 230 kristallographische Raum-
gruppen.

(ohne Beweis).

1.3 Das reziproke Gitter

Das reziproke Gitter spielt eine zentrale Rolle bei der physikalischen und mathematischen
Analyse Gitter-periodischer Strukturen, z.B. bei der Rontgenbeugung an Kristallen oder
der Fourier-Entwicklung periodischer Funktionen. Wir wiederholen zunéchst unsere De-
finition, die wir in den mathematischen Methoden (SKRIPT SS 2008) kennengelernt
hatten:

1.3.1 Definition
LITERATUR: N. W. Ashcroft, N. D. Mermin, ’Solid State Physics’. E. Klingbeil, "Ten-

sorrechnung fiir Ingenieure’.

Im R3 sei g; die (kovariante) Basis eines Gitters B aus Punkten R = n’g; mit ganzen
Zahlen n'. Solch ein Gitter wird auch als Bravais-Gitter bezeichnet. Es ist ein Gitter
im Ortsraum.

Bei der Analyse von Bravais-Gittern benutzt man hiufig Streuexperimente (z.B. mit
Photonen, Neutronen, Elektronen etc.), die einer Fourieranalyse mit ebenen Wellen

Uk (r) = KT (1.5)
entsprechen. Man definiert das reziproke Gitter R als die Menge aller K mit
Uk(r) =¥Yk(r+R), RebB, (1.6)

denn fiir solche K-(Differenz)vektoren man bekommt konstruktive Interferenz (von-
Laue-Bedingung).
Das reziproke Gitter ist ein Gitter im k-Raum. Seine K-Vektoren miissen also

eBKR -1 ReB~KR=2mm (1.7)

mit einer ganzen Zahl m erfiillen. Wir definieren die kontravariante Basis g’ des rezipro-
ken Gitters mit g;g/ = &7 und schreiben die K-Vektoren als

K = 27k;g' ~ KR = 27k;g'n’g; = 2rk;n’, (1.8)
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wobei der Faktor 27 herausgezogen wurde, so dass die kovarianten Koeffizienten von k
also 27 mal eine ganze Zahl k; sein miissen, damit m eine ganze Zahl ist.
Die kontravariante Basis erhélt man mittels Kreuzprodukt (AUFGABE),

gl _ g2 X g3 2 _ g3 X g1 3 _ g1 X 22 (1.9)
g1(g2 x g?,)7 g1(g2 X gs)’ g1(82 X 83)
Wir haben also zusammenfassend
R = n'g; € B, Gitter im Ortsraum (1.10)
K = 2mkig' € R, reziprokes Gitter (1.11)

GroB-/Kleinschreibweise bei Vektoren: Grobuchstaben bezeichnen Gittervektoren (ganz-
zahlige Linearkombinationen von Basisvektoren). Kleinbuchstaben bezeichnen "kontinu-
ierliche’ Vektoren.

Die Vektoren des reziproken Gitters konnen als Linearformen aufgefasst werden: sie
wirken auf Vektoren des Gitters im Ortsraum gemafl Gl. als spezielle Linearformen,
R — KR = 2mm. Die kontravariante Basis g’ ist also eine Basis des Raums (Dualraum),
der dual zu dem von der kovarianten Basis g; aufgespannten Raum ist.

In der Festkorperphysik definiert man den Faktor 27 oft auch in die Basis b’ = 2rg’
hinein und die kovarianten Koeffizienten von k ohne den Faktor 27. Dann gilt fiir die
Basis des reziproken Gitters

bl = 27 8278  p2_o, B3XBL 43, BIXE2 g g
g1(g2 x g3) g1(g2 x g3) g1(g2 X g3)
mit der Metrik
b'g; = 276;; (1.13)
und den Komponenten der K-Vektoren
K = kib' + kob® 4+ k3b?,  k; € Z. (1.14)

Man erkennt daran direkt: Das reziproke Gitter ist selber wieder ein Bravaisgitter. Es
gilt weiterhin (UBUNG)

Satz 5. Das reziproke Glitter eines reziproken Gitters R eines Bravaisgitters B ist das
Bravaisgitters B selbst. Das Volumen einer primitiven Einheitszelle von R ist (27)3 /v,
wenn v das Volumen einer primitiven FEinheitszelle von B ist .

Eine weitere wichtige Definition ist

Definition Die Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters R heifit erste Brillouin-
Zone von R.
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1.3.2 Fourier-Reihen fiir Bravaisgitter-periodische Funktionen

Wir erinnern uns an die (komplexen) Fourier-Reihen in einer Dimension ((SKRIPT
Mathematische Methoden SS 2008): Man definiert die komplexe Fourier-Reihen einer
periodischen Funktion f(x) = f(z + 2L) auf dem Intervall [—-L, L] als

o , T L nm
flz) = chelfx, Cn % drf(x)e VLe. (1.15)

n=—oo

mit komplexen Koeffizienten ¢,,. Man bezeichnet diese Darstellung von f(x) dann als
Entwicklung nach ebenen (laufenden) Wellen.

Satz 6. Ein Funktion f(r) im Ortsraum habe die Periodizitit eines Bravais-Gitters B,
f(x+R) = f(r) fir R € B. Dann gilt die Fourierdarstellung (Summe tber das reziproke
Gitter R ),

A 1 .
Ty I (1.16)
KeR vJc
Das Integral liuft tiber eine (beliebige) primitive Einheitszelle C von B mit Volumen v.

Zum Beweis sieht man zunzichst, dass wegen f(r+R) = f(r) die Bezichung ¢’¥R = 1
gelten muss, d.h. es muss K € R gelten. Weiterhin bilden die Funktionen

eKr (1.17)

ein vollstdndiges Orthonormalsystem auf einer EZ von B mit Volumen v:

* 1 {(K'—K)r
/ droic (r)oxi(r) = — / dre!® —-K)
C vJc
1 1 1
_ / d:L‘/ dy/ dze27ri(6k,cx+6kyy+6kzz) = 0k’ K, (1.18)
0 0 0

wobei wir das Volumenintegral auf den Einheitswiirfel transformiert haben (r = zg; +
yga+2g3) und dadurch das Volumen v losgeworden sind. Daraus folgt insbesondere schon
der Fourier-Koeffizient fk in Gl. . Die Vollstédndigkeit ist, wenn man mathematisch
korrekt sein will, etwas schwieriger zu beweisen (Hilbertraume, Weierstrafscher Appro-
ximationssatz etc. siehe SKRIPT Quantenmechanik). Wir erkennen aber aus Gl.
direkt, dass

Z / dr efzKr f ) iKr _ /dr/ [XC(r)qu Z eiK(I‘fl‘/) f(r/) (119)
KG'R KeR

gelten muss, wobei die charakteristische Funktion von xc(r) den Wert eins fiir r € C
hat und Null sonst.
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Die eckige Klammer muss die Deltafunktion §(r — r’) ergeben - die Integration auf
der rechten Seite reproduziert dann gerade f(r), d.h.

) x = Z KO — §(p — 1), (1.20)
KER

wobei die charakteristische Funktion von C' den Wert eins fiir r € C' hat und Null sonst.
Wir kénnen in dieser Formel x¢(r') loswerden, indem wir sie um R € B verschieben und
iiber das ganze Bravais-Gitter B summieren:

> xe(r+R) x%ZeZ R = N " 5(r—1' + R) (1.21)

ReB KeR ReB

Wegen ¢®R = 1 und Y pepxe(r + R) = 1 (r' muss ja in genau einer der um R
verschobenen Zellen liegen) gilt also die wichtige Formel (Umbenennung r — r’ — r)

% d ¥ =>"5(r+R). (1.22)

KeR ReB

Der Satz kann auf periodische Funktionen im k-Raum {ibertragen werden (d Dimen-
sionen):

Satz 7. FEine Funktion g(k) im k-Raum habe die Periodizitit eines reziproken Gitters
R, gk + K) = gk) fir K € R. Dann gilt die Fourierdarstellung (Summe tber das
Bravais-Gitter B als reziprokes Gitter von R ),

i v —i
= Z gre™®,  gr = (27T)d/ dke kRg(k) (1.23)
ReB c

Das Integral liuft iber eine (beliebige) primitive Einheitszelle C' von R mit Volumen
(2m)¢/v, also 2.B. die erste Brillowin-Zone.

Weiterhin gilt die entsprechende Formel

1.4 Erganzungen

In der Vorlesung werden wir Quasikristalle aus Zeitgriinden nicht behandeln.



2. PHONONEN

(MADELUNG I) Einen realen Festkorper ndhert man in der theoretischen Beschreibung
meist durch ein System aus Ionen n und (Valenz)-Elektronen e, die inneren Elektronen
der Atome betrachtet man also meist gar nicht. Selbst in dieser Naherung 148t sich die
Schrodingergleichung mit dem Hamiltonoperator

7_[ = He + Hn + Hen (21)

natiirlich nicht exakt losen. Hierbei beschreibt H,. den elektronischen Anteil inkl. Wech-
selwirkungen zwischen den Valenzelektronen, H, den ionischen Anteil, und He, die
Wechselwirkung zwischen Valenzelektronen und Ionen.

2.1 Born-Oppenheimer-Ndherung

In der folgenden Born-Oppenheimer-Niherung werden wir benutzen, dass das Mas-
senverhéltnis

m
1 2.2
v < (22)

aus Elektronen- und Ionenmasse sehr klein ist. Wir betrachten eine (abstrakte) Orts-
darstellung mit ¢ = {x3,...,xn} fiir die Elektonen und X = {Xjy, ..., XN} fiir die Ionen
(entsprechend die Impulse p and P,

H =H(q,p; X, P) = He(q,p) + Hn(X, P) + Hen(q, X). (2.3)

Der Spin ist hier nicht beriicksichtigt. Zur Losung der SG HV¥ = £V betrachten wir den
Ansatz

\I/((LX) = ¢e<Q>X>¢n(X)7 (2'4)
bei dem der elektronische Anteil die SG
[(He(q,p) + Hen(q, X)] Ye(q, X) = BE(X)ve(q, X) (2.5)

erfiillt, in der X als externe klassische Variable auftritt. Die Eigenwerte E(X) miissen
dann auch von X abhingen, und wir bekommen

Hpepn = [,He + Hn + Hen] Yedn
- [Hn + E(X)] Yedn (7) = Een (2'6)
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Das Fragezeichen deutet an, was wir gerne héitten: da #H, und F(X) nur von den Ionen-
Koordinaten abhéngen, hitte man gerne eine Gleichung wie

[/Hn'i'E(X)] gbn(X) :5¢H(X)7 (27)
da man dann am Ziel wire. Der Operator H, enthélt jedoch die Impulse P, die auf X
in ¥e(q, X) wirken, d.h.
H¢e¢n = ¢e [Hn + E(X)] QZ)n + [Hn¢e¢n - ¢6Hn¢n]
= 5%% + [Hnwe¢n - weHnd)n]' (2‘8)

Bis auf den unterstrichenen Term hat man es also fast geschafft. Wenn man diesen Term
vernachléssigt, hat man die zwei separaten SG der Born-Oppenheimer-Naherung,
[He(q,p) + Hen(q, X)]¥e(q, X) = E(X)tYe(q,X) elektronischer Anteil
[Ho + E(X)] pn(X) = E¢n(X) Ionen-Anteil. (2.9)

Deren Bedeutung ist die folgende:

e Der elektronische Anteil wird berechnet, als wiren die Ionen vollkommen fest.

e Die Eigenwerte der Energie F(X) im elektronischen Anteil stellt eine potentielle
Energie fiir die Ionen dar.

Anschaulich macht das Sinn, weil die Ionen wegen ihrer groflen Masse "wesentlich langsa-
mer’ als die Elektronen sind. Begriindung fiir die Vernachléssigung des unterstrichenen
Terms (Adiabatizitit, geometrische Phase) : siche SKRIPT Statistische Physik 2007
sowie VL Scherz bzw. Lehrbiicher.

2.2 Kleine Schwingungen der lonen

Im Folgenden betrachten wir nur die Ionen und nehmen die Eigenwerte der Energie
E(X) im elektronischen Anteil als gegeben. Die Ionen-SG

(Mo + E(X)]dn(X) = Epn(X) (2.10)

ist immer noch viel zu kompliziert wegen die Ion-Ion-Wechselwirkung und der kompli-
zierten Energielandschaft, die durch E(X) definiert wird.

In realen Kristallen gibt es aber anschaulich wohldefinierte Ruhelagen R,, der lonen,
um die die potentielle Energie entwickelt werden kann. Wir beschreiben die Bewegung
der Ionen in der Ndherung der kleinen Schwingungen um diese Ruhelagen. Klei-
ne (harmonische) Schwingungen sind ein aus der klassischen Mechanik wohlbekanntes
Problem, das wir deshalb hier kurz wiederholen (MECHANIK-Skript 2008).

Kleine Schwingungen spielen eine wichtige Rolle als Modellsystem nicht nur in der
Mechanik, sondern auch in anderen Gebieten der Physik, z.B. Molekiil- und Festkorper-
physik, Quantenmechanik, bis hin zu modernen Quantenfeldtheorien. Das zugrundelie-
gende mechanische Problem ist letztendlich das eines Systems von mit Federn gekoppel-
ten Massen, deren Bewegung (die relativ komplex ausssehen kann) man durch geschickte
Koordinatenwahl auf Uberlagerungen von Eigenschwingungen reduzieren kann.
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2.2.1 Lagrange-Funktion

Wir betrachten ein System, dessen potentielle Energie V' sich in generalisierten Ortsko-

ordinaten x1,...,zy um ein lokales Minimum und den Punkt x¢ entwickeln lésst,
S 2
1 oV
Vix)=V = ——— ) qigj + O(q;, =x- 2.11
(x) = V(xo) + 5 ”221 (ami8$j> %45 + O(q;), d=x—xo, (2.11)

wobei die ¢; die Komponenten des Vektors q sind, der die Auslenkungen aus der Ru-
helage x(¢ angibt. Da es sich um ein lokales Minimum handelt, verschwinden die ersten
Ableitungen.

Man néahert jetzt die potentielle Energie V' quadratisch, indem man alle hoheren
Terme der Taylor-Entwicklung vernachléssigt, und schreibt

1
V(x) = V(xo) + §qT£q, q =X — Xo, (2.12)

mit der Matriz V. der zweiten Ableitungen des Potentials an der Stelle xg. Da V' (xq) eine
feste Konstante ist, hingt der Wert der potentiellen Energie also nur von den kleinen
Auslenkungen g; ab und wird durch die obige quadratische Form %ngq mit der sym-
metrischen Matrix V definiert. Im Folgenden lassen wir die Konstante V(xg) weg, da
die EL-Bewegungsgleichungen der Koordinaten ¢; von ihr natiirlich nicht abhéingen.

Entsprechend setzt man fiir die kinetische Energie einen Ausdruck an, der quadra-
tisch in den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; ist,

T=34"T(@4, (2.13)
was fiir alle praktischen Félle hinreichend allgemein ist. Damit schreiben wir die Lagrange-
Funktion unseres Systems als

1 . T . 1 T
L=34'Tq- 349 Va, (2.14)
wobei wir hier und im Folgenden die Striche unter 7" und V weglassen und damit jeweils
die f x f Matrizen der quadratischen Formen der kinetischen und potentiellen Energie
bezeichnen.
Physikalisch beschreibt diese Lagrange-Funktion ein System von f gekoppelten
linearen harmonischen Oszillatoren, wie wir im Folgenden sehen werden.

2.2.2 Normalkoordinaten

Ziel ist es, durch Einfithrung neuer Koordinaten die Lagrange-Funktion und damit die
Bewegungsgleichungen nochmals wesentlich zu vereinfachen. Wir fithren neue Koordina-

ten Q = (Qla >Qf)T eina

q:AQ, A= (al,...,af). (2‘15)
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Hierbei ist A eine reguldre Matrix aus Spaltenvektoren a;, die als Vektoren der Nor-
malmoden (Eigenmoden) bezeichnet wird. Es gilt z.B.

Q=(1,0,..00 ~~q=a;, Q=(0,1,..0)T ~ q=ay, (2.16)

d.h. @ entspricht der ersten Normalmode, Q2 der zweiten usw. Wir bestimmen die
Vektoren der Normalmoden so, dass die Lagrangefunktion und damit die Bewegungs-
gleichungen in den neuen Koordinaten Q entkoppeln, d.h.

f
1. .1 1.7 1 1 .
L= §qTTq - iqTVq = §QTQ - iQTDQ D) Z (Q% - /\in2> ) (2.17)
i=1
wobei D=diag(\1, ..., As) eine zu bestimmende Diagonalmatrix ist. In den neuen Koor-
dinaten Q entkoppeln die Euler-Lagrange-Gleichungen zweiter Art,

Qi(t) + \iQi(t) =0, (2.18)
was sofort in der Form
Qi(t) = e + Be™ ™t Wi = N (2.19)

mit den jeweils zwei Konstanten «;, 8;, die z.B. durch die Anfangsbedingung festgelegt
werden, gelost wird. Zur Losung benoétigen wir also nur die Diagonalmatrix D und die
Matrix A der Normalmoden, ohne dann noch weitere Differentialgleichungen lésen zu
miissen: damit ist das Problem auf ein reines Lineare-Algebra-Problem reduziert.

Wir bestimmen die Normalmoden a; durch Einsetzen von q = AQ in die Lagrange-
Funktion,

L= %QTATTAQ — %QTATVAQ, (2.20)

es miissen also die simultanen Ahnlichkeitstransformationen

ATTA = 1 (2.21)
ATvA = D (2.22)

gelten, aus denen sofort
ATVA=ATTAD ~» VA=TAD (2.23)

folgt, denn A und damit A” soll nicht-singulir sein. Die letzte Matrix-Gleichung kénnen
wir als verallgemeinertes Eigenwertproblem aufschreiben,

V(ai,..,ar) = T(May, .., \ray) < VA=TAD, A= (a,..,ar). (2.25)
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Die positiven Wurzeln der Eigenwerte \; werden als Eigenfrequenzen w; bezeichnet,

W; = \//\71‘7 (2.26)

vgl Gl (2.19)). Damit die Gleichung Va; = A;Ta; nichttriviale (a; # 0) Losungen hat,
muss die Determinante des zugehorigen linearen Gleichungssystems verschwinden, d.h.

det(V — AT) = 0. (2.27)

Das ist analog zur iiblichen Bestimmung von Eigenwerten einer Matrix V', nur dass hier
statt der sonst iiblichen Einheitsmatrix 1 die Matrix 7" auftritt. Die Losungsstrategie ist
also analog zur iiblichen Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren: Wir finden
zuniichst die Eigenfrequenzen, d.h. die Losungen A; von det(V — \;T) = 0, und benutzen
diese zum Bestimmen der Normalmoden, d.h. der Eigenvektoren a; in Va; = \;Ta;.
AUFGABE: Zeige, dass fiir positiv definites T' die Figenfrequenzen reell sind.

2.2.3 Bemerkungen zur Normalform von L, Hamiltonfunktion H

Die neuen Koordinaten Q = (@1, ..., Qf)T in der Lagrangefunktion L, GI. 1 , sind
insofern abstrakt, als dass sie die physikalische Dimension kg!/2 m haben, aber so et-
was kennen wir ja bereits von anderen kanonischen Transformationen. Die zugehorige
Hamiltonfunktion H erhalten wir mittels der kanonischen Impulse

oL

P = 20, Qi (2.28)

als

H= Z( P2+f 2 2). (2.29)

Wir erkennen, dass es sich hierbei um ein System von f entkoppelten harmonischen
Oszillatoren mit Masse 1 handelt. Das Entscheidende sind natiirlich die Bewegungsglei-
chungen (EL oder Hamilton), deren Losung wir wegen der Entkopplung immer sofort
hinschreiben kénnen, vgl. Gl. (2.19). Die Standard-Form GI. spielt eine zentrale
Rolle bei der Beschreibung kleiner Schwingungen in der Quantenmechanik. Dort ent-
sprechen die w; den Eigenfrequenzen der f Phononenmoden.

2.2.4 Beispiele
2.2.4.1 Gekoppelte Massenpunkte
Wir betrachten das System mit

1 .
L = fm1q%+

1, 1 1 1
5 ~mags — §kqf + §kq§ + k(o — 3)° (2.30)

2
(2.31)
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s b

Fig. 2.1: Normalmoden ©WIKIPEDIA |http://en.wikipedia.org/wiki/Normal_mode

also

T:(”Sl 732), V:k(_21 _21) (2.32)

Fiir den einfacheren Spezialfall m; = mo finden wir die Eigenfrequenzen aus

2k — mA —k

det(V = A\T) = ow’ L zk;_mA':O (2.33)
o (=2k +mAN)? —k? = 0~ =2k +m)\ = +k (2.34)
P R L (2.35)

m m

Die Eigen(winkel)frequenzen w; sind also

k k
wi = {\/—, wa=14/3—. (2.36)
m m

Das stimmt mit dem iiberein, was wir in MM bereits direkt durch Losung der gekoppelten
Bewegungsgleichungen mittels Exponentialansatz berechnet hatten. Die zugehotrigen
Normalmoden (Eigenmoden) a; finden wir als Eigenvektoren von V — A\, T, d.h.

(V- AT)ar=0~a, = ( ' ) L mu? (2.37)

(V—-—>2T)ag =0~ ay = ( _11 ) . ZUwWs . (2.38)

AUFGABE:

1. Bestimmen Sie fiir das obige Beispiel die Losung des Anfangswertproblems x(t =
0) = T10, :Cg(t = O) = 20, i‘l(t = 0) = V10, .fg(t = 0) = V20-

2. Bestimmen Sie mit der obigen Methode die Eigenfrequenzen und Normalmoden eines
linearen dreiatomigen ‘Federmodell-Molekiils’.

2.3 Normalmoden in periodischen Gittern

2.3.1 Normalmoden in d = 1: Die lineare Kette

Wir betrachten eine lineare Kette von N identischen Massepunkten der Masse M an
den Stellen x, = na, n = 1,2, ..., N. Die Auslenkung des n-ten Massepunktes sei durch


http://en.wikipedia.org/wiki/Normal_mode
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die Variable u,, beschrieben. Die harmonische potentielle Energie sei

N
1
U= QKZ_; [Un — Uns1]? (2.39)

wobei wir periodische Born-von Karman Randbedingungen,
Ul = UN+1 (2.40)
fordern. Die Bewegungsgleichungen sind
Miiy, = — K [2up — Up—1 — Up41] - (2.41)
Wir 16sen sie mit dem Ansatz
Uy (t) = celMha—ivt (2.42)

mit dem eindimensionalen Wellenvektor k, was durch Einsetzen zunéchst zu

w=w(k) = \/W - 2\/5 sin (;ka>

fithrt. Die Randbedingung liefert weiterhin
; l
ekt — 1 s ka=2r—, 1€ (2.44)

N

fithrt. Es gibt allerdings nur NV verschiedene Werte von k, die zu verschiedenen Lésungen
up(t) fithren, denn mit ka fithrt auch ka + 27, ka + 47 etc. auf dieselbe Losung. Wir
bezeichnen die Werte von £, die auf verschiedene Losungen fiihren, als k; mit dem Index
j € Z. Ublicherweise wihlt man die k; so, dass sie in der 1. Brillouin-Zone des reziproken
Gitters liegen, hier also dem Interval

, Dispersionsrelation (2.43)

Tk <
—<k<

S

, 1. Brillouin-Zone (2.45)

Die N Werte von k sind dann (wir nehmen N als gerade Zahl an)

27 (—N/2+j

k= — ~

> . j=1,2,..,N. (2.46)
a

Jeder dieser Wellenvektoren k; gehort zu einer entsprechenden Eigenfrequenz w; =
w(kj). Je groBer N, desto dichter liegen die verschiedenen kj-Werte und w;-Werte. Im
Limes N — oo erhilt man eine glatte Dispersionskurve w = w(k).

Jeder der Wellenvektoren k; gehort zu einer entsprechenden Eigenfrequenz w; =
w(k;). Es gibt also, wie es sein muss, eine Basis aus N linear unabhéngigen Normalm-
oden (Eigenmoden) mit je zwei linear unabhéngigen, reellen Lésungsvektoren uj, v;
mit Komponenten

(uj)n = cos(kjna — wjt), (vj)n = sin(kjna — w;t). (2.47)
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AUFGABEN:
1. Wir definieren die Zustandsdichte der Eigenfrequenzen in d = 1 als

1 N
vn(w) = 7 D 6w —wy)). (2.48)
j=1

mit L = Na der Linge des Systems. Berechne limy_, o vy (w).

2. Berechne die Eigenfrequenzen und Normalmoden der obigen linearen Kette direkt
durch Diagonalisierung der Matrix der potentiellen Energie in der Lagrangefunktion
(ohne Benutzung der Bewegungsgleichungen).

2.3.2 Normalmoden in Bravais-Gittern: die drei akustischen Zweige

(ASHCROFT/MERMIN) Wir betrachten jetzt Auslenkungen u(R) der Punkte R eines
Bravais-Gitters. Die potentielle Energie U in der Lagrange-Funktion L hat die Form
]‘ / /
U= 2l§u(R)D(R—R)u(R), (2.49)

wobei die Matrix D wegen der Translationsinvarianz des Gitters nur von der Differenz
der Gittervektoren abhéngt. Bei identischen Massen M lautet die Bewegungsgleichung
nun

Mu(R) =-> DR -R)u(R), (2.50)
~

die man wieder durch den Ansatz
u(R, 1) = ee’¥R-wt (2.51)

zu 16sen sucht, wobei € ein Polarisationsvektor ist, der die Schwingungsrichtung der
Normalmode angibt. Einsetzen ergibt
Mw?e = D(k)e
D(k) = > D(R)e ™R, dynamische Matrix . (2.52)
R

Wir fordern wieder periodische Born-von Karman Randbedingungen, die diesmal in
drei Raumrichtungen gehen,

u(R+ Nig;)) =u(R), NiNaNs=N, N;>1, (2.53)

wobei die N; die Anzahl der Verschiebungen in Richtung des Bravais-Gittervektors g; ist,
bevor man in i-Richtung periodisch schliesst, und N die Gesamtzahl der Gitterplatze. Die
moglichen k-Vektoren liegen deshalb in dem reziproken Gitter R’ des abstrakten 'Riesen-
Bravais-Gitters’ B, welches als ’Elementarzelle’ das gesamte endliche Grundgebiet, d.h.
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das von den Vektoren N;g; aufgespannte Parallelepiped enthélt. Die Basisvektoren von
R’ sind deshalb b;/N; mit den Basisvektoren b; des reziproken Gitters R, die moglichen
k-Vektoren haben also die Form

k=Y b, neZ (2.54)

i=1 " "

2

Die dynamische Matrix D(k) hat Symmetrieeigenschaften, die aus den Symmetrieeigen-
schaften von D(R) folgen: es gilt

DR -R/) = D'(R'-R), (2.55)

D(R) = D(—-R), Inversionssymmetrie von B (2.56)

Z D(R) = 0, Verschiebung aller Punkte von B (2.57)
R

Die erste Bedingung folgt durch Transponieren der potentiellen Energie U, Gl. ,
die zweite aus der Symmetrie von B gegeniiber Inversionen bzw. von U gegeniiber Ver-
tauschungen R — —R, u(R) - —u(—R), und die dritte durch Festlegung der Ener-
gienullpunktes so, dass triviale Verschiebungen des Gesamtkristalls u(R) = u = const
keine Energiednderung bewirken.

Entsprechend gilt fiir die dynamische Matrix D(k)

D(k) = D(—k) = D*(k) = DT (k). (2.58)

Deshalb ist D(k) reell und symmetrisch und hat fiir jedes feste k drei reelle Eigenwerte
mit einem Dreibein aus drei orthogonalen Eigenvektoren,

es(k)eg (k) = 05, 8,8 =1,2,3. (2.59)

Die entsprechenden drei Dispersionsrelationen wg(k) nennt man die drei akustischen
Zweige des Bravais-Gitters. Fiir kleine £ = |k| sind die ws(k) linear: das sehen wir,
indem wir die dynamische Matrix D (k) unter Ausnutzen von Gl. (2.55)) umschreiben als

D(k) = % g D(R) [e—“‘R + kR _ 2] =2 ; D(R) sin? <;kR>

—k;Dl(l;), Di(k) =) (kR)’D(R), k=

R

Aus Gl (2.52)) folgt dann, dass sich die Eigenfrequenzen fiir k¥ — 0 schreiben lassen als

o

%

o (2.60)

ws(k) = cs(k)k, Kk — 0. (2.61)

~

Die ¢,(k) werden als Schallgeschwindigkeiten der drei akustischen Zweige bezeichnet,

mikroskopisch ergeben sich ihre Werte aus den Eigenwerten der Matrix Dy (k), die von
der Richtung k im k-Raum abh&ngen.
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Schlielich fithrt man folgende Bezeichnung ein, falls das Dreibein der €5 so gewéhlt
werden kann (nicht immer mdoglich!)

€s(k)||k, longitudinale Mode (2.62)
es(k) L k, transversale Mode . (2.63)

In isotropen elastischen Medien in d = 3 gibt es eine longitudinale und zwei transversale
Moden.

2.3.3 Normalmoden in Gittern mit Basis: Die optischen Moden

Wir betrachten jetzt ein Bravais-Gitter mit einer Basis aus p > Ionen. Den Fall p = 2
und d = 1 (lineare Kette) haben wir bereits als AUFGABE diskutiert.

In d = 3 Dimensionen lduft alles im Wesentlichen analog zur Berechnung der Nor-
malmoden der akustischen Zweige. Insgesamt gibt es jetzt 3p Normalmoden.

Satz 8. Die Figenmoden eines Bravais-Gitter mit einer Basis aus p > Ionen in 3
Dimensionen bestehen aus 3 akustischen und 3(p — 1) optischen Zweigen, fiir deren
Dispersion bet k — O gilt

ws(k) = cs(k)k, k—0, akustische Zweige (2.64)
ws(k - 0) = ws(0) =const, optische Zweige . (2.65)

Die Analogie besteht hier zu Molekiilen aus p Atomen, die 3 Translations und 3(p—1)
Schwingungsfreiheitsgrade haben.

2.4 Quantisierung der Normalmoden: Phononen

Bei den hier betrachteten kleinen Schwingungen hatte die Hamiltonfunktion eines Sys-
tems mit f vibronischen Freiheitsgraden die Normalform Gl. (2.29)),

!
1 1
H=Y" (2133 + 2w§Q%> : (2.66)
=1

Die einzelnen Normalmoden entkoppeln also zu f unabhingigen, abstrakten linearen
harmonischen Oszillatoren. Diese Oszillatoren sind ’abstrakt’ in dem Sinn, dass jeder
Oszillator eine Normalmode @Q;(t) beschreibt, die eine kollektive Bewegung des Ge-
samtsystems der harmonisch gekoppelten echten physikalischen Massen m; darstellt. Die
abstrakten Oszillator-Koordinaten haben die physikalische Dimension kg'/? m, und in
der kinetischen Energie steht keine Masse.

Da @Q; und P; kanonisch konjugierte Variablen mit

{Qk, Pj} = ok; (2.67)
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sind, kénnen wir iiber das Korrespondenzprinzip sofort den zu H entsprechenden Ha-
miltonoperator hinschreiben, ndmlich

f
N 1 ~ 1 A
H= Ej —P? 4 —w?Q? 2.
mit
[Qk, Pj] = dyjih. (2.69)

Die moglichen Eigenwerte der Energie konnen wir sofort hinschreiben, denn wir kennen
ja die Frequenzen w; der einzelnen Oszillationen. Es gilt also

f

1

E=E(n,...nf) =Y hw, (ni+2). (2.70)
i=1

Durch Einfiithren von Auf- und Absteigeoperatoren gelangen wir zur Besetzungszahldar-
stellung,

S
.
Il

Wi 4 1 A .

—Q; + ——PFP;, Vi ht 2.71
”2th+ NeT %, Vernichter (2.71)
P Wis ot 5 s
a; = %Qj 5 ij, Erzeuger , [aj,a;] = k. (2.72)

Der Hamiltonoperator in Besetzungszahldarstellung ist

f f
Ho= =3 (8 ) (273)
=1 =1

N; = ala;, Besetzungszahloperator fiir Mode i. (2.74)

(2

Die Eigenzustdnde der Hamiltonians H; sind gegeben durch

) oy
i) = o (i 3 ) ) = o, .79

wobei |0); der Grundzustand von H; ist.

Definition Der Eigenzustand |n) eines harmonischen Oszillators mit Hamiltonian 7w (a'a + 1)
wird n-Phononen-Zustand genannt. Der Hilbertraum des Oszillators wird hierbei als
bosonischer Fockraum (vgl. QM II) aufgefasst. Der Zustand |n) entspricht in diesem
Teilchenbild dann einer Wellenfunktion mit n bosonischen Teilchen (Phononen).
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Man darf an dieser Stelle allerdings das Teilchenbild wirklich nur als anschauliches Bild
betrachten. Die n Bosonen haben z.B. nicht n mal die Masse des hier beschriebenen Oszil-
lators (der ja sowieso i.A. ein abstrakter Oszillator ohne Zuordnung zu einer bestimmten
konkreten, physikalischen Masse ist). Wie bei Photonen kommt man hier schnell in die
grundsétzliche Diskussion, was eigentlich ein Teilchen ist. Allerdings ist diese Diskussi-
on relativ irrelevant, zumindest wenn es im Folgenden um konkrete Anwendungen wie
die Thermodynamik des Festkorpers oder die Elektron-Phonon-Wechselwirkung in den
Transport- und optischen Eigenschaften geht.

Entsprechend der Zerlegung des Hamiltonians Hin f Einzel-Hamiltonians H; zerlegt
sich jetzt der Hilbertraum H des Gesamtsystems als

H=H1QOH® ... Hy. (2.76)
Die Eigenzustiinde von H sind nun Produktzustéinde (reine Tensoren) in H,

f[|n1,n2,...,nf> = E(ni,....nf)|ni,ng,...,ng) (2.77)
In1,n2,..,np) = |n1) @ [ng) @ ... ®|ny), (2.78)

mit je n; Phononen der Mode j.

In einem Bravais-Gitter haben wir jetzt statt des Summationsindex j den Wellenvek-
tor k und den Zweigindex s, der sowohl akustische als auch optische Moden beinhalten
moge. Dann schreibt sich der Hamiltonoperator ganz analog als

1
thonon = § hws(k) <aLsak,s + 2) (279)
k,s

2.5 Thermodynamik der Gitterschwingungen

2.5.1 Thermodynamik eines Oszillators

Ein spinloses Teilchen der Masse M im harmonischen (quadratischen) Potential 3 Mw?z?
in einer Dimension hat ein Energiespektrum

1
E, =hw <n+2> , n=0,1,2,.. (2.80)
mit genau einem Zustand |n) zu jedem n.

Die Thermodynamik erschliesst sich z.B. aus der freien Energie mittels der kanoni-
schen Zustandssumme,

-1 —Bhw(n+1/2) e~ P/
Foc = =12, Z=) e p (2.81)
n
hw
Fose = ? + 671 In (1 - eiﬁhw> . (2.82)
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Hier gibt es nur die Temperatur als Variable, das ‘Volumen’ V = L' ist von vorneherein
unendlich (man kann den Harmonischen Oszillator auch in einem endlichen Volumen
berechnen, das ist allerdings etwas schwieriger). Insbesondere kénnen wir aus der freien
FEnergie Grossen wir die spezifische Wiarme berechnen.

FEin interessanter Zusammenhang ergibt sich iiber die Einteilchenzustandsdichte

vi(e) = 0(e — hw) (2.83)

eines Bosonengases (Spin s = 0, sonst hitte man gsd(e — hw)) mit nur einem Energieni-
veau, hw, das natiirlich mit Bosonen beliebig oft besetzt werden kann und deshalb zum
grosskanonischen Potential

Qpos = 71 /deyl (e)In (1 - 6_5(5_“)) =6"tn (1 — e_ﬁ(h“’_“)> (2.84)

fithrt. Freie Energie und grosskanonisches Potential sind allgemein miteinander verkniipft
iiber die Legendre-Transformation

Q=F — puN, (2.85)

d.h. F' = Q fiir p = 0. Fiir den Oszillator zeigt der Vergeich

=0~ Foge = Qpos + (2.86)

-
Bis auf die konstante Nullpunktsenergie %"" erhélt man also in der Tat die Thermody-
namik des Oszillators aus einem Gas von Bosonen bei chemischem Potential Null. Der
1d Oszillator der Masse M ist also thermodynamisch dquivalent zu einem Gas von Bo-
sonen, die alle ein Energieniveau hw besetzen kénnen. n = 0 Bosonen entsprechen dem
Grundzustand, n > 0 Bosonen dem n-ten angeregtem Zustand des Oszillators. Diese
Bosonen sind insofern hier noch abstrakte Objekte, als dass ihnen hier in diesem Fall
noch keine Masse zugeordnet werden kann.

Eine weitere Abstraktion besteht in der Tatsache, dass in dieser Interpretation nun
selbst im abgeschlossenen System (kanonische Gesamtheit) keine Teilchenzahlerhal-
tung fiir die Bosonen gilt: es konnen ja alle Oszillatorzustinde |n) besetzt werden, ins-
besondere kénnen also bei Ubergiingen zwischen verschiedenen Zusténden |n) Bosonen
erzeugt oder vernichtet werden, wie es in der Quantenmechanik durch die Leiteropera-
toren a, a’ beschrieben wird

2.5.2 N Harmonische Oszillatoren

Die Thermodynamik erh&lt man hier in Analogie zum oben diskutierten Fall des ein-
fachen harmonischen Oszillators. Da die Oszillatoren unabhéingig sind, addieren sich
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einfach die freien Energien,

F =Y [h‘;l 48l (1 - e—ﬁfw’lﬂ (2.87)
l

_ / Voo () E +67 M (1- %)) (2.88)

> 6(e — huy). (2.89)
l

Vosc (5)

Hier hat man im letzten Schritt die Oszillator-Zustandsdichte v (¢) eingefiihrt.

Alternativ sind im Bosonenbild die Mikrozusténde av = {n;} durch die Angabe der
Bosonenzahlen n; gegeben. Der [-ten Oszillator hat die Einteilchenzustandsdichte v (¢) =
d(e — hwp) und trigt zum grosskanonischen Potential bei,

Q = 'Y m (1 - e_ﬂh“”> =571 / devoso(2) In (1 - e—ﬁs) (2.90)
l

Hier hat man wieder p = 0 zu setzen. Die Gl. l&sst im Bosonenbild zwei dquivalente
Interpretationen zu: man hat (1. Moglichkeit) fiir jede Normal-Mode [ eine Bosonensorte,
deren Bosonen das eine Niveau fuv; besetzen; oder (2. Moglichkeit) man hat nur eine Sorte
von Bosonen, die alle Niveaus hw; besetzen kénnen. E] Die zweite Interpretation erweist
sich als die giinstigere, da sie in ausgedehnten Systemen dann néher an ein Teilchenbild
fiir die Bosonen tiiber deren Dispersionsrelation w; und Zustandsdichte v(e) fiihrt.

Definition Die Bosonen harmonischer Oszillatoren (kleiner Schwingungen eines Sys-
tems von Massen) heissen Phononen.
2.5.3 Beispiele fiir Phononen-Dispersion

Fiir periodische Gitter erhélt man Dispersionsrelationen
w=uwr,k€R r=12 .n, (2.93)

in der Form von n, Dispersionszweigen, die z.B. in der Festkorpertheorie bestimmt
werden. Ein einfaches Modell fiir einen solchen Zweig ist das Modell von Debye fiir
akustische Phononen,

wier = ¢ k8(kp — [K]) (2.94)

! Fiir den Fockraum des Gesamtsystems werden diese zwei Alternativen durch

Ho= [T +1 +m1® ) = T[> w™ (2.91)
! l n

e U I

beschrieben.
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mit einem Debye-Wellenvektor kp, oberhalb dessen die Dispersion abgeschnitten wird.
Die Oszillator-Zustandsdichte in d = 3 Dimensionen wird damit

Vose(e) = Y 6(e — heylk])B(kp — |k]) (2.95)
k,r
— (2‘7:)347r2/dkk26(5 — lic,k)0(kp — k) (2.96)
T2
_ % S 20l —<) (2.97)

2.5.4 Spezifische Wirme

Wir gehen z.B. von der freien Energie aus, berechnen

F = /deuosc(s) [% +8 ' <1 - e—&)} (2.98)
= — 8£ — _8587’6 — _ _ —pe 65
S = <8T>V_ 95 0T dal/osc(a)[ 1n<1 e >+eﬁf—1]
U = F+TS=Uy+ /dsl/osc(e)eﬁf_l (2.99)
€
= Ug+/dsuosc(e)sn3(s), Uy = /dez/osc(s)2. (2.100)

Der letzte Ausdruck fiir die innere Energie ist besonders anschaulich; hier steht natiirlich
die Boseverteilung np(e) = 6557171 mit chemischem Potential Null. Der Ausdruck fiir die
innere Energie,

e

) (2.101)

U=Uy+ / devogse (€)
0

ist ein guter Ausgangspunkt fiir Entwicklungen bei tiefen und hohen Temperaturen 7.
Insbesondere hat man ja Cy = g—g. Wir nehmen nun eine generische Oszillatorzustands-
dichte vosc(€), d.h. ein allgemeines Modell

Vosc(€) = ?(;)71“ <§) (2.102)

fe(z) = e, exponentieller cut-off (2.103)
fe(x) = 6(1—=x), harter cut-off . (2.104)

AUFGABE: Uberpriife die Dimensionen (zeige, dass a dimensionslos ist).
Man hat natiirlich nur ein einziges Integral zu berechnen, nédmlich

x'y+1fc(x)

W. (2.105)

U:U0+aec/ dx
0
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Fiir tiefe Temperaturen fe. > 1 bekommt man

knT Y+2  roo ~+1
U = [y=pex]= Uo—i—oz&‘c( B ) / ay T IeWIBE) g 106y
Ec 0 ey —1
knT Y+2 oo y+1
— Uo—i—aac( B ) / dy Y (2.107)
Eec 0 ey —1
knT Y+2
= U, +asCF(’y+2)C(’y+2)< f ) . (2.108)
C
Hier benutzen wir
00 xa—l
/ dr— = MNa)((a), Ra>1 (2.109)
e p—
0 o0
INa) = / dre ®z*"!,  Gamma-Funktion (2.110)
0
o0
1 . .
((a) = Z—a, Riemannsche Zeta-Funktion , (2.111)
n
n=1
es sollte also (o = v + 2) gelten
v > -1 (2.112)

Die spezifische Wérme fiir tiefe Temperaturen bekommt man jetzt einfach durch Diffe-
rentiation,

kT
€c

v+1
Cy =~ akpec(v+ 2)T(v+2)¢(v + 2) ( > . kBT < ec. (2.113)

Fiir das Debye-Modell akustischer Phononen hat man
~v =2, Debye-Modell akustischer Phononen in d = 3 , (2.114)

und es folgt das berithmte 73-Gesetz der spezifischen Wirme des Festkorpers,

Cy o« T3, Spezifische Wirme (Phononen, tiefe T'). (2.115)

2.5.5 Hochtemperatur-Limes

Wir betrachten jetzt den Fall hoher Temperaturen, und zwar wiederum fiir ein Oszilla-
torsystem mit Zustandsdichte

Vosc(e) = Y _ (e — huy). (2.116)
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Hierbei ist die erzeugende Funktion der Bernoulli-Polynome von Nutzen:

xe*” > z"
1 = ZB"(Z)H (2.117)
n=0
T > x" .
7 = z;) By—r, Bn= B,(0), Bernoulli-Zahlen . (2.118)
n—=

Das konnen wir namlich in den Ausdruck fiir die innere Energie U einsetzen,

o0 €
U = U[) +/0 deVOSC(S)e,Bsi_l (2119)
= Up+p7" / devosc(€) Z B, (57;) (2.120)
0 n=0 ’
> B, <V0sc>n /OO
= T — osc)n = osC n. 2.121
UO + kB HZZO n! (kBT)n’ <U > 0 dev, (5)5 ( )

Hierbei ist (Vosc)n das n-te Moment der Oszillator-Zustandsdichte, und die Bernoulli-
Zahlen sind

By=1, By=-=, By=2,.. (2.122)

(allerdings werden die B,, fiir grosse n sehr gross).
Fiir hohe Temperaturen gilt also

o J

U = kT {Vosc)o+O(1) = k;BT/ de > 5(e — hwy) + O(1) (2.123)
0 =1

= JxkgT+ O(1), Gleichverteilungssatz , (2.124)

wobei J die Anzahl der verallgemeinerten kanonischen Koordinaten (Freiheitsgrade) des
Systems ist. Im klassischen Limes entfillt somit auf jeden Oszillatorfreiheitsgrad eine
Energie kT (Gleichverteilungssatz). Entsprechend wird die spezifische Warme konstant,

Cy = Jxkp+0O(T™?). (2.125)

2.5.6 Photonen

Photonen sind ebenfalls Bosonen. Im Gegensatz zu den oben diskutierten Phononen kann
man sich jetzt nicht mehr auf ein zugrunde liegendes System aus ‘wirklichen’ schwingen-
den Massen zuriickziehen (‘Athertheorie’) - die moderne Physik begreift Photonen als
diejenigen bosonischen Teilchen, die automatisch durch die Quantisierung des Eichfel-
des (d.h., des elektromagnetischen Feldes) auftreten. Das Eichfeld erscheint zusammen
mit den Maxwell-Gleichungen wegen der Forderung nach lokaler Eichinvarianz in der
quantenmechanisch relativistisch konsistenten Beschreibung geladener Teilchen durch
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die Dirac-Gleichung. Die Photonen als Quanten des elektromagnetischen Feldes ver-
mitteln dann in diesem Bild als Bosonen die Wechselwirkung zwischen den massiven
Objekten, d.h. den Fermionen (Elektronen, Positronen). Insofern hat man doch wieder
eine Analogie zu den Phononen, die ja gewissermassen durch die Wechselwirkung von N
Massen ins Spiel gekommen sind.

Photonen haben die Masse Null, Spin § = 1, aber nur zwei transversale ‘Spin’-
Komponenten, d.h. Polarisationsrichtungen. Im Vakuum hat man eine lineare Dispersi-
onsrelation,

wk = c|k|, ¢ Lichtgeschwindigkeit. (2.126)

Diesmal gibt es keinen cut-off, die Einteilchenzustandsdichte im bosonischen Bild ist
deshalb

14 2
n(e) = 2§k:a<g - s = 275 sy / dkk25(= — hek) (2.127)
Vi e .
= WE , €>0, Vakuum, drei Dimensionen. (2.128)
c)3m

Wir betrachten jetzt Photonen im thermischen Gleichgewicht bei Temperatur T als
Modell fiir die Hohlraumstrahlung, deren Untersuchung zur Entdeckung der Quan-
tenmechanik durch Planck fithrte. Die innere Energie ist

U = / Y den(e) = = —V(hy) / R (2.129)
o NWehe —1 7 (hepPm2 P 0 et —1 )
= (710)‘/:37r2r(4)C(4)(kBT)4’ Stefan-Boltzmann-Gesetz. (2.130)

Die spektrale Energiedichte u(w,T") der Hohlraumstrahlung ist i.W. der Integrand
in U,
hwd 1

= ——— 2.131
) 32 ebhw — 1 ( )

U= V/ dwu(w,T), uw(w,T
0

Fiir kleine w, hw < kT erhidlt man den klassischen Grenzfall (das Rayleigh-Jeans-
Gesetz), im umgekehrten Fall die Wiensche Strahlungsformel. Der klassische Grenzfall
(langwellige Strahlung bei hohen Temperaturen) fithrte mit den Prézisionsexperimenten
an der PTR um 1900 zur Entdeckung der Quantenmechanik (vgl. QM-Skript BRAN-

DES) !
Der Zusammenhang zwischen Druck und Energiedichte ist ebenfalls einfach:
1
pV = 3 devi(e)In [1 - 67’6(6)] (2.132)
_ / de ( / dEul(E)> np(e) (2.133)
0 0
1 1
= /d€3l/1(5)8n3(€) = §U (2.134)
1
yp = LU (2.135)

3V
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2.6 Van—Hove-Singularitdten

Wir betrachten noch einmal die Oszillator-Zustandsdichte vosc(e) = Y, 6(e — hwy) und
gehen jetzt von einer Dispersionsrelation w(k) mit d-dimensionalen Wellenvektoren k
aus, d.h. [ = k und

v(e) = égé(s—hw(k)). (2.136)

Hierbei sind wir wieder von einem endlichen Gitter mit Volumen V ausgegangen, auf das
hier normiert wird. Wir haben zunéchst endlich viele Wellenvektoren k in der Brillouin-
Zone, iiber die die Summe ausgefiihrt wird. Im Grenzfall V' — oo geht die Summe dann
in ein d-dimensionales Integral {iber, und zwar nach der Vorschrift (SKRIPT QUAN-
TENMECHANIK)

1 1
N — [ dk. . 2.1
VEk: —>(2ﬂ>d/d . Vo oo (2.137)

Die Funktion w(k) hat im Allgemeinen Extremalpunkte wie Minima, Maxima oder Sat-
telpunkte. Die Existenz dieser Extremalpunkte kann zu Nicht-Analytizitdten (Singula-
ritdten) in der Zustandsdichte v(¢) fithren, die als van-Hove-Singularitéten bezeichnet
werden Pl

Um diesen Zusammenhang darzustellen, benétigen wir folgende Integrationsformel
fiir die Delta-Funktion bei Integration iiber mehrere Variablen (WIKIPEDIA-Artikel zur
Delta-Funktion, phinomenologische Herleitung in Ashcroft-Mermin):

f(x)
~1(0) [Vg(x)|

f(x)o(g(x))dx = / do(x). (2.138)
Rd g

Hierbei sind f und ¢ Funktionen R¢ — R und das Integral auf der rechten Seite erstreckt
sich iiber die d — 1-dimensionale Fliche, die durch die Bedingung g(x) = 0 definiert wird.
In unserem Kontext bedeutet das nun
1

1 1
6) = e | e =100 = o | WSy (2159

wobei das Integral auf der rechten Seite {iber die durch w = w(k) definierte Fliche S in
der ersten Brillouin-Zone lauft.

Weil nun im Allgemeinen die Funktion w(k) beschrénkt und im gesamten k-Raum
periodisch ist, muss sie irgendwo Minima sowie Maxima haben, wo dann Vw(k) ver-
schwindet und der Integrand divergiert. Je nach der Dimension d fithrt das zu Nicht-
analytizitdten unterschiedlicher Stérke (BEISPIELAUFGABEN) in der phononischen
Zustandsdichte. Ganz dhnliches kann in elektronischen Zustandsdichten an bestimmten
Stellen der Bandstruktur e(k) auftreten. ﬂ

2 L. van Hove, Phys. Rev. 89, 1189 (1953).

3 In jiingster Zeit werden diese Arten von Nichtanalytizitéten nicht nur in Festkorpern, sondern auch
in bestimmten Vieltteilchensystemen als ‘excited state quantum phase transitions’ (ESQPT) diskutiert,
siehe M. A. Caprio, P. Cejnar, F. Iachello, Ann. Phys. 323 (2008) 1106.



3. FESTKORPER ALS ELASTISCHE MEDIEN

Hiufig ist es vorteilhaft, die Gitterstruktur des Festkorper zu vernachldssigen und ihn
als homogenes elastisches Medium aufzufassen.

3.1 Feldtheorie der Gitterschwingungen

3.1.1 Das Verschiebungsfeld (displacement field)

In der Elastizitéitstheorie ersetzt man dann die Auslenkungen u(R) an den diskreten
Bravais-Gitterpunkten R durch ein Auslenkungsfeld (Verschiebungsfeld) mit kontinuier-
licher Ortsvariable r € R3,

u(R) — u(r), Verschiebungsfeld , (3.1)

Die kinetische Energie im Bravais-Gitter 1&8t sich schreiben als
1 ) 1 )
T=3 %: M(R)*(R) = 5 /dr%: M(R)§(R — r)u’(r) (3.2)

Hierin ersetzen wir nun die 'gekoérnte’ Massendichte pj(r) durch eine konstante, mittlere
Massendichte pps des Mediums,

par(r) = 3" M(R)S(R —1) = par, (3.3)
R
und wir erhalten dementsprechend fiir die kinetische Energie
1 9
T= 5PM dru“(r). (3.4)

3.1.2 Potentielle Energie und Verzerrungstensor (strain tensor)

Die potentielle Energie U ist im Bravais-Gitter durch die Doppelsumme Gl. ge-
geben, U = Y pr/ u(R)D(R — R')u(R’), was ein entsprechendes Doppelintegral im
kontinuierlichen Fall bedeuten wiirde. Allerdings ist GI. noch etwas zu allgemein.
Im Bravais-Gitter sind z.B. iiblicherweise nur benachbarte oder iibernéichste Nachbarn
(MADELUNG I) miteinander gekoppelt. In der linearen Kette hatten wir GI. ,
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U= 3K SN [un — tny1]? Die Differenz u, — uny1 legt nahe, dass nur (erste) Ab-
leitungen von u in den Ausdruck fiir die potentielle Energie des elastischen Mediums
eingehen sollten. Wir schreiben die Matrix der ersten Ableitungen von u als

— =& +wij, Eij = 5 ( + ) . Wij 5 <8rj (‘3m> . (3.5)

87’]' 87“]’ 8Ti
Die Volumeniénderung eines kleinen Quaders @Q(r) um den Punkt r mit Seitenflichen A
(Normale df )ist (kartesische Koordinaten)

EL%A u(r)df = div u(r) = Tr e(r). (3.6)

Die Spur des Verzerrungstensors

o 1 8ul 4 811,]‘
=9\ o

> ,  Verzerrungstensor (3.7)

beschreibt deshalb eine Volumenéinderung des Mediums, sie ist unabhéngig vom Koor-
dinatensystem. Andererseits hat der antisymmetrische Tensor w;; Spur Null. Fiir die
potentielle Energie, die nur von der Volumenédnderung des Mediums abhéngen soll, set-
zen wir deshalb

U= U[é‘ij] (38)

an. Weiterhin wollen wir bei der harmonischen Ndherung kleiner Verschiebungen bleiben,
U soll also héchstens quadratisch von den €;; abhéingen.

Die grofite Einschrénkung kommt nun, wenn wir uns auf ein isotropes Medium be-
schriinken, dass in alle Raumrichtungen vollig gleich aussieht. Aus dem symmetrisch
Tensor lassen sich dann zwei unabhiingige, quadratische Skalare bilden, z.B. [Tr £(r)]?
und Zij 5%: Diese Grofien sind vollig unabhéngig von der Wahl der Basis, d.h. beim
Ubergang €ij — sgj = z‘kfklUlTj durch eine Rotation U &ndern sie sich nicht, wie es fiir
einen isotropen Koérper der Fall sein sollte.

FRAGE: Warum gibt es (in d = 3) nur zwei solcher unabhiingigen Grofien.

Die potentielle Energie ist dann die Summe aus Termen, die hierzu proportional sind,

1
U = 5 Z ()\LEii(I‘>€jj(I‘) + 2/AL612]-) (3.9)
]
mit den Lamé-Konstanten Ay und pr, die mit den zwei Schallgeschwindigkeiten des
Mediums (longitudinal und transversal, s.u.) zusammenhéngen.

3.1.3 Lagrange-Funktion
Wir schreiben nun die Lagrange-Funktion L als

1

L= /drﬁ, L= %pMiP(r) —5 Z (Areii(r)ej;(r) + 2,uL5?j) (3.10)

ij
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Hierbei ist die Lagrange-Dichte £ ein Funktional des Verzerrungstensors, also ein
Funktional der Ableitungen von u.

Die Euler-Lagrange Bewegungsgleichungen erhalten wir durch Minimieren des Wir-
kungsfunktionals

J[u] = /dt/dgrﬁ(Vul(x),Vug(x),Vug(x)), x = (t,r), (3.11)

wobei wir eine kompakte Vierervektoren-Schreibweise benutzen. Den Umgang mit diesem
Fall hatten wir in der Mechanik kennengelernt (SKRIPT 2008), wir fiigen das Kapitel
hier als Referenz ein:

3.1.4 Einschub: Funktionale und Variationsableitungen

Wir definieren das zunéchst relativ allgemein (VOGELSANG, VL Gottingen 1988), um
z.B. spéter auch die Maxwell- Gleichungen oder die Schrédinger-Gleichung aus einem Va-
riationsprinzip herleiten zu kénnen: Statt einer Funktion f(z) betrachten wir allgemeiner
vektorwertige Funktionen u(x), d.h. m Funktionen (uj(x),..., Un(x)) mit u; : R — R
(sprechen aber trotzdem noch salopp von ‘Funktion’). Statt der Integration iiber das In-
terval [z1, x2] haben wir nun eine Integration iiber ein Gebiet 2 € R"™, wobei das Integral
so aussieht:

J[u]E/Qd”XF(X,ul(x),...,um(x),Vul(x),...,Vum(x)) (3.12)

mit einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion F' als Integrand und einmal stetig
differenzierbarem u(x). Das Integral J[u] wird als Funktional aufgefafit: jeder Funktion
u(x) wird eine reelle Zahl J[u] zugeordnet.

Definition Das Argument u(x) werde ein wenig variiert, d.h. u(x) — u(x) +eh(x) mit
€ >0 und h(x) = (h1(x), ..., hyn(x)). Dann heifit

6.Julh] = iJ[u+sh] _ Jiy S0t eh] — J[u]

1
de e—g 0 € (3:13)

die 1. Variation von J im Punkt u in Richtung h(x).

Grob hat man folgende Analogie (vgl MM zur Richtungsableitung):
Funktion f(x) | Funktional J[u]
Punkt x ist ein Vektor € R" | Punkt u ist eine Funktion
Gradient V f(x) (als lineares Funktional) | 1. Variation d.J, (als lineares Funktional)
Richtungsableitung vV f(x) in Richtung v | 1. Variation §Jy[h] in Richtung h.

Definition Die Funktion u(x) heifit stationdrer Punkt des Funktionals J[u|, wenn
dJulh] = 0 fir alle h(x), die auf dem Rand des Gebiets € verschwinden.
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Im obigen Brachistochronen-Problem entspricht das Verschwinden auf dem Rand gerade
der Bedingung f(x1) = y1 und f(z2) = yo, d.h. die gesuchte Kurve muss durch die zwei
Punkte P; und P, gehen (SKIZZE).

Satz 9. Ein stationdrer Punkt u(x) des Funktionals J[u] geniigt den Euler-Lagrange-
Gleichungen

= 0, U | = (3.14)

oxy,

Im Spezialfall n = 1, wo also u(x) = u(t) eine einparametrige Kurve im R™ ist,
lauten die Euler-Lagrange-Gleichungen

doF _OoF _

dt Oty ouq

d9F oF o

S22 = 1= —. 1
dt 91,y Ouy, 0, =5 (3.15)

Beweis: wir betrachten zunéchst m = 1, d.h. u(x) = ui(x),

d
0 = —Jui+¢ehi] d”xF(x u1 + eh1, Vuy +eVhy)
de =0 dE e=0

B o "~ OF Oh
N /Qd X <8U1 hl Z 8U1’k a$k>

F F
= / d"x (gul - Z (8?%3{21 k)) hi, part. Int., h; = 0 auf dem Ran(B.16)
@ k=1 ’

Da das fiir beliebige hj(x) gelten muss, folgt

n

oF 0 OF
o (5507 = (317

Fiir m > 0 geht das entsprechend, nur hat man da eine Summe iiber die m verschiedenen
hi, und es folgen die Euler-Lagrange-Gleichungen Gl. (3.14). Ende des Beweises.

Die hier vorgestellten Ableitungen sind Teil der Variationsrechnung in der Mathe-
matik.
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3.1.5 Bewegungsgleichung des elastischen Mediums

Jetzt wenden wir Gl. (3.14) mit F' = £ sowie d = 4, x1 = t, x9 = r1, T3 = 19, T4 = T3
an. Dann erhalten wir die Bewegungsgleichung

9 oL oL
Z —

— Ovg Qupmp  Oum =0 (3.18)
d 3 Um,
Wdt;ufn ;;ﬁaii—;jn =0, m=1,23, um,jzaarj. (3.19)
Ausfithren der Ableitungen liefert (AUFGABE)
9
pariiy(r) = Z_; 87jakj(r) (3.20)
oi(r) = ;\Ldivu(r)ékj + 2ureg;i(r), Spannungstensor (3.21)

Durch Einfiihren zweier Schallgeschwindigkeiten kénnen wir das als eine Wellengleichung
schreiben (AUFGABE),

i(r,t) = clAu(r,t)+ (7 — )V (Vu(r,t)) (3.22)
¢ = £, transversale Schallgeschwindigkeit (3.23)
PM
AL +2
= M, longitudinale Schallgeschwindigkeit . (3.24)
PM

Wir 16sen die Wellengleichung zunéichst fiir den einfachsten Fall des unendlich ausge-
dehnten Festkorpers, in dem Randbedingungen keine Rolle spielen. Als Ansatz schreiben
wir fiir das Auslenkungsfeld einer ebenen Welle in z-Richtung

0
u(r,t) = 0 | e ==t longitudinal (3.25)
1
~ VVY = gradike'™ 90 — _g2u(r,t), Awl(r,t) = —k*u(r,t)
s —w? = =k (F = D)~ w = k. (3.26)

Bei der longitudinalen Welle ist die mit der Welle verbundene Auslenkung u der Vo-
lumenelemente parallel zur Ausbreitungsrichtung: Es erfolgen periodische Kompressio-
nen/Depressionen, man spricht deshalb auch von Kompressionswellen.

Im Gegensatz dazu gilt fiir eine transversale Welle, z.B.

0
w(r,t) = 1 | =9 transversal (3.27)
0
~ VVu, = grad0 =0, Auw(r,t) = —k?u(r,t)
v —w? = =k s w = k. (3.28)
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Bei der transversalen Welle ist die mit der Welle verbundene Auslenkung u der Volumen-
elemente senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Das Volumen &ndert sich hierbei wegen
div u(r, t) = 0 nicht. Man spricht auch von Scherwellen.

Wir erkennen weiterhin, dass die beiden Schallgeschwindigkeiten ¢; und ¢; zu Recht
als longitudinale Schallgeschwindigkeiten ¢; und transversale Schallgeschwin-
digkeiten c¢; bezeichnet werden konnen.

3.1.6 Der Spannungstensor

(LANDAU VII)

Definition Der Spannungstensor oy;(r) beschreibt die Kraftkomponente in k-Richtung
pro Flichenelement mit nach auflen gerichtetem Normalenvektor n; in kartesischer Rich-
tung j eines infinitesimalen Volumen @ um den Punkt r.

Es gilt also z.B

fo , Normalkraft auf die Fliche mit n,
Oy , y-Komponente der Scherkraft auf die Fliche mit n,
o ,  xz-Komponente der Scherkraft auf die Fliche mit n, .

Wir iiberpriifen, dass diese Definition mit der Bewegungsgleichung pariix = Z?:l a%jgkj
fiir den isotropen Korper in Einklang steht: die linke Seite ist die Kraftdichte in k-
Richtung, die iiber das kleine Volumen V integriert gerade die Kraft auf dieses Volumen
in k-Richtung ergibt,

3
F, = / drppriiy = Z%akjdnj, Gaussscher Integralsatz . (3.29)
v -
7j=1

Fy, ist also die Summe der k-Komponenten aller Kréfte auf die Oberfliche von V.

Wir haben hier also den Kraftbegriff, der in der Newtonschen Mechanik zunéchst fiir
Punktmassen definiert wurde, auf ausgedehnte Korper erweitert. Entscheidend ist die
Benutzung von Oberfidchen, iiber die die Kréfte angreifen und die insgesamt zu einer
Gesamtkraft auf das (kleine) Volumen resultieren, das den Massenpunkt ersetzt.

Es gelten weitere Eigenschaften des Spannungstensors (LANDAU VII):

Oik = Oki, Symmetrie (3.30)

o = —pdir, bel hydrostatischer Kompression mit Druck p (3.31)

3
0
0 = g 0, Korper im Gleichgewicht. (3.32)
=1 a’l“j
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3.2 Akustische Normalmoden in eingeschrankten Geometrien: die diinne
Platte

In eingeschrinkten Geometrien spielen die Randbedingungen eine entscheidende Rolle.
Wir wissen aus anderen Bereichen der Physik, dass dann 'Quantisierungseffekte’ auftre-
ten konnen: Wellenvektoren nehmen z.B. nur diskrete Werte an.

Die Randbedingungen im elastischen Medium werden iiber den Spannungstensor
definiert. Wir betrachen eine in der y-z-Ebene unendlich ausgedehnte Platte, die in z-
Richtung zwischen x = +b liege. Auf beiden Plattenoberflichen sollen die Normal- und
Scherkrifte verschwinden (freie Oberfliche zum Vakuum). Dann lauten die Randbedin-
gungen an das Verschiebungsfeld u(r)

Oug
Ooe = 0=AVu+2ur 67;, x = +b (3.33)
ou ou
o (e %), @ (3.34)
Oou, Ouy
= 0= .,z =+b. .
o 0 ML<8x+8z> T b (3.35)

Die Form dieser Randbedingungen fiihren dazu, dass elastische Randwert-Probleme i.A.
viel schwieriger als die entsprechenden Randwert-Probleme der Elektrodynamik oder der
elementaren Quantenmechanik ("Teilchen im Kasten’) zu 16sen sind.

3.2.1 Scherwellen in diinnen Platten

In Analogie zu Gl machen wir einen Ansatz fiir Scherwellen in der Platte, die in
z-Richtung laufen und ein Verschiebungsfeld in y-Richtung haben. Wir kénnen uns hier
die Platte als einen Stapel Papier der Dicke 2b in z-Richtung vorstellen. Die einzelnen
Blatter werden in y-Richtung gegeneinander verschoben,

u(r,t) = v(z) | etkzeh), (3.36)

Die Scherung héngt von der Position x innerhalb der Platte ab, und natiirlich periodisch
von z, da die Welle ja in z-Richtung lduft. Einsetzen in die Wellengleichung Gl. (3.22)
liefert zunéchst

—w?v(z) = [-k*v(z)+0"(2)] (3.37)

denn es gilt wieder div u = 0: die Welle hat ja keinen longitudinalen Anteil. Die so
erhaltenen DGL fiir v(x) ist zweiter Ordnung; sie hat bekanntermassen die zwei linear
unabhéngigen Fundamentallésungen

v(x) o singr, v(z) o cosqr ~ w? = c(k* + ¢°). (3.38)



3. Festkorper als elastische Medien 35

Die moglichen Werte von ¢ sind allerdings durch die Randbedingung Gl. (3.33]) einge-
schrinkt, die hier einfach v'(£b) = 0 lautet.

™

v(z) o sinqz ~ cos(gh) =0~ ¢ = g, = 5 "= 1,3,5,...
v(x) x cosqr ~ sin(gh) =0~ ¢ =qp, = %, n=20,24,.. (3.39)

Entsprechend haben wir fiir Scherwellen also die zwei Fundamentallésungen

0
uy(r,t) = singpr | e®rwnt) =135, ... (3.40)
0

0
uy(r,t) = COS qnT
0

Wi o= EE+ ). (3.42)

n

6i(kz_wnt)7 n = 07 27 4? (341)

Die Dispersionsrelation w = wy (k) = ¢i\/k? 4 g2 besteht jetzt aus unendlich vielen
Zweigen: Fiir jeden festen Wellenvektor k in Ausbreitungsrichtung der Welle gibt es
nicht nur ein oder zwei, sondern unendlich viele diskrete Eigenwerte wy (k) mit den
zugehorigen Eigenmoden (Fundamentallosungen).

3.2.2 Lamb-Wellen in diinnen Platten

Neben den Scherwellen GI. gibt es in diinnen Platten noch zwei weitere Familien
von Normalmoden, die allerdings wesentlich komplizierter zu berechnen sind. Wiederum
gibt es in z-Richtung ’stehende’ Wellen, allerdings mit zwei Sorten von Wellenvektoren:
q; und ¢, die aus einem longitudinalen und einem transversalen Anteil stammen. Die
Lamb-Wellen haben die Form

u(r,t) = etkz—wn(k)t) (3.43)

u(x)
0
w(x)
wobei die u(z) und w(z) Kombinationen von Sinus und Cosinus-Funktionen sind,

—aq; sin qqx — idk sin ¢;x
'L'l])ehnung (I” t) — 0 el(szw'n,(k’)t) (3.44)
dgs cos qix + iak cos qx
bq; cos q;x — ick cos qix
UBiegung (I‘, t) = 0 Bl(kziw"(k)t) (345)
—cqq sin qex + bk sin qjx

wa(k) = (K +qi) =t (k* + qip), (3.46)
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wobei ¢, und ¢, die diskreten Losungen von

tan ;b Wan 1" 5, Jeigh Lamb-Gleich (3.47)
=— ayleigh-Lamb-Gleichungen .
tan ¢;b (k2 —g?)2| e &
mit @ = 1 fiir die Dehnungsmoden und o = —1 fiir die Biegungsmoden sind. Die

Rayleigh-Lamb-Gleichungen sind zusammen mit der Bedingung c?(k? + q?n) = 012(/’62 +
qlzn) ein nichtlineares Gleichungssystem, das numerisch gelést werden muss.

" Man erkennt an Gl folgendes: Auslenkungen geschehen sowohl senkrecht zur
Platte als auch in Ausbreitungsrichtung (parallel zur Platte). Bei Dehnungswellen
(symmetrischen Lamb-Wellen) ist u(z) = u(—=z), d.h. beide Seiten der Platte bewegen
sich gleichzeitig von der Plattenmitte weg (oder auf diese zu). Bei Biegewellen (an-
tisymmetrischen Lamb-Wellen) gilt u(z) = —u(—=z), und beide Plattenseiten bewegen
sich gleichzeitig nach oben oder nach unten.

Lambwellen werden bei der Ultraschalluntersuchung von Strukturen mit diinnen
Winden eingesetzt (Flugzeuge etc.)

3.3 Aktuelle Anwendungen: Nano-elektromechanische Systeme (NEMS)
und opto-mechanische Systeme (OMS)

In NEMS bzw OMS werden einzelne mechanische Schwingungsfreiheitsgrade, d.h. im
Idealfall eine einzelne Normalmode eines schwingenden Mediums, durch ihre Wechsel-
wirkung mit Elektronen (NEMS) bzw. mit Photonen (OMS) untersucht. So werden
z.B. in OMS Fabry-Perot-Kavitéiten verwendet, deren eines Ende durch einen miniatu-
risierten, freischwingenden Spiegel gegeben ist, vgl. Fig. . Dadurch soll eine hohe
Sensitivitdt auf den Lichtdruck einzelner Photonen erreicht werden, und es entsteht ein
Wechselspiel zwischen den Schwingungen eines quantenmechanischen Oszillators (der
Phononen der Normalmode) und den Schwingungen des Lichtes in der Kavitét, d.h. den
Kavitidts-Photonen.

Andererseits werden z.B. in NEMS winzige Resonatoren so konstruiert, dass sie auf
einzelnen Elektronen in Qubits mit einer Auslenkung reagieren. Dadurch erhilt man
eine gekoppelte Dynamik des Oszillators und des Qubits, die interessante Eigenschaften
aufweist. Eines der Ziele hierbei ist auszutesten, wie gut man eine Messung einer Ortsko-
ordinate (des Resonators mit Frequenz w) iiberhaupt durchfithren kann, wenn bei tiefen
Temperaturen kT < hw die quantenmechanische Unschérferelation wichtig wird.

Mehr Informationen finden sich auf den Seiten der entsprechenden Forschergruppen,
z.B. http:/ /www.kschwabresearch.com/
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Fig. 3.1: Links: 'Demonstration of an ultracold micro-optomechanical oscillator in a cryogenic
cavity,” Simon Groblacher, Jared B. Hertzberg, Michael R. Vanner, Garret D. Cole,
Sylvain Gigan, K.C. Schwab, Markus Aspelmeyer, Nature Physics 5, 485 (2009); Rechts:
"Nanomechanical measurements of a superconducting qubit,” M.D. LaHaye, J. Suh,
P.M. Echternach, K.C. Schwab, M.L. Roukes, Nature 459, 960 (2009.)



4. ELEKTRONEN IN PERIODISCHEN
POTENTIALEN

Wir betrachten im folgenden Elektronen im Festkorper und vernachléssigen hier zunéchst
die Wechselwirkung der Elektronen untereinander (Einteilchenbild). Der wichtigste Ein-
fluss des Kristallgitters ist das periodische rdumliche Potential der Ionen, das uns iiber
das Blochsche Theorem zur Bandstruktur fithrt. Daran anschliessend diskutieren wir
zeitlich periodische Felder, in denen analog zum Bloch-Theorem das Floquet-Theorem
die Grundlage fiir eine Beschreibung von Elektronen in starken Wechselfeldern z.B. in
der Quantenoptik liefert.

4.1 Das Bloch-Theorem

Wir betrachten ein Bravaisgitter B mit Gittervektoren R und die stationéire Einteilchen-
Schrodingergleichung (ohne Spin) fiir ein periodisches Potential V (r),

H(r) = —%A\P(r) FVE)U(r) = EU(r), V(r)=V(E+R), ReB, (4.1)

wobei wir i = 1 setzen. B nehmen wir zunéchst als unendlich grofl an, spéter diskutieren
wir wieder periodische Randbedingungen eines endlichen Gitters. Dann gilt folgendes
Theorem:

Satz 10 (Bloch-Theorem). Die Eigenfunktionen ¥(r) von GI. kénnen nach
Vektoren k des k-Raums klassifiziert werden, so dass gilt

Uy (r+R) =X R (r), ReB. (4.2)

Die Eigenfunktionen Uy (r) heifien Bloch-Funktionen, und die e’*® sind Eigenwerte
des Translationsoperator Tg mit T f(r) = f(r + R), der Funktionen f um Gitter-
vektoren verschiebt.

Zum Beweis: Es gilt zunéchst

so dass alle Tg und H vertauschen und daher ein gemeinsames Eigenfunktionssystem
besitzen (siche QM-Skript),

HU = BV, Tr¥ = c(R)T. (4.4)
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Fiir die Koeffizienten ¢(R) gilt dabei (Hintereinanderschaltung zweier Translationen)
c((R+R) =c(R)c(R). (4.5)

Aus dieser Funktionalgleichung folgt nun die Darstellung c(R) = ¢’*R: Wir schreiben
fiir die Basisvektoren g; von B die entsprechenden c¢(R) als

og) = e (R - Zma) = e, (4.6
l

was genau durch

k=) b, cR)=c*R (4.7)
I

mit den Basisvektoren des reziproken Gitters R von B erfiillt wird wegen g;b; = 2md;;.
Ende des Beweises. Zur Diskussion:

e Der Beweis geht so nur fiir nicht-entartete Eigenwerte £ von H. Fiir entartete £
siehe z.B. MADELUNG 1.

e Eine erste Folgerung aus dem Blochtheorem ist die Konstanz der W-dichte der
Blochfunktionen bei Verschiebungen,

|Pi(r)[* = [V (r + R)J%. (4.8)

e Der Vektor k in der Blochfunktion ist nicht eindeutig: mit K € R aus dem rezi-
proken Gitter gilt ja

KR _ Li(k+K)R (4.9)
d.h. die Blochfunktionen konnen statt durch k auch durch k + K klassifiziert
werden. Als Konvention wiahlt man das kiirzeste k, d.h. aus der 1. Brillouin-Zone
des reziproken Gitters R.

e Die Energien E in der Schrédingergleichung GI. héngen neben dem Bloch-
vektor k i.A. noch von weiteren Quantenzahlen ab, die wir als n bezeichnen. Die
entsprechenden Eigenfunktionen haben dann als Quantenzahlen sowohl k als auch
n. Die Gesamtheit der Energien

E = E,(k) (4.10)

bezeichnet man als Bandstruktur. Entsprechend bezeichnen wir die Blochfunk-
tionen als W, (r).
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4.1.1 Blochfunktionen

Eine wichtige Umformulierung der Blochfunktionen ist folgende: wir definieren zu jeder
Blochfunktion ¥, (r) die Funktion

Uni(r) = e KU1 (1) ~ Ui (r + R) = e KOTRIGKR g (1) — 4 (1) (4.11)

Also gilt die Darstellung der Blochfunktionen als

U, k(r) = eikrunk(r), Uk (r) = upk(r + R) (4.12)

mit gitterperiodischen Funktionen u,(r).
Fiir einen endlichen Kristall mit Volumen V' gelten wieder periodische Born-v. Kar-
man Randbedingungen, und man schreibt

W (r) = jveikrunkm, k(1) = i (x + R). (4.13)

Der ebene-Wellen-Anteil ﬁeikr ist auf das Kristallvolumen normiert, und die k-Vektoren
haben nur diskrete Werte innerhalb der ersten BZ, die aber fiir V' — oo sehr dicht liegen.
Die Wellenfunktionen u,x(r) erfiillen die Schrédinger-Gleichung

<271n(iv )% 4 V(r)) e (t) = Ep (Kt (), (4.14)

die man durch Einsetzen der Blochfunktionen W, (r) in GL erhélt. Fiir jedes feste
k hat man also ein Randwertproblem fiir die u,x(r) auf der primitiven Einheitszelle des
Bravaisgitters B (unk(r) = unk(r + R)), von deren Wahl die u,k(r) also abhéngen. Die
Normierung der u,k(r) ist dann

1/dru;§/k(r)unk(r) = Opnts (4.15)

v

wobei v das Volumen der primitiven Einheitszelle des Bravaisgitters B bezeichnet.
4.1.2 Kramerssches Theorem
Satz 11 (Kramers). Fir die Energien E,(k) der Bandstruktur gilt

E,(k) = E,(—k). (4.16)

Beweis: Zunichst ist wegen H = HT mit ¥, (r) auch ¥*, (r) Losung zum Eigenwert
E, (k). Weiterhin gilt

\I/nk(r + R) = TR\I/nk(I') = eikR\I’nk(I‘)
(T +R) = TrU(r) = e *TUs, (r) (4.17)
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sowie
TRV, k(r) = e 5B, (1) (4.18)

Die beiden Wellenfunktion W7, (r) und ¥,, _i(r) ergeben bei der Verschiebung den glei-
chen Faktor e ™R durch den sie nach dem Bloch-Theorem eindeutig klassifiziert werden
- sie miissen daher iibereinstimmen. Also ist ¥}, (r) = ¥, _y(r) auch Losung zum Ei-
genwert F,(—k) und es gilt E,(k) = E,(—k).

4.2 Stoérungstheorie im periodischen Potential

4.2.1 Zonenschema

Wir gehen zunéchst von freien Elektronen V' = 0 mit E(k) = k—; aus. Als ‘nullten

2
Schritt’ stellen wir die freie Dispersionsrelation der Elektronen

]6'2

EO (k) = 5
m

(4.19)
in einem reduziertem Zonenschema da, indem wir bereits das Entstehen einer Band-
struktur durch Einschalten des periodischen Potentials V' vorwegnehmen. Dazu tragen
wir E© (k) in der 1. BZ auf, z.B. entlang der Achse kg zwischen —7 und 7 (SKIZZE).

Am einfachsten zu verstehen ist das Vorgehen in d = 1 Dimension: wir betrach-
ten eine zweite Auftragungsmoglichkeit, das ausgedehnte Zonenschema, in dem die
Parabeln wiederholt im k-Raum aufgetragen werden und sich an bestimmten Punkten
(£7/a, £3m/a... mit Gitterkonstante a in d = 1) schneiden (SKIZZE). Die entsprechen-
den Schnittpunkte treten als 'Umklapp-Punkte’ der Dispersion E(k) im reduziertem
Zonenschema auf.

4.2.2 Fourier-Zerlegung
Wir Fourier-zerlegen nun V(r) und u,x(r) gemi Gl. (1.16)

Vi)=Y VE)ER, upu(r) =) p(K)e™” (4.20)
KeR KeR

und setzen in Gl. (4.14)) ein,

K

EO(K+k)— E,(k)+ > V(K’)eiK’r] ik (K)e™® =0 (4.21)
<

Jetzt benutzen wir Gl. 1 ) %fc dre!E-G)r — dk,c (Integration iiber primitive Ein-
heitszelle von B mit Volumen v) und erhalten mit dem reziproken Gittervektor G

[EO(G +K) - B (9] 6(G) + Y V(G- K)iw(K) = 0 (422)
K
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oder umgeschrieben

~

V(G - K)

Uk (G) = %: EO0)(G + k) — E, (k)

i (K) (4.23)

Bis hierhin ist noch alles exakt, wir haben ja noch keine Naherungen gemacht.

4.2.3 Erste Ordnung Stérungstheorie

Die rechte Seite von Gl. (4.23)) ist ja bereits O(V'), wir setzen dort fiir E,, (k) und @,k (K)
die nullte Naherung, d.h. die ungestorten Ausdriicke ein,

En(k) = EOK), 5 (K) =k, (4.24)

wobei wir beachten, dass 4,k (K) = dk o gerade unk(r) = 1 bedeutet, wie es in nullter
Ordnung sein muss. Es folgt

(G — V(G) 1.25
Dieser Ausdruck wird unbestimmt fiir verschwindenen Nenner, d.h.
(G +k)* = k2 (4.26)

Physikalisch ist dieses gerade die Bedingung fiir die elastische Bragg-Reflexion an
einer Netzebenenschar des Gitters, deren Bedingung nichts anderes als die Verbindung
von Impuls- und Energieerhaltung im Gitter ist,

k' = G +k, Impulserhaltung (4.27)
k> = k?=k? Energieerhaltung (4.28)

wobei k der Wellenvektor einer einlaufenden und k’ der Wellenvektor der gestreuten
Welle ist und wir den Impuls p = Ak meinen, d.h. die de-Broglie-Beziehung. []

4.2.4 Storungstheorie an den Stellen der Bragg-Reflexion

Die 1. Ordnung Stoérungstheorie ist gut, solange keine Bragg-Reflexion (G + k)? = k?
vorliegt. Umgekehrt miissen wir also fiir k-Vektoren mit (G +k)? = k? anders vorgehen.
In diesem Fall divergieren offensichtlich die Ausdriicke fiir die Fourier-Komponenten
Unk(G) und 7,k (0) in erster Ordnung. Wir gehen deshalb auf unseren urspriinglichen,
exakten Ausdruck

EO(G +X) = Ey(K)| k(@) + Y V(G - K)ia(K) = 0 (4.29)
K

1 In der von-Laue-Formulierung der Bedingung fiir die konstruktive Interferenz von Rontgenstrahlen
bei Beugung am Bravais-Gitter B kann die Bragg-Reflexions-Formel alternativ formuliert werden als
el —IR 1, R € B(ASHCROFT/MERMIN). Aus der Definition des reziproken Gitters R, Gl. ,
folgt k' —k = G mit G € R.
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zuriick und behalten hierin nur noch die Komponenten i, (G) und t,x(0). Bei Anndherung
von k an einen ‘gefahrlichen’ Vektor G des reziproken Gitters sind diese Komponenten
dann am wichtigsten, da sie ja in erster Ordnung divergieren. Wir erhalten also zwei
Gleichungen

[EO(G +K) = k)| 4a(G) + V(G = G)inac(G) + V(G)ink(0) = 0 (4.30)

[EOK) = Ea(K)] tac(0) + V(0 = G)i(G) + V(0 = 0)ii(0) = 0. (4.31)

Hierin kénnen wir V/(0) = 0 setzen, denn diese Fourierkomponente ist nur ein trivialer
konstanter Anteil des Gesamtpotentials. Dann erhalten wir das 2 x 2-Gleichungssystem

[EO(G +K) = Bu(K)] k(@) + V(G)ic(0) = 0 (4.32)
[EOK) = B, ()] a(0) + V(-G)an(@) = 0, (4.33)

das nicht-triviale Losungen bei verschwindender Determinante

~

[;n(c, +k)?— En(k)] [2m(k)2 - En(k)] ~V(G)V(-G) =0 (4.34)

liefert. GenAau an der Stelle der Bragg-Bedingung ist (G + k)? = k2. Zusammen mit
V(—G) = V*(G) bedeutet dieses

k2 -
E,(k) = o +|V(G)|, Aufspaltung der Bénder (4.35)

Fiir k nahe einer Bragg-Bedingung mit Gittervektor G ist F, (k) entsprechend durch
die zwei Wurzeln der quadratischen Gleichung Gl. (4.34) gegeben.

4.2.5 Beispiel: d=1
In d = 1 ist die Bragg-Bedingung recht einfach,

T A4r

(G+Ek)? = k% GzO,i%,ia (4.36)
~G+k = £k~ G=-2k, (4.37)

die Bragg-Bedingung ist also an den Stellen k = k,, = nw/a mit n € Z erfiillt.

SKIZZE fiir d = 1: Die Bezeichnung ‘Béander’ fingt jetzt erst an, Sinn zu machen: im
reduzierten Zonenschema wird die Entartung durch die Aufspaltung an den Schnittpunk-
ten der E, (k) aufgehoben (das geschieht gerade den Stellen k = k,, im ausgedehnten Zo-
nenschema). Damit entstehen tatséchlich glatte Kurven F,(k), die durch Bandliicken
voneinander getrennt sind. Fiir Energien in einer solchen Bandliicke gibt es also (in dieser
Niherung) keine Losungen der urspriinglichen Schrédingergleichung.
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4.2.6 d>1

In mehr als einer Dimension wird es bereits fiir einfache Bravaisgitter schnell recht
komplex.

4.3 Tight-binding Modell

Wir folgen hier um im n#chsten Kapitel einem neueren Artikel von T. Hartmann, F.
Keck, H. J. Korsch, und S. Mossmann, ‘Dynamics of Bloch oscillations’, New Journal of
Physics 6 (2004) 2.

Héaufig ist es in der Festkorperphysik sinnvoll, von allzu spezifischen Einzelheiten zu
abstrahieren und ein moglichst einfaches quantenmechanisches Modell zu entwerfen. Das
hat den Vorteil, die Essenz gewisser interessanter Phénomene klar herauszuarbeiten, so
dass man sie gegebenenfalls auch auf andere Bereiche der Physik anwenden kann. Im
Einzelnen muss man dann natiirlich die Modelle wieder erweitern, was von der Komple-
xitét der beschriebenen Systeme, der Beriicksichtigung von Storeinfliissen, und z.B. der
gewiinschten Genauigkeit abhéingt.

4.3.1 Modell in d = 1 Dimension

Fiir Elektronen im periodischen Potential benutzt man h&ufig ein abstraktes Modell,
den sogenannten tight-binding Hamiltonian. Der Einelektronen-Hilbertraum auf einem
Gitter mit N Gitterplitzen wird dabei durch den CV beschrieben, in dem Basisvektoren
(kets) |n) ein Elektron am Gitterplatz n mit der Energie &,, beschreiben. Zusétzlich kann
das Elektron durch den Tunneleffekt von Platz n nach Platz n’ gelangen, und zwar mit
Ubergangsamplitude —t,,,,» (das Minuszeichen wird hiufig als Konvention benutzt). In
Dirac-Schreibweise (QM SKRIPT) lautet der Hamiltonian dann

H= Zgn’n> <n‘ - Ztnn’|n> <n/‘7 (438)

wobei die Matrix t¢,,,, symmetrisch sein muss, um ein hermitesches H zu garantieren. In
zweiter Quantisierung (VL Prof. Scherz) lautet der Hamiltonian

H=> enchen — > tunchenw (4.39)
n nn’

mit fermionischen Erzeugern und Vernichtern CIL und ¢,, im fermionischen Fock-Raum.

Fiir konkrete Rechnungen muss man bestimmte Formen der €,, und t,,s annehmen.
Der einfachste Fall ist der eines eindimensionalen, unendlich ausgedehnten Systems (wie-
der in erster Quantisierung),

”Ho:—% 3 (I n+ 1]+ [n+ 1)(n]), (4.40)

n=—oo
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wobei alle ‘on-site’-Energien ¢, Null gesetzt wurden, nur Tunneln zu néchsten Nach-
barplitzen angenommen wurde, und die entsprechende Amplitude als —% konstant an-
gesetzt wurde. Eine endliche Variante dieses Modells hatten wir bereits in der QM 1
(SKRIPT) bei der Diskretisierung der Schrodinger-Gleichung kennengelernt, und wir
hatten die Eigenfunktionen fiir periodische Randbedingungen bestimmt.

4.3.2 Bloch-Funktionen und Wannier-Funktionen
Im folgenden diagonalisieren wir den Hamiltonian Hg, Gl. (4.40)), durch Einfithren von

Blochzusténden |k) als Linearkombinationen der lokalisierten Gitterzusténde |n), die in
diesem Zusammenhang auch als Wannier-Zusténde bezeichnet werden. Die Diagona-
lisierung benutzt hier nichts anderes als eine Fourier-Reihe,

d .
k) = \/%Ze’k”d\m, Blochzustéande (4.41)

d w/d nd
2/ dke”"""?|k), Wannierzusténde , (4.42)
T J—x/d

wobel wir uns ein Gitter mit konstanter Gitterkonstante d vorstellen. Die Blochzustande
sind orthogonal,

)

(K1) = o 37 0 = (0 - 1), (4.43

n

wobel wir

d D et = 5(k) (4.44)

o
n
benutzt haben: dies ist ein Spezialfall unserer allgemeinen Formel Gl. ((1.24)),

(2Z)d YR = Y 5k + K), (4.45)

ReB KeR

wobei wir hier ja immer in der 1. BZ sind und deshalb keine Summe iiber Delta-

Funktionen brauchen.
d iknd

Die Fourier-Koeffizienten
entsprechen den Blochfunktionen in der gewohnlichen Ortsdarstellung, denn sie geben
die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir das Auffinden eines Elektrons am Platz n, wenn
sich das Elektron im Zustand |k) befindet (QM 1 Skript). Es gilt weiterhin das Bloch-
Theorem,

(n+1|k) = e*(n|k), (4.47)
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d.h. Verschiebung um einen Gittervektor reproduziert die Blockfunktion mit dem Faktor
e multipliziert.

Die Vollstandigkeitsrelation im Einteilchen-Hilbertraum lautet ausgedriickt mit den
Blochzustédnden

o = " _ zkd(n n') .
/_W/ddklkﬂk‘\ —/_W dk Zyn ET;WW—L (4.48)

wobei die letzte Gleichung die Vollstandlgkeltsrelation in der Wannier-Basis ist und wir
weiterhin

w/d
/ / deieikd(n—n’) — (4.49)
—m/d ™

benutzt haben.

4.3.3 Tunnel-Operatoren, Hamiltonian

Wir definieren nun die Operatoren, die den Tunneleffekt zwischen benachbarten Gitter-
platzen beschreiben;

KEZ]n)(n—l—l\, KTEZ\n+1><n|wHO = —%(K—FKT) (4.50)

n

Wir erhalten eine spektrale Zerlegung von K nach Projektionsoperatoren |k) (k| auf die
Blochzusténde mit Eigenwerten e?*¢ durch Einsetzen;

d ; 7.1 0
/ /ddk/ /d ﬂzefzkndezk dnezk d’k)(k"

w/d ]
/ dk/ dk'§(k — ke k) (K| = / dke™|E) (k| (4.51)
—7/d w/d —7/d

Also gilt
w/d , : /d
KaKt - / dk (4 4 ¢4 k) (] = / k2 cos(kd) ) (k]
—7/d —7t/d
A 7T/d
Ho = —5 3 (mn+il+ s b= [ aE@BG (452

4 ~ —m/d
A

E(k) = —Ecos(kd), ‘Band-Struktur’ . (4.53)

Die ‘Bandstruktur’ besteht hier nur aus einem Band. Die Blochzustéinde |k) mit der
Energie —% cos(kd) im tight-binding Hamiltonian #( entsprechen den ebenen Wellen
mit der Energie k?/2m im freien Elektronen-Modell H = p?/2m.

Der Hamiltonian Hg ist in der Bloch-Basis diagonal. Die Integration ist hierbei iiber
die 1. BZ des Gitters, was fiir uns nichts Neues darstellt, denn wir wissen bereits, dass wir
die k-Vektoren der Blochfunktionen auf die 1. BZ einschrianken kénnen. Fiir ein endliches
Gitter mit periodischen Born-v.-Karman Randbedingungen wird dabei das k-Integral zu

einer diskreten k-Summe (AUFGABE).
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4.4 Die Bloch-Oszillationen

Wir hatten den Vorteil moéglichst einfacher quantenmechanischer Modelle zum Heraus-
arbeiten der ‘wesentlichen Physik’ bereits erwihnt. Ein Paradebeispiel hierfiir ist das
Phédnomen der Bloch-Oszillationen: wenn ein Wellenpaket aus Elektronen in einem
periodischen Gitter durch ein elektrisches Feld beschleunigt wird, bewegt sich der Schwer-
punkt des Wellenpaketes nicht geradlinig und immer schneller fort, sondern er oszilliert
mit einer Frequenz, die durch den Potentialabfall des Feldes F' {iber eine Gitterkonstante
d dividiert durch das Wirkungsquantum gegeben ist,

dF
wp = Bloch-Frequenz . (4.54)

Das Phénomen wurde 1928 von Felix Bloch vorausgesagt. Wegen der kleinen Gitterkon-
stante d ist die Frequenz wp allerdings in kristallinen Festkorpern zu klein, als dass man
Oszillationen beobachten konnte, denn die mittlere Zeit fiir Kollisionen der Elektronen
mit Gitterschwingungen (Phononen) oder Storstellen ist sehr kurz: bevor man kohérente
Oszillationen sieht, kommt es zu einem Stoflereigniss, das die Oszillation zerstort.

Eine erste ‘Herleitung’ der Bloch-Frequenz geht von dem Anwachsen des k-Vektors
in einem Kraftfeld F aus,

d F
Zk(t) = (4.55)

Hier sieht alles einfach so aus, als habe man die de-Broglie-Beziehung und das Newton-
sche Gesetz miteinander verbunden. Allerdings ist k auf die erste BZ beschréankt, ik
kann also kein richtiger Impuls sein - man spricht deshalb von Quasiimpuls. Trotzdem
hat Gl. eine zentrale Bedeutung in der Theorie der Bloch-Oszillationen: sie sagt
aus, dass der k-Vektor des Elektrons innerhalb der 1. BZ durch das elektrische Feld F
linear beschleunigt wird, so wie man es von einem Impuls p = hk erwarten wiirde: bei
konstanter Kraft wichst der Impuls linear mit der Zeit. Wird der BZ-Rand erreicht,
so erfolgt eine 'Bragg-Reflexion’ um einen reziproken Gittervektor. Betrachten wir ei-
ne Bewegung in Richtung eines Basisvektors im k-Raum, so &ndert sich die Lange des
k-Vektors um Ak = 27 /d, insgesamt durchliuft er also die Werte [0, 27/d] in der Zeit

27
d7F,
womit wir wieder den Ausdruck Gl. fir die Frequenz der Bloch-Ostzillationen
wp =2n/Tp = % bekommen.

Es dauerte bis in die neunziger Jahre, ehe diese Oszillationen beobachtet wurden,
und zwar in kiinstlich gewachsenen periodischen Strukturen, sogenannten Ubergittern
(superlattices) mit viel grofleren (kiinstlichen) Gitterkonstanten. Esaki und Tsu hatten
diese Moglichkeit bereits 1970 vorausgesagt, aber sie konnte erst durch die Fortschritte im

t=Tg=h (4.56)
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kiinstlichen Wachsen von Halbleiterstrukturen realisiert werden (Molekularstrahlepita-
xie). Technologisch wichtig werden diese Oszillationen durch die mit ihnen abgedeckten
Frequenzen, die im Tera-Hertz-Bereich liegen ﬂ

In optischen Gittern kann man durch die Interferenz von Laserlicht periodische Po-
tentiale fiir Atome erzeugen, die wie bei Elektronen im Festkorper ebenfalls zu einer
Bandstruktur fithren. Dort wurden ebenfalls Bloch-Oszillationen beobachtet. Diese zwei-
te Moglichkeit deutet bereits eine interessante Verzweigung der Festkorperphysik an, die
in den letzten Jahren immer stéirker an Bedeutung (zumindest fiir die Grundlagenfor-
schung) gewonnen hat: eine Verzweigung in ‘traditionelle’ Materialsysteme, und in neue
Systeme, die z.T. gar nicht mehr auf Festkorperstrukturen basieren.

4.4.1 Ortsoperator im tight-binding-Modell. Elektrisches Feld

Wir diskutieren nun ein Modell, in dem die Bloch-Oszillationen quantenmechanisch er-
kldart werden konnen. Dazu erweitern wir unser tight-binding-Modell (TB-Modell) um
einen Term, der das elektrischen Feld beschreibt.

Der Ort im TB-Modell entspricht dem Index n, ein Ortsoperator kann also durch die
Form

X=dN, N= Zn|n><n[ (4.57)

angesetzt werden, wobei d die Gitterkonstante ist. Weiterhin wollen wir ein konstan-
tes elektrisches Feld —eF modellieren. In der {iblichen Schrédingergleichung kann ein
elektrisches Feld E = —eF durch ein Potential

V(z) = xF (4.58)

eingefithrt werden, wobei wir die Elementarladung e = 1 setzen. Im Gittermodell ent-
spricht dem das Potential dF'N, der Hamiltonian wird also zu

N A N
H=Ho+dFN = -7 (K + KT) +dFN. (4.59)

4.4.2 Bloch-Ozillationen eines Wellenpaketes
Wir betrachten nun ein Wellenpaket

T) = cnln) (4.60)

n

aus Wannier-Zustdnden im TB-Modell mit elektrischem Feld, d.h. mit dem Hamiltoni-
an Gl (4.59). Intuitiv wiirde man erwarten, dass der Schwerpunkt des Wellenpaketes

2 Die Terahertzstrahlung, auch Submillimeterwellen genannt, liegt im elektromagnetischen Spektrum
zwischen der Infrarot- und der Mikrowellenstrahlung. Bei einer Wellenlénge kleiner als 1 mm (=1000
pm) und groBer als 100 um liegt der Frequenzbereich bei 300 GHz (3 x 10! Hz) bis 3 THz (3x 10" Hz).
Seite ,, Terahertzstrahlung®. In: Wikipedia, Die freie Enzyklopéddie. Bearbeitungsstand: 14. April 2010,
08:28 UTC
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Figure 3. Breathing mode for a state initially localized at n = 0 (left) and
oscillatory mode for an extended Gaussian distribution (22) with g = 0.01 (right)
in the tight-binding model with y = 15.8. Shown is a colour map of |(n[¥(1))] as
a function of /T and n.

Fig. 4.1: Aus: T. Hartmann, F. Keck, H. J. Korsch, und S. Mossmann, ‘Dynamics of Bloch
oscillations’, New Journal of Physics 6 (2004) 2. Der Anfangszustand ist ein Wellenpaket
|U) = >, cnln) aus Wannier-Zustdnden mit ¢, o e=Bn*Finkod Ty = 9xp/dF ist die
Periode der Bloch-Oszillationen.

durch das elektrische Feld immer weiter beschleunigt wird. Das ist jedoch nicht der Fall:
das Wellenpaket oszilliert im Gitter (Bloch-Oszillationen). Die Oszillationen héngen
allerdings stark von der Form des Wellenpakets ab.

Wir berechnen diese Oszillationen am einfachsten im Heisenbergbild fiir die Opera-
toren K, KT, N. Es gilt zunichst (NACHPRUFEN)

[K,N]=K, [K!,N=-K' [K K|=0 (4.61)

Wir haben die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen (etwas saloppe Notations, Operator-
Hiite weglassen)

K(t) = i[H,K(t)] = —idFK(t) ~ K(t) = e 'K, K=K(t=0) (4.62)

. A
N(t) = i[H,N() = —i (K(t) - KT(t)) (4.63)
A t ; / t ; /
~N(t) = N—ig ( / dt' e IV — / dt' etirt KT> (4.64)
0 0
Jetzt nehmen wir Erwartungswerte im Zustand ¥ und schreiben
(UIK|T) = |K|eiod (4.65)
AK| ([T iarvsined [ idPt—ixgd
~ (U|N(H)|P) = (P|N|P) — = dt'e 0 — | dt'e 0% (4.66)
0 0
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Es folgt (NACHPRUFEN)

t t
(UIN(O)|T) = (T|N|¥) — 2¢|K]sin “73 sin <°‘”; - Wz) (4.67)
A

mit der Bloch-Frequenz wp = f , GL.
Beispiel: sei das Wellenpaket so gewahlt dass (V|N|¥) =0, ko = 0. Dann gilt

UIN@)|V) = —2v9|K
(WIN () ) i sin? S =~ 22

(1 — coswpt). (4.69)
Der Schwerpunkt des Wellenpakets oszilliert also mit der Frequenz wpg, vgl. Fig. (4.1)).

4.4.3 Wannier-Stark-Zustinde. Propagator

Wir berechnen die Eigenzustinde des Hamiltonoperators GI. 1} H =Ho+dFN =
—% (K + K') + dFN, die durch die stationéire SG H|¥) = E|¥) bestimmt sind. Ein-
schieben der Eins liefert zunéchst

w/d w/d
/ MR RO = B [ dk|k) (kD) (4.70)
—7/d —7/d

Wir bilden den ‘sandwich’ von links mit dem bra (k| (AUFGABE),

(K'H|k) = (K'|Holk) + (K'|dFN|k)

= S(k— k) | Bk +iFL (4.71)
dk
was auf die SG im k-Raum fiihrt,
[E(k:) +de6§€} (k) = EU(k), (k)= (V) =U(k+2r/d),
A
E(k) = o) cos(kd), Band-Struktur . (4.72)

wobei die Bedingung W(k) = ¥(k + 27/d) deutlich macht, dass wir es mit einem Rand-
wertproblem zu tun haben, denn die k-Werte sind ja auf die 1. BZ beschrinkt. Die
Losung dieser DGL 1. Ordnung ist

\I/(k?) — eF fO dk'( E(k)fE)\IJ(O) _ efi('ysin(kd)wLEk/F)\IJ(O)’ N = (473)
was wegen der Randbedingung
e tB2m/AF — 1 (4.74)

auf die Losungen mit diskreten Energien fiihrt,
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,H’\Ijm> = Em|\Ijm> (4'75)

U, (k) = (kyqu>:\/ge—i(vsin(deEmk/F) (4.76)
T
E, = dFm, m€Z, Wannier-Stark-Zustinde im k-Raum  (4.77)

die auf die 1. BZ normiert sind,
w/d

/ Ak (k)W (k) = Sy - (4.78)
—7/d

Mit dem Eigensystem des Hamiltonians H koénnen wir den Zeitentwicklungsoperator
(Propagator) U(t) konstruieren,

U(t) = e Zeitentwicklungsoperator (4.79)
> (KUK = Y (KW )e™ P (W k)
_ 2i e—i('y sin(k’d)+dmk’)e—idFmtez'('y sin(k'd)+dmk’)
s
_ el )5 _ g 1 ). (4.50

Der Propagator beschreibt die Ubergangsamplitude von der k-Komponente eines Wel-
lenpakets k zur Zeit t = 0 zur k’-Komponenten nach der Zeit t. Die Delta-Funktion in

Gl (4.79) legt fest, dass

, Ft

E'=k— 7 (4.81)
wobei wir das i wieder installiert haben. Diese einfache Gleichung hat eine zentrale
Bedeutung in der Theorie der Bloch-Oszillationen: sie sagt aus, dass der k-Vektor des
Elektrons innerhalb der 1. BZ durch das elektrische Feld F' linear beschleunigt wird, so
wie man es von einem Impuls p = hk erwarten wiirde: bei konstanter Kraft wéchst der
Impuls linear mit der Zeit. Allerdings sind die k’-Werte (und die k-Werte) auf die 1. BZ
beschrinkt: wird der BZ-Rand bei k' = 7/d erreicht, so erfolgt eine 'Bragg-Reflexion’
um einen reziproken Gittervektor nach ¥’ = —7/d, von wo aus k' wieder linear gemif}
GL anwichst. Diese Bragg-Reflexion wird manchmal auch Umklapp-Prozess
genannt .

Der Wert von k' durchmisst die gesamte 1. BZ [—7/d, 7/d] also in der Zeit

2m
t=Tp=h—— 4.82
B NaE (4.82)
womit wir wieder den Ausdruck Gl. (4.54) fiir die Frequenz der Bloch-Oszillationen
wp =2n/Tp = % bekommen.
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4.5 Das Floquet-Theorem

Wir diskutieren jetzt zeistlich periodische Felder, in denen analog zum Bloch-Theorem
das Floquet-Theorem die Grundlage fiir eine Beschreibung von Elektronen in starken
Wechselfeldern z.B. in der Quantenoptik liefert.

Wir kénnen die wesentlichen mathematischen Punke aus der Mechanik {ibernehmen
(SKRIPT Mechanik, 2008):

4.5.1 Floquet-Operator

Wir betrachten also ein homogenes DGL-System mit zeitlich periodischer Koeflizienten-
Matrix A(t),

y'(t)=Alt)y(t), Al#)=At+T), T >0. (4.83)

Zunichst gilt wegen der Periodizitit der DGL fiir den Zeitentwicklungsoperator (An-
fangszeit ¢ = 0) U(t) die Gleichung

U(t) = Ut +T,7T), %U(t) — AWMU, UO0) = E. (4.84)

Wir definieren nun

Definition Der Zeitentwicklungsoperator iiber eine Periode T wird definiert als
F=U(T), Floquet-Operator (Monodromie-Matrix) . (4.85)
Das zugehorige Eigenwertproblem fiir F lautet
Fu; = ¢’ Tu;, o0; Floquet-Exponent . (4.86)
Die Eigenvektoren u; nennen wir Floquet-Funktionen. Sie erfiillen also
U(T)u; = e%iTu;. (4.87)
Durch diese letzte Gleichung wird die Analogie zum Bloch-Theorem
TrVi(r) = e*RUy (1) (4.88)

offensichtlich. Der Zeitverschiebung um eine Periode T  entspricht die Translation um
einen ittervektor R € B. Der Index ¢ entspricht dem Bloch-Vektor k, der Exponential-
faktor e”T mit dem Floquet-Exponenten entspricht dem Exponentialfaktor e’¥®.
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4.5.2 Zeitperiodische Hamiltonoperatoren

Analog zur Darstellung der Blochfunktionen Gl. (4.12)) in rdumlich periodischen Hamil-
tonians,

Uk (r) = eXun (r),  tnk(r) = unk(r + R) (4.89)
gilt jetzt in zeitlich periodischen Hamiltonians:

Satz 12. Die Lésungen der zeitabhdngigen Schridingergleichung
0
[H(t) — Zat] [U(t) =0, HEt)=H({t+T) (4.90)

lassen sich nach Zustinden
(Wa(t)) = e = Da(t), [Ralt)) =|@a(t+T)) (4.91)

mit periodischen Floquet-Moden |9, (t)) entwickeln. Die Grifien €, heiffen Quasi-
energien.

Wie bei den Blochzustdnden der Quasiimpuls k, so ist auch die Quasienergie nicht
eindeutig festgelegt: Man hat ja

e Py (t)) = eiEatnieintip (1)) = e Eenl)|Dy, (1)) (4.92)
Ean = Eatnw, |Pan(t)) = e |Do(t)) (4.93)

mit einer umdefinierten Floquet-Mode |®,,(t)), die ebenfalls |®n,(t)) = [Pan(t + T))
erfiillt. Es gibt also eine ganze Klasse dquivalenter Floquet-Zustidnde. Die Eigenwerte ¢,
konnen deshalb auf die ‘erste Brillouinzone’

27

w w
Séa<y T

2= 2’

w (4.94)

beschrankt werden.

4.5.3 Beispiel: Hamiltonian des Zweiniveausystem

Wir kénnen dieses Beispiel als einen Spezialfall eines Gitters mit nur N = 2 Gitterplitzen
auffassen und schreiben den Einteilchen-Hamiltonian als

1

H(t) = Zen(t)!nMn\—%(!0><1I+\1><0!) (4.95)

. n<oeo<§> ) o0

Wir wihlen ein elektrisches Feld, das durch ein zeitabhéingiges Potential mit Amplitude
Vo beschrieben wird,

\% \%
eo(t) = —30 coswt, &o(t) = +?0 coswt (4.97)
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(SKIZZE!). Dann 148t sich der Hamiltonian #(¢) durch Pauli-Matrizen darstellen,
Vo A 1 0 01
H(t) = —3 cos(wt)o, — 20 02T < 0 —1 ) , Op = < 10 > . (4.98)

4.5.4 Wiederholung QM: Stérungstheorie fiir zeitabhingige Hamiltonians

Um die zeitabhéngige Schridingergleichung zu 16sen, fithrt man den Zeitentwicklungs-
operator (Propagator) U(t) ein,

i%@(t)) = HO(E)) ~ [¥(1) =U@)[¥(0)) (4.99)
z’%U(t) — HOU®W), U©O) =1 (4.100)

Wir definieren das Wechselwirkungsbild beziiglich eines ‘Stérpotentials’ V' (¢) durch
folgende Aufspaltung,

H(t) = Holt)+ V(1) i%Uo(t):Ho(t)Uo(t), Up(0) = 1 (4.101)

Uty = Uy@®)U(#) (4.102)

mit dem Propagator im WW-Bild U(t). Die Idee hierbei ist, dass sich Uy(t) leicht aus-
rechnen a8t und U(t) fiir ein ‘kleines’ Storpotential néherungsweise berechnet werden
kann. Die Bewegungsgleichung fiir U (t) ist

i%ﬁ(t) = —U§(O)Ho()Uo(t)U (1) + TS (1) [Ho(t) + V(D] Uo()T () (4.103)

= VOU®), V(t)=UitVt)Uo(t) (4.104)

Man kann diese Gleichung durch Integrieren und Wiedereinsetzen in eine Iterationsform
bringen,

Ut)=1- z'/ot dt'vV(hU(t). (4.105)

In niedrigster Ordnung Storungstheorie ersetzt man dann auf der r.S. U(t’ ) durch den
Einheitsoperator 1,

UD@#)y=1—1 / t dt'v(t). (4.106)
0

Aus der damit auszurechnenden Ubergangsamplitude wird z.B. Fermi’s Goldene Regel
abgeleitet (s. Lehrbiicher oder mein SKRIPT QM II oder ‘Atoms and Molecules’).
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4.5.5 Beispiel: Stéorungstheorie fiir Zweiniveausystem

Wir betrachten in Gl. (4.98) die Tunnelamplitude A als kleine Stérung und schreiben
deshalb

Ho(t) = —%cos(wt)az, V(t) = ——o0,. (4.107)

WEeil o, diagonal ist, gilt einfach

d %
i Uolt) = —?Ocos(wt)azUo(t) (4.108)
Vo o
152 sin(wt)
e'2w 0
s t) = 4.1
Uo(t) ( 0 %0 sin(u) ) (4.109)

(nachpriifen durch Ableiten, man kann das auch direkt aus i Uy(t) = Ho(t)Up(t) durch
sandwichen mit |0), |1) bekommen). Wir haben also fiir die Stérung V (¢) im WW-Bild

_ A e—i;/—g sin(wt) 0 ei;/—g sin(wt) 0
V(t) - _Z 0 el ;/2 sin(wt) Oz 0 e—i;/—g sin(wt)

Vo
A 0 e i sin(wt)

_ 411
4 ( ei% sin(wt) 0 ’ ( O)

und deshalb in erster Ndherung

- R e—i%sin(wt)
oM@ =1- /dtV / dt’ VO . (4.111)
0 el sin (wt) 0

Fiir den Floquet-Operator F = U(T) bendtigen wir die Zeitentwicklung iiber eine Pe-
riode T = 27/w des monochromatischen Feldes. Wir miissen in UM (t) also t = T
setzen. Die Integrale konnen wir sofort mit Hilfe der erzeugenden Funktion der Bessel-
Funktionen Jy, 16sen,

[e.e]

e = N M (). (4.112)

k=—o0

In unserem Fall ist ndmlich

T ) ] 00 27w ]
/ et 2 sin@t) > / dte™™t . (VO) =TJo (VO) (4.113)
0 e oo 0 w w

es bleibt also nur die Bessel-Funktion zum Index 0 iibrig. Da das Ergebnis reell ist,
Vo .
kommt fiir fOT dte™ % sin@h) dasselbe heraus, und man hat insgesamt

. AT (W)

UMW) =1+ o (4.114)
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Wegen Uy (T) = 1 gilt also in der Storungstheorie

Ao (4
4

+0(A?). (4.116)

F UT) =0(T) =1+ i )Tax +0(A?) (4.115)

eiiAJg(%)Toz

Der letzte Exponential-Ausdruck ist genéhert, hat aber den Vorteil, explizit unitéir zu
sein.
In niedrigster Ordnung Storungstheorie erhalten wir also: Die Eigenwerte von F
i1 Vo i1 Yo
sind also eiZ4AJ°< w )T, die zugehorigen Eigenvektoren von F = €Z4AJO< w )TUZ sind
die Eigenvektoren |+) = (1,£1)7/v/2 von o, die geniiherten Floquet-Energien und

Floquet-Moden sind also

o — %AJO (‘f) 4) = \2 ( L ) . (4.117)

Das wichtigste Ergebnis hierbei ist

e Im Fall Vj = 0 ohne zeitabhéingiges Feld erhalten wir wegen Jy(0) = 1 die iibliche
Tunnelaufspaltung eines Zweiniveau-Systems mit Tunnelamplitude A.

e Im Fall Vj # 0 mit zeitabhéingigem Feld erhalten wir stérungstheoretisch das glei-
che Ergebnis wie im Fall Vj = 0, aber mit einer effektiv durch das Wechselfeld
‘renormierten’ Tunnelamplitude A x Jy (%)

e Falls % gerade mit einer Nullstelle der Besselfunktion Jy zusammenféllt, wird
die Tunnelamplitude effektiv zu Null: das Tunneln zwischen den beiden Gitter-
plitzen 0 und 1 wird dann durch das Wechselfeld unterdriickt. Die erste Nullstelle,
wo das passiert, liegt bei 2.4048.... Dann findet kein Tunneln mehr statt, und
ein anfinglich auf einem der Gitterplidtze lokalisiertes Teilchen bleibt dort und
kommt nicht mehr durch Tunneln weg. Dieser Effekt heifit dynamische Lokali-
sierung oder kohérente Unterdriickung des Tunnelns. Durch Einstrahlung
eines Wechselfeldes kann man also quantenmechanisches Tunneln unterdriicken!

Weitere Literatur: G. Platero, R. Aguado, Phys. Rep. 395, 1 (2004); S. Kohler, J.
Lehmann, und P. Hianggi, Phys. Rep. 406, 397 (2005).



5. DIE ELEKTRONEN ALS
VIELTEILCHENSYSTEM

Mit die interessantesten Eigenschaften von Festkorpern wie z.B. die elektrische Leitfahig-
keit sind elektronische Eigenschaften. Auf diesen beruhen auch eine Reihe von spekta-
kuldiren Effekten (Supraleitfdhigkeit, Quanten-Halleffekt,...) und Anwendungen (Tran-
sistor,...)

Die Komplexitéit der Phéinomene im Festkorper beruht zum grofien Teil auf Vielteil-
cheneffekten. Fines der Ziele der Vielteilchentheorie ist die Berechnung physikalischer
Groflen (elektrische Leitfahigkeit, optische Spektren, Anregungsenergien) wechselwir-
kender Systeme. Ziel ist das Weiter- und Neuentwickeln geeigneter Niherungsmethoden
(Stérungstheorie, Greensche Funktionen, Diagramme,...), numerischer Methoden (CI,
CCM, DFT, NRG, DMRG,...), oder das Auffinden exakt losbarer Modelle.

Elektronische Efekte werden hdufig in einem jellium-Modell beschrieben, das zunéchst
die Bandstruktur durch das periodische Potential vernachléssigt und dafiir die Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den Elektronen beriicksichtigt, die sich in einem homogenen
positiven Ladungshintergrund bewegen.

Die wichtigsten Vielteilcheneffekte kommen zunéchst aus dem Pauli-Prinzip, das mit
der Coulomb-Wechselwirkung nichts zu tun hat. Selbst ein wechselwirkungsfreies ‘Gas’
aus Fermionen hat interessante, nicht-triviale Eigenschaften, die wir hier zunédchst kurz
diskutieren (dieser Teil wird hdufig auch in der statistischen Mechanik behandelt, siehe
deshalb auch das SKRIPT THERMODYNAMIK 2006).

5.1 Wiederholung: Fermionen und Bosonen

Wir bezeichnen in der Quantenmechanik als Teilchen Objekte mit abzéhlbar vielen
Fundamentaleigenschaften (Masse m, Spin s, Ladung ¢). Unterscheidbare Teilchen un-
terscheiden sich in diesen Fundamentaleigenschaften. Ein N-Teilchensystem wird dann
im Tensorprodukt der Einteilchen-Hilbertraume

Hy =HV @ ... HW) (5.1)

beschrieben E Eine Basis von H y sind Tensoren |o) ® ... ® |y ), die z.B. im Ortsraum
Produkt-Wellenfunktionen W, (z1)...Uq, (zn) entsprechen kénnen.

! Diese quantenmechanische Beschreibung eines aus mehreren Objekten zusammengesetzten Systems
ist der entscheidende Bruch mit der klassischen Physik (~ Konzept der Verschrinkung).
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Zwei Teilchen mit identischen Fundamentaleigenschaften heiflen ununterscheidbar.
Die Ununterscheidbarkeit fiihrt zu einer Symmetrieeigenschaft der Wellenfunktion W (&1, £2)
des 2-Teilchensystems (& = (z;,0;) Multiindex fiir Ort und Spin des Teilchens i) bei
Teilchenvertauschung,

ﬂ12\1!(§1,§2) = (&, &), 1o Transpositionsoperator , (5.2)
es gibt namlich nur zwei Moglichkeiten,

[15|¥) = |¥), symmetrisch: bosonischer Zustand (5.3)
[[15|U) = —|¥), anti-symmetrisch: fermionischer Zustand. (5.4

Fir Systeme aus N ununterscheidbaren Teilchen gilt entsprechendes; entweder die
Zusténde sind symmetrisch (Bosonen) oder anti-symmetrisch (Fermionen) bei Vertau-
schung zweier Teilchen, d.h. Vertauschen zweier Koordinaten &;, §;, j # ¢. Fermionen
haben halbzahligen Spin, Bosonen haben ganzzahligen Spin (W. Pauli 1925, Beweis aus
relativistischer QFT 1940). Mit Hilfe von

S = — Z I,, Symmetrisierungsoperator (5.5)
pGSN

) 1 .

A = — Z sgn(p)Il,, Anti-Symmetrisierungsoperator (5.6)

|
VvV N! el
(mit der Gruppe Sy aller Permutationen p mit Signum p = (—1)*®), n(p) = Anzahl der
Transpositionen, um p darzustellen) ldsst sich eine N-Teilchen-Basis von bosonischen
bzw. Fermionischen Wellenfunktionen folgendermassen aufstellen: Fiir Bosonen

U1y e V1, V2, ooy Vo oy Uy ooy V), Bosonen (5.7)
e <§1,...,§1,§2,...,62,...,fT,...,fr‘yl,...,Vl,ljg,...,VQ,...,I/T,...,VT>SE
1

Z ﬂpwlq (51)---%1 (§N1)¢V2 (§N1+1)~--1/}V2 (€N2)"'1/}Vr (SN—NT-I—l)“-er (fN)
p

mit N Teilchen im Zustand mit der Quantenzahl v; etc.
Fiir Fermionen mit Slater-Determinanten

. 1 .
1) a = A n) = ans1gn<p>\u1, s )

& €, e ENVL, s N YA = Zﬂp81gn (D) Uy (£1) -y (EN)

o (€) Gon(€2) oo o ()
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aus denen sofort das Pauli-Prinzip folgt: Zwei oder mehr Fermionen kénnen sich nicht
(im Gegensatz zu Bosonen) im selben Quantenzustand befinden.

LITERATUR zur Vertiefung bzw. Wiederholung: SCHERZ (‘Quantenmechanik’),
BRANDES (Skripte ‘Quantum Mechanics of Atoms and Molecules’ - web-page der Ar-
beitsgruppe, bzw. ‘Quantenmechanik I, SS06’, Physik-Bibliothek der TU).

5.2 Das ldeale Fermi-Gas

Wir diskutieren ein System aus Fermionen, die nicht miteinander wechselwirken (idea-
les Fermigas). Mit diesem Modell kénnen bereits viele thermodynamische Eigenschaften
von Festkorpern erklirt werden, die mit den Elektronen zu tun haben. Die Einteilchen-
zustédnde seien durch D Quantenzahlen [ = 1, ..., D und Einteilchenenergien ¢; charakte-
risiert, Mehr-Teilchenzusténde durch Indizes a = (ny, ..., np) mit n; Teilchen im Zustand
zur Quantenzahl [, Energien E, und Gesamtteilchenzahlen N,

D D
Ea = an€h Na = an. (59)
=1 =1

Wie in der Thermodynamik iiblich, betrachten wir das Fermigas in einem groflkanoni-
schen Ensemble (Wérme- und Teilchenbad mit Temperatur 7" und chemischem Potential
). Die mittlere Gesamtteilchenzahl ist dann wieder durch Summen iiber Boltzmannfak-
toren gegeben,

1
— _/B(Ea_ Na) e
N = = Nae " 8ﬂ In 2y (5.10)
Zor = E e BEa—pNa)  grofkanonische Zustandssumme (5.11)

(03
Die groflkanonische Zustandssumme Z,, berechnen wir einfach durchEI

1
Zgy = Ze_ﬁ(Ea_“Na): Z e~ Pmler—p)  =Fnrplep—n) (5.12)

« ni,...,np=0
D

— [Z eﬁm(f—?l#)] [Z eﬁm(EDu)] — H [1 + efﬁ(sz*u)} . (5.13)
ni np

=1

Damit finden wir auch die mittlere Gesamtteilchenzahl N,

D o—B—n) D 1
E € E —_—. (5.14)
1 + e—Bla— 14 e Bla—n — — eBle—pm) 4+ 1

2 Die Zustandgleichung der Thermodynamik ist deshalb % =InZ, = 21’;1 In [1 + eiﬁ(slﬂ‘)] .
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Wir kénnen das als Mittelwert des Gesamtteilchenzahl-Operators, N , schreiben:

D
N =(N) = Z<ﬁ1>, n; Besetzungszahloperator fiir Zustand [ (5.15)
=1
. _ 1 . .
vy = fler), fle)= peeEmE Fermi-Funktion. (5.16)

Die Fermi-Funktion f(e;) beschreibt also die Wahrscheinlichkeit, dass der Einteilchen-
Zustand [ im Fermigas mit besetzt ist. SKIZZE der Fermi-Funktion.
Wir bekommen einen klassischen Limes der Fermi-Funktion

1

fle) = ey et ePr, Fugazitit (5.17)
durch Entwickeln fiir z < 1
f(e) = ze P + O(z?). (5.18)
Fiir freie Fermionen € = % = p?/2m entspricht das einer Maxwellschen Geschwin-
digkeitsverteilung,
(p) o o ST, (5.19)

also dem klassischen Limes.

5.2.1 Einteilchenzustandsdichte

Die innere Energie des idealen Fermi-Gases Energie lisst sich sehr einfach schreiben:

1 0 0
- ~B(Ba—pNa) _ | _ 9  F 9
U = ZEae p _[ 8ﬁ+66 }ngk (5.20)
D
B w
- ;eﬂa = Zf (e1)e (5.21)
Es ist haufig sehr niitzlich, diese Art von Summen mit Hilfe der Einteilchenzustandsdichte
D
vi(e) = Z d(e — 1), Einteilchenzustandsdichte (5.22)

=1

umzuschreiben. Allgemein sieht man

In Zy = / devy () In [1 + e—ﬁ<€—#>] , (5.23)
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d.h. die Thermodynamik ldasst sich aus der Einteilchenzustandsdichte bestimmen. Die
interessanten Grossen sind meist Ableitungen von In Zg, z.B.

U(T,V,p) = /dgyl(g)gf(e), Innere Energie (5.24)
N = 8guln Zg = /dgyl(g)f(e), Teilchenzahl (5.25)

vel. GL. (5.15).

5.2.2 Tricks mit der Fermi-Funktion

Die Berechnung von Integralen wie [ dev;(e)f(g) ist hdufig nicht ganz trivial. Sommer-
feld hat eine gute Methode zur Tieftemperatur-Entwicklung solcher Integrale gefunden
(Sommerfeld-Entwicklung, vgl. z.B. NOLTING). Wir geben hier eine andere Herlei-
tung, bei der sich einige Tricks lernen lassen.

5.2.2.1 Fourier-Transformierte der Fermi-Funktion

Berechnet sich zu (AUFGABE)

e e w1 g
1t = /002’71'6/3((41—#)—'—1 2w [an(t)+tsinhwt/ﬁ ’ (5.26)

Fiir Temperatur T — 0 hat man

) = o [risy + 1] =< L pog 5.27
t) = 5t + -] = —— = 0. .
TW=55 [M(Ht] omit— o’ (5:27)
wobei wir die Dirac-Identitit (alias Sochozki-Plemelj-Formel)
1 1
lim — = — —4md(x), Sochozki-Plemelj-Formel (5.28)
=0t T 10w

benutzen (1/x bei Integration als Hauptwert-Integral). Als check berechnen wir die Riick-

Trafo
oo 4 e—i(e—,u)t
= _ 2
1) /_Oo omi t—i0 (5:29)

mittels Residuensatz in der komplexen ¢t-Ebene, wo ein einfacher Pol wegen 6 = 07 in der
oberen Hilfte liegt. Das Integral muss fiir e —p > 0 in der unteren Halbebene geschlossen
werden und gibt dann Null, fiir € — 4 < 0 muss es in der oberen Halbebene geschlossen
werden und gibt dann 27TZ'% =1, insgesamt also

fley=0(p—¢e), T =0, (5.30)
wie es sein muss. Alternativ leiten wir das mit der Dirac-Identitit her als
00t e—ile—p)t 1 00 It e—ile—p)t
= — = — _ 5.31
1) /oo2m' t—io 2+/002m' t (5-31)

1 /°° ﬁsin(s—u)t' (5.32)

2 oo 2T t
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5.2.2.2 Entwicklung nach kleinen Temperaturen

Das erfolgt jetzt durch Entwickeln des 1/sinh-Terms in

x et 1 =t/p
t) = 16(t - .
I 271 [m B+ t sinhwt/B ]’ (5:33)
durch die Reihenentwicklung
x - 2(22""1 —1)By, ,
=1 -1)" " 5.34
sinh(z) * nz:l( ) (2n)! w7 lel<m (5:34)
1
= 1- 63:2 + —320x4..., B,, Bernoulli-Zahlen (5.35)
t Bt
1 = > B (5.36)

Damit bekommt man die Sommerfeld-Entwicklung,

/ deg(e) f(e) = / deg () / dtf(1)e—et (5.37)

71'2
= :;/dtg(s)ei(f“)t L—lzé - (135; + ... (5.38)
= [ g+ TR )+ O (59

Die hoheren Terme kénnen alle durch hohere Ableitungen von ¢ an der Stelle des che-
mischen Potentials ¢ mit Hilfe der Koeflizienten in Gl. (5.34) berechnet werden (AUF-
GABE).

5.2.3 Zustandsdichte von Fermi-Gasen

Bis hierher war alles recht allgemein - wir haben z.B. die Einteilchen-Energien nicht spe-
zifiziert. Wir interessieren uns jetzt fiir ein System aus wechselwirkungsfreien Fermionen
der Masse m in d Dimensionen. Fiir freie Fermionen hat man

h2k?

l= (k, 0'), gl = (5.40)

2m
wobei ¢ eine Spinprojektion ist und die Einteilchenenergien der Einfachheit halber
spin-unabhéingig angenommen werden (kein Zeeman-Terme, keine Spin-Bahn-Kopplung
etc.)Es gibt insgesamt gs = 2s + 1 Spinzusténde, z.B. zwei (up and down) fiir s = 1/2.
Die Zustandsdichte in d Dimensionen ist nun

vi(e) = 3 de—e) =) dle—en) =gs Y d(c—exr) (5.41)
=1 k,o k
h2k?2

Es ergibt sich (AUFGABE, mit Bestimmung der Konstante cg)
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ve) = cgVe?? 0(e), V —oo. (5.43)

(hiufig wird vy (e) als - > ko 0(¢ — k) mit dem Volumenfaktor 1/V" vor der Summe de-
finiert). Wichtig ist die Abhéngigkeit von der Dimension d: d = 3 entspricht rdumlichen
Elektronengasen, z.B. raumlichen Metallen. d = 2 entspricht einer Schicht aus Elek-
tronen, d.h. einem zweidimensionalen Elektronengas (2DEG), wie es in Halbleiter-
strukturen heutzutage leicht kiinstlich hergestellt werden kann. d = 1 entspricht ei-
ner drahtférmigen Struktur, z.B. sogenannten ‘Quantendrédhten’; oder auch Kohlenstoff-
Nanorohrchen.

5.2.4 Thermodynamik von Fermi-Gasen

Fiir kleine Temperaturen liefert die Sommerfeld-Entwicklung fiir die Teilchenzahl und
die innere Energie

o )
NIV = ¢ / dEEd/21+7;(kBT)2(d/2—1)Md/22]+... (5.44)
LJO
r 2
=g | T (T2 — D22 (5.45)
d/2 6
- )
UV = ¢ / dEEd/2+7;(kBT)z(d/Q)Md/Q_l}jL... (5.46)
L/ O
2
= | 2 L T T ()2 (5.47)
d/2+1 6

Ebenso kann das chemische Potential in T" entwickelt und dann durch die Teilchenzahl-
dichte ausdriickt werden: Dazu formen wir zunéchst um,

i (5 R T aT /- D O (a9
2 Cd 6

- /d
~ Bp 1—7§<kBT/EF>2<d/2—1>d/2<u/EF>d/22+0<T4>r (5.49)

_op T (kT (e %_2+0(T4)
- F 6 \2 Er Ep

2 2
= Epll——|(=-1)(— or
A G (5) o
wobei in der letzten Zeile der erste Schritt einer iterativen Losung der ‘Fixpunkt’-
Gleichung (Typ x = f(z)) durchgefiihrt wurde, was konsistent mit der Entwicklung
zu niedrigster (d.h. zweiter) Ordnung in 7" ist. Das Bemerkenswerte an dieser Gleichung

ist, dass die Entwicklung von p gar nicht mehr explizit von ¢4 abhéngt: alles ist in der
Fermi-Energie enthalten,

(5.50)

7 (5.51)

dn

2
a

5 ) ,  Fermienergie und Dichte . (5.52)
cd

EFEM(TZO):<
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Wir haben also

no_y T (‘21 - 1> <Ig)2 +0(T). (5.53)

Interessant ist auch die Abhéngigkeit von der Dimension d: Bei konstanter Dichte sinkt
fiir d > 2 das chemische Potential mit der Temperatur, fiir d = 2 &ndert es sich bis zur
zweiten Ordnung nicht, fiir d < 2 wichst es mit der Temperatur. d = 2 ist also eine Art
Scheidepunkt beziiglich des Temperaturverhaltens von p.

Wir diskutieren explizit die Beziehung zwischen Fermi-Energie und Dichte: in
drei Dimensionen fiir Spin 1/2 hat man g; = 2. Man hat

k3 Pk .
n —, Er = ,  Dichte vs. Fermi-Wellenvektor (5.54)
32 2m
2mEr /)%
= ZmER/I)T (5.55)
32

Beispiel: Werden die Elektronen in dreidimensionalen Metallen als Fermigas aufgefasst,
so findet man (ASHCROFT/MERMIN) z.B. etwa Ep =~ 3 eV fiir Natrium. Viele elek-
tronische und optische Eigenschaften von Metallen und anderen Festkorpern beruhen
auf dem Modell des Fermigases bzw. dem der Fermifliissigkeit, wenn man in einem
weiteren Schritt Wechselwirkungen zwischen den Fermionen zu beriicksichtigen versucht.

Wir wollen nun die kalorische Zustandsgleichung bei tiefen Temperaturen be-
trachten. Die innere Energie wird

U = E;/z+10d[d/21+1 (1 - (61/2+1)7T62 <;l - 1) (‘%992) (5.56)

w2 (kT 2
— | — 2 .
+ G(EF> (4/2)] + (5.57)
2 2
o d/241 1 (kT
= EF Cd d/2+ 1 + 6 (EF > + ] (5.58)
a1 ¢q d w2 (kT 2
— 2 _ - _
s )2 ] e

Wir schreiben das noch etwas um mittels der Dichte N/V =n = cd%Ef;/ 2, die jetzt als
fest vorgeben angesehen wird,

d d 72 (kpT\>
U = —FEpN|[1+(=4+1)—|—— 5.60
dr2°F +<2+)6<EF)+ (5.60)
Die spezifische Warme CYy ist bei tiefen Temperaturen also linear in T,
2 kpT
Cy = d%kBNEL, spezifische Wiarme, T — 0. (5.61)
F
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Historisch gesehen war diese Herleitung der linearen T-Abhéngigkeit von Cy ein wich-
tiger frither Erfolg der Quantenstatistik.

AUFGABE: Lesen Sie das Kap. 2, ‘The Sommerfeld Theory of Metals’, in ASH-
CROFT/MERMIN.

5.3 Das Molekularfeld

Die Idee der Molekularfeldndherung (mean-field approximation) ist es, die dynamischen
Freiheitsgrade eines wechselwirkenden Systems aufzufassen als

e Bewegung quasi einzelner, unabhéngiger Teilchen in einem effektiven Potential,
das durch die Gesamtheit aller Teilchen verursacht wird und in selbstkonsistenter
Weise bestimmt werden muf3,

e oder kollektiver Schwingungen des Gesamtsystems (‘Plasma-Oszillationen’).

Die Entwicklung dieser Methode fiir das Elektronengas geht auf die 50er Jahre zuriick
mit Arbeiten von Pines, Bohm, Nozieres, Klimontovich, Landau, Silin, Lindhard, Gell-
Mann, Brueckner, Sawada, Brout, Hubbard u.a. Das Stichwort hier ist der Begriff ran-
dom phase approximation [ﬂ

5.3.1 Verteilungsfunktion und kinetische Gleichung

Wir betrachten nun eine Beschreibung des (elektronischen) Vielteilchensystems, die eine
Zwischenstellung zwischen der makroskopischen Thermodynamik und der mikroskopi-
schen Quantenmechanik einnimmt: die kinetischen Theorie. Ihr zentrales Objekt ist die
Verteilungsfunktion im Phasenraum,

f(p,r,t), Verteilungsfunktion (5.62)

die die Zahl der Teilchen im Phasenraumvolumen d%pd®r zum Zeitpunkt ¢ angibt. Inte-
gration iiber den Impuls ergibt die mittlere Teilchendichte zur Zeit ¢ am Punkt r,

) = e [ W50 = i 73 S (5.69

wobei hier in der Summe iiber diskrete Impulse p = Ak summiert wird fiir Teilchen in
einem d-dimensionalen Kasten mit Volumen L?. Meistens verwenden wir fiir Rechnungen
die Summe und machen den Limes L — oo dann zum Schluss.

Die Verteilungsfunktion f(p,r,t) kann als eine Verallgemeinerung der Gleichgewichts-
verteilung

1 5= 1
eBP2/2m—p) 4 1’ T kT’

fo(p)

Gleichgewichtsverteilung (Fermionen) (5.64)

3's. den kurzen historischen Review in Pines, Nozieres “The Theory of Quantum Liquids”’ Vol. I,
Kap. 5.2
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angesehen werden: durch &uflere Einfliisse wie z.B. zeitabhéngige elektrische Felder,
oder auch durch die Wechselwirkung der Teilchen untereinander, &ndern sich die Be-
setzungswahrscheinlichkeiten der Einteilchenzustinde. Dadurch &dndert sich die Impul-
sabhéngigkeit der Verteilung, und die Verteilungsfunktion kann zusétzlich orts- und
zeitabhéngig werden.

Wir nehmen in dieser Beschreibung an, dass die Dynamik der einzelnen Teilchen
wie in der klassischen Mechanik durch Trajektorien im Orts- oder im Phasenraum be-
schrieben werden kann. Das klingt zunéchst ungewohnlich, denn Elektronen sind ja kei-
ne klassischen Objekte. Phinomenologisch kann man sich zunéchst Wellenpakete aus
Einteilchenzustianden konstruieren, die natiirlich mit der Zeit zerfliefen, aber in ihrer
zeitlichen Entwicklung hiufig gut zur Interpretation quantenmechanischer Effekte wie
dem Tunneleffekt benutzt werden. Solange sich die Wellenpakete mehrerer Elektronen
nicht zu nahe kommen, bekommen wir auch kein Problem mit dem Pauli-Prinzip.

Die Verteilungsfunktion f(p,r,t) kann aus dem Einteilchen-Dichteoperator p (Dich-
tematrix) in der Ortsdarstellung iiber die Wignerfunktion hergeleitet werden,

_ d, ,—ipy Yiae Y
fwport) = [ atye® (e Tipe - 7). (5.65)

Die Wignerfunktion ist allerdings nicht immer positiv und &8t sich deshalb nicht durch-
weg als klassische Verteilungsfunktion interpretieren. Die quantenmechanischen Rech-
nungen mit fir sind aber im Prinzip analog zu den folgenden klassischen Berechnung
von f(p,r,t). Die klassische Rechnung hat weiterhin den Vorteil, dass man damit sehr
leicht den Anschluss an Gebiete der klassischen Mechanik wie z.B. die Hydrodynamik
findet. Viele der dort behandelten Probleme wie lineare-Antwort-Theorie, Fluktuations-
Dissipations-Theorem, Symmetrien der Transportgréfien etc. haben eine direkte Analogie
in der quantenmechanischen Version.

Wir nehmen nun an, dass die Dynamik durch eine klassische Hamiltonfunktion
beschrieben wird. Dann folgt aus der Kontinuititsgleichung im Phasenraum (Liouville,
vgl. MECHANIK)

gtf+div(fw) = 0, w=(Fp) (5.66)

~ [gt +i~vr+pvp] f o= 0. (5.67)

Fiir eine Einteilchen-Hamiltonfunktion H = % + V(r,t) fiir Teilchen der Masse m im
Potential V(r,t) folgt dann

kinetische Gleichung  (5.68)

~> % + var - (er(r, t)) vp:| f(p,l‘,t) -

0,
P =vp %, p=-VV(rt). (569
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In der Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen beschreibt die zweite Zeile
die charakteristischen Trajektorien (‘Charakteristiken’) der kinetischen Gleichung. Phy-
sikalisch sind das nichts anderes als die Trajektorien im Phasenraum.

Die kinetische Gleichung ist ein Spezialfall der Boltzmann-Gleichung

;+vpvr—(er(r,t))vp f(p,r,t) = L[f|l(p,r,t), Boltzmann-Gleichung (5.70)

mit dem Stofloperator L[f], der ein Funktional der Verteilungsfunktion ist und der auf-
tritt, wenn die Elektronen zusétzlichen Streuprozessen unterliegen wie z.B. der Streuung
mit Phononen oder mit Storstellen im Kristall. Wie die kinetische Gleichung selbst, kann
auch die Boltzmann-Gleichung als N&herung einer quantenmechanischen Beschreibung
solcher Streuprozessen hergeleitet werden (spéteres Kapitel).

5.3.2 Response-Funktionen

Die kinetische Gleichung ist fiir ein allgemeines Potential V' (r,¢) i.A. nicht losbar. Man
macht deshalb hiufig Storungstheorie in V' (r,¢), indem man die gesuchte Verteilungs-
funktion um die Gleichgewichtsverteilung fy entwickelt,

f(pa r, t) = fO(p) + 5f(p7 r, t)? (571)

wobei die Anderung §f durch die Stérung V(r,t) als klein angenommen wird. Einsetzen
und Vernachléssigen aller Terme, die bereits von hoherer als erster Ordung in V' sind
ergibt dann

Lfi + var] 0f(p,r,t) = (V:V(r,1)) Vp fo(p) (5.72)

Wir 16sen diese Gleichung durch Fouriertransformation beziiglich des Ortes r

ita) = [ dre g, o) = o [ d'ae(a) (573

und als Anfangswertproblem mit Anfangszeit t = 0 mittels Laplacetransformation beziiglich
der Zeit t,

oo

g(w) E/ dte' @t Oltg(1), 5 >0, (5.74)
0

die in diesem Zusammenhang mit i(w + i) im Exponenten definiert wird. Die Ein-

schrankung auf positiven Imaginérteil erfolgt, damit das Integral konvergiert. Mit der

Anfangsbedingung § f(p,r,t = 0) = 0 folgt

(—i(w+1i6) + ivpa)df(p,a,w) = iqV(q,w)Vpfo(p) (5.75)
—qVpfo(p)

= ofpaw) = ot Viaw). (5.76)
P
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Wir interessieren uns jetzt fiir physikalische Gréflen wie die durch das Potential V' im
Elektronengas verursachte Dichtedinderung

1
dp(r,t) = Td Z df(p,r,t), Dichteinderung (5.77)
P

Fiir die Fourier-Laplace-Transformierte dp(q,w) der Dichteinderung besteht dann (in
erster Ordnung im Potential V') ein linearer Zusammenhang, der als linearer Response
bezeichnet wird,

5/3(an) = *XD(qa )V(qv ) (578)

aVp fo(p : .
Xo(q,w) = Td Z o ZIZS E vod’ Dichte-Responsefunktion.  (5.79)

AUFGABE: Berechne xo(q,w) fiir ein Gas wechselwirkungsfreier Elektronen bei der
Temperatur 7" = 0 in drei Dimensionen. Hinweis: Fiihre die kombinierte Variable x =
w/(vrq) ein, wobei vp die Fermi-Geschwindigkeit ist (3mv% = Ep, Fermi-Energie).

Beachte weiterhin, dass

D) 2
_ J(;c);:) —S(Bp—z)), =L (5.80)

2m

5.3.3 Die ‘random phase approximation’ (RPA)

Wir betrachten nun ein System von Teilchen der Masse m, die alle miteinander iiber ein
Zweiteilchenpotential w(r) (z.B. das Coulomb-Potential) wechselwirken. In der RPA be-
schreiben wir die Bewegung aller wechselwirkender Teilchen als Bewegung unabhéngiger
Teilchen in einem gemeinsam erzeugten, effektiven Potential V,,(r,t), das durch die
(zeitabhéingige) mittlere Dichte bestimmt wird,

V(r,t) = /ddr/w(r —1r'){n(r)): = /ddr/w(r - r')% Z [fo(p) +0f(p,r,t)].(5.81)

Diese Gleichung ist analog zur Gleichung fiir das Potential einer Ladungsverteilung in
der Elektrostatik. Der erste Term

/ ' w(r — r’)% S folp) = iv(a = 0)% (5.82)

ist fiir feste Teilchenzahldichte N/L? eine Konstante, die die Gesamtenergie gleichméfig
verschiebt und insbesondere nicht mehr von Ort und Zeit abhéingt, und die deshalb weg-
gelassen wird. Alternativ definiert man im jellium-Modell eine positive Hintergrunds-
ladung gerade so, dass der homogene Anteil der Coulomb-Wechselwirkung w(q = 0)
gerade durch den gleichméfig ‘ausgeschmierten’ Anteil der positiven Hintergrundsla-
dung der Ionen kompensiert wird: der Festkorper st ja insgesamt elektrisch neutral. Die
q = 0-Komponente der Wechselwirkung tritt im Modell also gar nicht erst auf.
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Damit wird das effektive Gesamtpotential Veg, das auf jedes Teilchen wirkt, zur
Summe aus duflerem Potential V' und Wechselwirkungspotential V,,

Ve (r,t) = V(r,t) + Viy(r, t), (5.83)

dessen Fourier-Laplace-Transformierte wir wieder in die kinetische Gleichung Gl. (5.75)
einsetzen, in der V durch Vg ersetzt wird,

(—(w+i0) +vpa@)df(p,a,w) = aVpfo(p) [V(a,w)+ w(@l)% > 6f (P q,w)
v
(5.84)

Dabei haben wir nach dem oben Gesagten den Term ﬁ Zp fo(p) weggelassen.

Wir berechnen jetzt wieder die Dichtednderung, und zwar auf das duflere Potential
V, das ja im Gegensatz zum Wechselwirkungspotential V,, leicht von aulen kontrolliert
werden kann: Wir erhalten

55((1,&)) = %Zéf(paqﬂ"))

B —qVp fo(p) - —qVpfop) ., 1 Fo
Ll Z w+ zdp— qu T Z w+ ’L(Sp— qu (q)ﬁ ; ACERY)
= —XO(q,w)V( w) — xo(q,w)w(q )5/)(01, )- (5.85)

Durch den Beitrag von V,, zum effektiven Potential ist hierdurch auf der rechten Seite
wieder die gesuchte Dichtednderung dp(q,w) aufgetaucht: die Gleichung wird dadurch
zu einer (einfachen) Selbstkonsistenzgleichung. Dadurch, dass wir Fourier/Laplace-
transformiert haben, konnen wir alles aber sofort algebraisch auflosen: Wir erhalten die
gesuchte Dichtednderung als

op(q,w) = —xrea(q,w)V(q,w) (5.86)
Xrpa(qQ,w) = 3<0(q’ w) ,  Dichte-Responsefunktion in RPA . (5.87)
1+ @(q)xo(q,w)

e Einige Autoren definieren xo ohne das Minuszeichen (aufpassen), dann hat man

— X0
XRPA = Ty

e Der Ausdruck Gl. (5.3.3) entspricht einer geometrischen Reihe in Potenzen ¢"
des Wechselwirkungspotentials. RPA ist eine Stérungstheorie in “unendlicher Ord-
nung’ der Stérung w.
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5.3.4 Plasmonen in d =3 (I)

Ein Elektronengas in einem (schwachen) &ufleren Potential V(q,w) erfihrt eine Dich-
teéinderung gemifl Gl. (5.3.3)). Fiir festen Wellenvektor q bestimmen die Pole von x =
Xrpa (in RPA-Nidherung) in der komplexen w-Ebene die kollektiven Eigenschwin-
gungen des Elektronengases, die bei Resonanz auch fiir ein beliebig kleines duferes
Potential V' angeregt werden kénnen. BEISPIEL:

V(r,t) = Voe'**5(t), ‘plotzliche Ebene Welle’ als duBere Stérung  (5.88)
- V(qw) = Vo(2r)%(q—k) (5.89)
~bplrt) = —n) 0 [ [ dax(a Vg e (5.90)
g .
= —Voe’kr/ —wx(q,w)e_“"t. (5.91)
oo 2m

Hierbei ist jetzt x(q,w) als Fouriertransformierte von ¢ nach w aufgefasst: wir benttigen
keinen Konvergenzfaktor e~ zum Einschalten der Stérung, da wir einen Delta-Puls
x d(t) haben. Fiir Zeiten ¢ < 0 ist also dp(r,t) = 0. Das heifit aber, dass die Funktion
x(q,w) in der oberen w-Halbebene analytisch sein mufl (Residuensatz!) Diese Kausa-
lititseigenschaft einer Responsefunktion lift sich allgemein beweisen, vgl. JACKLE
‘Einfiihrung in die Transporttheorie’. Umgekehrt fithren die Pole der Responsefunktion
in der unteren w-Halbebene zu Resonanzen in der Dichtednderung, d.h. genau diese Pole
bestimmen den Wert des Integrals [~ dwy(q,w)e™ ™" in GI. .

In der RPA-Né#herung finden wir diese Pole als Nullstellen des Nenners Gl.
(vorausgesetzt, xo hat keine Pole), d.h. durch die Gleichung

1+ @ (a)xo(q,w) = 0. (5.92)

Mit der Form der Dichte-Responsefunktion in d = 3 fiir freie Elektronen im Rahmen der
hier behandelten kinetischen Theorie,

1 z—1 w
=un(E 1+ -zl = — 5.93
wlaw) =n(En) (14 gem 1), o= 2 (5.99)

folgt in einer Entwicklung fiir langwellige Stérungen mit |q| klein, also |z| > 1. Zunéchst
hat man

1 r—1 1 1 1 1 1 1
14+ =zl =1-——- 2|-4+—4+—4+ .| =— - —+ .. 5.94
T o [m+3x3+5x5+ ] 32 Bt T (5.94)
und somit
1 31 w
= —1(Ep)— |14+ =-— + ... = 5.95
XO(q7w) Vl( F)3$2 |: + 51:2 + :| ’ X vEq ( )

Die Nullstellen von 1 + @(q)xo(q,w) folgen daraus zu

w2 = %VI(EF)U/(Q)(qu)Q [1 + g (?)2 + ] (5.96)
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Fiir das Coulomb-Potential in d = 3

no
|
W
3
®
no

e
r q

w(r) = (5.97)

finden wir daraus die Nullstellen durch

1 3 2
w2 = §47T62V1(EF)U% {1 + E (?) + ] = w? {1 +

und durch Iteration wieder (Entwickeln der Wurzel)

3 /URQ\?2
wi)s = %y [1 +4 (%) + ] (5.99)

Die Pole der Responsefunktion xyrpa fiir das dreidimensionale Elektronengas liegen also

bei

2
—) +] RPA-Plasmonen-Dispersion (d =3)  (5.100)

n, Plasmafrequenz w), in d = 3, (5.101)

wobei die Plasmafrequenz bei T'= 0 in d = 3 direkt durch die Dichte n des Elektronen-

gases ausgedriickt werden konnte,

1 1 e p? g
" zp:f()(p) (2%)3/0 Pp3™™ = Gr2ns (5.102)

e Die langwelligen Plasmaoszillationen beschreiben Dichteoszillationen des Elek-
tronengases gegeniiber dem homogenen positiven Hintergrund (Jellium-Modell!)
mit der Plasmafrequenz wy,.

e Der explizite Ausdruck fiir die Plasmafrequenz zeigt, dass diese Oszillationen ein
klassischer und kein quantenmechanischer Effekt sind: die Parameter Fermiener-
gie und das Plancksche Wirkungsquantum gehen in diesen Ausdruck nicht mehr
explizit ein.

€2n
meo

e In SI-Einheiten gilt wlzj = mit der Dielektrizitdtskonstante gg.

e Die Dispersion der wellenformigen Anregungen im Elektronengas ist fiir kleine
Wellenvektoren quadratisch.

e Strenggenommen miissen die Pole von xrpa einen negativen Imaginérteil haben,
vgl. JACKLE Kap 12: Problem des Limes Temperatur 7' — 0.
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5.3.5 Dielektrizitidtsfunktion

Wir betrachten das Einbringen einer externen Ladungsdichte —Zedpext(r,t) in ein Elek-
tronengas mit positivem Ladungshintergrund. Diese externe Ladungsdichte erzeugt ein
elektrisches Feld Eqy, das auf ein Elektron eine konservative Kraft —eE = —V Vi
ausiibt, die durch ein entsprechendes externes Potential Vi (r,t) gegeben ist. Aus der
Maxwell-Gleichung VE = 47(—Zedpeyt) erhalten wir die Poisson-Gleichung, die das
externe Potential Vex(r,t) bestimmt,

AVet(r,1) = —4mZE*6 pexs (1, 1) (5.103)
4 Ze?
Vext(q,w) = 75pext(q,w)- (5.104)

Das Elektronengas reagiert nun auf dieses externe Potential mit einer Dichtednderung
dp(r,t), die wir als klein annehmen kénnen, falls dpext und damit Vi klein sind. Die
Dichtednderung dp(r,t) ist dann durch die Dichte-Responsefunktion x(q,w) bestimmt,

op(q,w) = —x(q, w)Vext(q, w), (5.105)

was physikalisch das Ausweichen der Elektronen vor der eingebrachten negativen Ladung
bzw. die Bewegung hin zu der eingebrachten positiven Ladung beschreibt.

Mit seiner Dichtedinderung dp(q,w) baut sich im Elektronensystem deshalb ein zusétzliches,
inneres elektrisches Feld auf, das durch ein inneres Potential Vs(q,w) bestimmt wird,
welches wiederum der Poisson-Gleichung

47re?
Vs(q,w) = Z op(q,w) (5.106)

geniigt. Insgesamt wirken deshalb im Elektronensystem jetzt zwei Kréfte, ndmlich eine
innere und eine duflere, deren Potentiale sich zu einem effektiven Gesamtpotential Vg
addieren,

Are?
‘/eff(qvw) = ‘/ext(q7w) + VS(qvw) = ‘/ext(qaw) - q2 X(q7w)‘/éxt(qvw> (5107)
{1 dre? ( w)] Vet (quw) = ——— Vit (@, w) (5.108)
= — 5 ex 5 == ex , W .
q2 X q t q gl(qu) t q

mit der longitudinalen Dielektrizitdtsfunktion ¢;(q,w). Sie beschreibt eine Ab-
schirmung des dufleren Potentials Vi, das durch die Reaktion des Elektronensystems
auf die eingebrachte Ladung zu einem effektiven Potential Vg degradiert wird; ein Effekt,
der ohne das Elektronengas (im Vakuum) nicht passieren wiirde.

e Mit dem Coulomb-Potential w(q) schreiben wir

1 B 4rre?

1 —w(g)x(q,w)’ ¢

el(q,w) = (5.109)
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e Das ‘longitudinal’ bezieht sich auf die elektrostatische Grundgleichung qE = 4mp
(Fourier-transformiert): es handelt sich um die longitudinale Komponente des elek-
trischen Feldes, d.h. die Komponente in g-Richtung.

e £;(q,w) hingt nur von den inneren Eigenschaften des Elektronengases ohne die
externe Ladungsdichte —epeyt ab.

e Es gilt der Zusammenhang dp = —xVext = —XZw(q)0pext und damit

So(q, ) = [ . 1] 268 pess(at, ). (5.110)

€l (qa w)
e Beachte das Minuszeichen in unserer Definition von x(q,w), andernfalls lautet des
Zusammenhang 8;1 =14 w(q)x.
5.3.6 Abgeschirmte Potentiale, Thomas-Fermi-Theorie

Die Beziehung ¢;(q,w) = m is zwar exakt, kann aber i.A. nicht ausgewer-
tet werden, da man fiir ein wechselwirkendes Elektronengas die Dichteresponsefunktion
x(q,w) nicht exakt kennt. Man kann aber im Rahmen der RPA-Ndherung x durch yrpa
ersetzen, das wir bereits oben kennengelernt hatten. Es folgt dann aus Gl

X0 1

~1
€1,RPA w(q)XRPA w(q) T+ wxo 1+ w(g)x ( )
d.h. wir haben
eirra(q,w) =14+ w(q)xo(q,w), Dielektrizitats-Funktion in RPA (5.112)

mit der Dichte-Responsefunktion xo(q,w) des nicht-wechselwirkenden Elektronengases!

Die statische Abschirmung eines Potentials Viexi(q) wird jetzt durch die w = 0-
Komponente €, rpa(q,0) = 1 + w(q)xo(q,0) beschrieben. In diesem Fall ist bei Tempe-
ratur T'=10

1 qVp.fo(p) 1
xo(q,0) = lim — ; m =7d ;5(EF —¢ep) =11 (EF) (5.113)

die Zustandsdichte an der Fermienergie. Beachte, dass die Response-Funktion jetzt gar
nicht mehr von q abhéngt! Das hat mit der semiklassischen Néherung zu tun und wird
sich bei der voll quantenmechanischen Rechnung &ndern, insbesondere wenn der Betrag
des Wellenvektors ¢ der dufleren Stérungen mit dem Fermi-Wellenvektor kr (genauer
genommen 2kp) vergleichbar wird.

Die Abschirmung des Coulomb-Potentials einer Z-fach geladenen Storstelle im dreidi-
mensionalen Elektronengas bei Temperatur 7' = 0 ist dann durch das effektive Potential

ZAme? /q? ZAme?

) = @O 5.114)

wrp = 4me*v)(Er), Thomas-Fermi-Abschirmung (5.115)
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gegeben. Im Ortsraum hat das die Form eines Yukawa-Potentials (wegen der analogen
Form in der Mesonen-Theorie),

VA 2
Weg (1) = Tee_”TFr, K4p = 4me*vi (Ep), Thomas-Fermi-Abschirmung (5.116)

Dieses Resultat ist eines der Hauptergebnisse der semiklassischen Theorie des Moleku-
larfeldes. Wir werden sehen, dass sich dieses Ergebnis dndert, wenn wir zur voll quan-
tenmechanischen Beschreibung iibergehen.

AUFGABE/LITERATURAUFGABE: Diskutieren den Zusammenhang zwischen der
Thomas-Fermi-Theorie der Abschirmung m Elektronengas (Metalle) und der Debye-
Hiickel-Theorie der Abschirmung von Ladungen in klassischen Elektrolyten, vgl. SKRIPT
STATISTISCHE MECHANIK I (2007).

5.3.7 Plasmonen in d = 3 (II)

Wir kommen noch einmal auf die Plasmaschwingungen des Elektronengases zuriick,
die wir jetzt mit Hilfe der Dielektrizitatsfunktion interpretieren kénnen: Da wir die
Oszillationen im langwelligen Bereich ¢ — 0 erwarten, entwickeln wir

Ae? 1 31
euppal@w) = T4+ w(g)xo(a,w) =1 = —5-n(Er)3 5 [1 +i

w
+.., z=I5117
| o= g

wobei wir die Entwicklung Gl. (5.95) fiir die semiklassische Dichte-Responsefunktion
Xo(q, w) benutzten. Fiir ¢ — 0 gilt somit

2 v%
vi(Er) 5. (5.118)

lim g; rpa(q,w) = 1 —
q—0

Wir kénnen das wieder zusammenfassen als (NACHRECHNEN, Zusammenhang Zu-
standsdichte v;(EF) des Elektronengases in d = 3 und Dichte n),

w

. _ P
ég% erPa(qw) = 1-— 2 (5.119)
wf, = 47‘(’622, Plasmafrequenz wy, in d =3, (5.120)

Diese Form der dielektrischen Funktion hat zwei Konsequenzen. Zunéchst beschreibt
fir w = wp, = 0 das verschwinden der dielektrischen Funktion Null eine ‘Resonanz-
Katastrophe’, bei der wegen

: V() (5.121)

Vet (q,w) = (@)

das effektive Potential unendlich grofl wird. Physikalisch bedeutet dieses wie beim ge-
triebenen harmonischen Oszillator die Existenz von Eigenschwingungen des Systems -
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den Plasmaoszillationen. Diese wurden beim Durchgang von Elektronen durch diinne
metallische Filme beobachtet: C. J. Powell und J. B. Swan, Phys. Rev. 115, 869 (1959)
vgl. auch die Diskussion in BRUUS/FLENSBERG Kap. 14.5.

Eine zweite Konsequenz ist der Vorzeichenwechsel von e(w) bei w = wy: nur fiir
Frequenzen w > wy, ist e(w) positiv und erlaubt dann die Propagation von (elektroma-
gnetischen) Wellen im Elektronengas, was dazu fiihrt, dass Metalle oberhalb einer be-
stimmten Frequenz fiir elektromagentische Strahlung durchsichtig werden kénnen. Dieses
Argument ist hier allerdings ungenau, da sich die ganze Diskussion bisher ja im Rahmen
der Elektrostatik bzw. ‘Quasi-Statik’ mit langsamen Zeitabhingigkeiten abspielte (von
den Maxwellschen Gleichungen wurde nur VE = 47p benutzt). Eine genauere Diskussion
erfolgt in der ELEKTRODYNAMIK von Metallen (WS 2010/11).

5.4 Linearer Response und quantenmechanische Korrelationsfunktionen

5.4.1 Die Theorie der linearen Antwort

Wir schreiben den Hamiltonian des Gesamtsystems (System + duflere Stérung) als
H(t) =H — f(H)B, (5.122)

wobei B der Stéroperator und f(t) eine skalare, zeitabhiingige Funktion ist (das Minus-
zeichen ist Konvention). Wir berechnen den Erwartungswert einer Observablen A mit
dem statistischen Operator p(t) aus der Liouville-von-Neumann-Gleichung,

7 a0 R
Ay = TepA, i p(e) = (D), (1) (5.123)
Im Wechselwirkungsbild mit
pt) = eTpt)e M A(t) = et Ae T (5.124)
gilt dann (AUFGABE)
t
By =pti [ At SOIBE)LHE), = plt > o). (5.125)

Fiir den Erwartungswert (A); folgt dann durch Ersetzen von j(t') — po in linearer
(erster) Ordnung in f(t)

(A = Tep(t)A = Tept)A®t) (5.126)

— TepA(t) 4 / at (¢ YT (1B(t"), l (1)) (5.127)

—00

Wir nehmen an, dass das System fiir { - —oo im thermodynamischen Gleichgewicht sei,

[po, H] = 0, thermodynamisches Gleichgewicht . (5.128)
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Dann ist
TrpoA(t) = TrppA = (A)eq, (5.129)

und wir erhalten (AUFGABE)

>
e
Il
>
E/
Q
+
=
o
=
b
sy
=
\
RS
=
—
o~
—

(5.130)

(5.131)

Die dynamische Suszeptibilitéit héngt von den zwei Operatoren ab und wird héufig auch
als Response-Funktion bezeichnet. Die Zeitabhéngigkeit ist nur iiber die Differenz
t —t', was daran liegt, dass der Erwartungswert in nullter Ordnung, also im thermody-
nanischen Gleichgewicht, ausgerechnet wird.

Bis hierhin war alles nur mehr oder weniger eine Kette von Definitionen und die
formale Anwendung der Stérungstheorie. An dieser Stelle folgt in der statistischen Me-
chanik eine ausfiihrliche Diskussion der Eigenschaften von Response-Funktionen (bitte
in den entsprechenden Lehrbiichern/Skripten durcharbeiten): Fluktuations-Dissipations-
Theorem, Kausalitédt, Kramers-Kronig-Relationen, Analytizititseigenschaften in der kom-
plexen Frequenzebene bei Fourier-Transformationen.

Wir wollen aber gleich weiter fortschreiten und die quantenmechanische Dichtere-
sponsefunktion berechnen, die den semiklassischen Ausdruck Gl. verallgemeinert.

Dazu wiederholen wir ein wenig;:

5.4.2 Wiederholung: zweite Quantisierung

Wir wiederholen, indem wir folgende Ubersicht erstellen:

o) > ¢a(r), VOS des Einteilchen-Hilbertraums (5.132)

{ca, CL} = a8, Fermionische VR der Vernichter/Erzeuger im Fockraui(b.133)
N

A = Z 121(11), Einteilchenoperatoren in 1. Quantisierung (5.134)
i=1

A = Z(a]flﬂ B)cles, Einteilchenoperatoren in 2. Quantisierung(5.135)
ap

H = ZEaCLCon Hamiltonian, freie Fermionen in Diagonalbasis (5.136)

«
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Wir beriicksichtigen nun den Spin % und nehmen Spin-unabhéngige Einteilchen- sowie
Zweiteilchen-Potentiale an,

U(r) = Zﬁ/a(r):chqba(r)Xm Feldoperatoren (5.137)
e oo
1 0 . .
Xy = < 0 >, X 1= < 1 >, Spin-Basis (5.138)
A = Z(aﬂﬂ@c&a%m Einteilchen-Potential (5.139)
afo
B = Z (aﬁ|32|75>CLJCTBO,CWIC(;J, Zweiteilchen-Potential
afydoo’
(0B Bolys) = / drdr' 8% (£) 85 (') Bagh (2 b5 (). (5.140)

5.4.3 Die Lindhard-Funktion

Wir formulieren nun den linearen Response in 2. Quantisierung. Der freie Hamiltonian

1 .
H=> exfyko (rlk) = We’kr (5.141)
ko

beschreibt freie Fermionen, deren Ortswellenfunktionen ebene Wellen sind, die auf ein
endliches Volumen L? in d Dimensionen normiert sind. Das Stérpotential Ve (r,t) ent-
spricht dem Stoéroperator

—fOB = > (kVeulK)dl, o (5.142)
Kk'c
1 . y
= ﬁ Z/dre_Zkr%Xt(rat)eZk rchng/a' (5143)
Kk'o
1 . .
= LdZ/dre_ZkrVext(r,t)e’(k*'q)rcltackJqu (5.144)
kqo

1 ~ ~ g iqr
- ﬁ Z‘/ext(_qv t)ptp ‘/ext(_qa t) = /dre a ‘/ext(r>t) (5145)
q

mit dem Operator

Pq = Z c;rwck_x_q’g, Fouriertrafo der Dichte (2. Quantisierung) (5.146)
ko

AUFGABE: Leite Gl. (5.146]) aus der Definition des Operators der Teilchenzahldichte
in 1. Quantisierung her!
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Wir berechnen nun im Rahmen der Theorie der linearen Antwort die Dichtednderung
eines_Elektronengases unter der E1nw1rkung der Storung GI. m Anwenden von

Gl |D mit A = pq und —f(t)B = Ld D Vext (4 1) p_q liefert dann

A\ (1 R 1 & -
(pa)i" = (badea—7a D / @t xq, o (t = ) Vers (1) (5.147)
q 7T

Yaca (t=t) = i([pa(t), poq ()eab(t — 1). (5.148)

Zur Berechnung benétigen wir den wichtigen Kommutator (AUFGABE)

el cs, CTYC(;] = clesdp, — C:[/C@(;a(;. (5.149)

sowie den thermischen Erwartungswert

(chegYeq = Oapflea), [f(e) = , Fermi-Verteilung . (5.150)

6/3(5_“) +1

Damit finden wir (AUFGABE)

Xa,—q'(t = t') = Lx0(, t)3qq, (5.151)

und fiir die Fourier-Transformierte (wir erinnern uns, dass die Responsefunktion xo(q, t <
0) =0 ist)

[o@)
wlaw) = [ e, Sw >0 (5.152)
0

mit

f 5k Ek—i—q) . .
= E Lindhard-Funkt 1
Xo(q,w Ld 040+ ox — rrg’ indhard-Funktion (5.153)

Hierbei haben wir explizit das id eingefiigt, um die Bedingung Sw > 0 sicherzustellen.
Die Lindhard-Funktion ist also die Dichte-Responsefunktion des freien (nichtwechselwir-
kenden) Elektronengases (ebene Wellen) im grofikanonischen Ensemble zur Temperatur
57! und mit dem chemischen Potential y. Die Responsefunktion ist wieder durch die
Fluktuationen der Dichte im Gleichgewicht gegeben (Fluktuations Dissipationstheorem,
vgl. VL Statistische Mechanik). Das Minuszeichen sowie das - vor der Summe riihren
von der hier benutzten Konvention her.

AUFGABE: Vergleiche die (quantenmechanische) Lindhard-Funktion GI. mit
der semiklassischen Dichte-Responsefunktion Gl. (5.78)

L
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5.4.4 Friedel-Oszillationen

Das Verhalten der Lindhard-Funktion bei Frequenz w = 0 und bei Wellenvektoren mit
|d| = 2kp (mit dem Fermi-Wellenvektor k) fithrt zu Oszillationen der Dichte im Elek-
tronengas als Funktion des Abstands r von einer Storladung, die durch periodische
Funktionen mit Argument 2kpr beschrieben werden. Diese Oszillationen sind mathe-
matisch eine Konsequenz der Nichtanalytizitdt von xo(q,0) bei |q| = 2kp. Sie treten
also bereits im nichtwechselwirkenden Elektronengas auf wegen der allgemeinen linear-
response-Beziehung

55((17“]) = —Xo(q,w)V(q,w), (5154)

die die Antwort der Dichte auf ein externes Potential beschreibt. Weiterhin wird wegen

eL,rPA (9, w) = 1+ w(g)xo(q,w) (5.155)

auch die statische Abschirmung von externen Potentialen von der Nichtanalytizitéit
von Xo(q,0) bestimmt. Die Terminologie in der Literatur unterscheidet offensichtlich
nicht streng zwischen diesen beiden Fillen - die Oszillationen werden als Friedel-
Oszillationen bezeichnet (manchmal auch als Rudermann-Kittel-Oszillationen).

Die Diskussion der Friedeloszillationen basiert daher auf folgenden Schritten:

e explizite Berechnung der Lindhard-Funktion fiir w = 0. Referenzen: J. Lindhard
(1954) fiir den d = 3-Fall; F. Stern, Phys. Rev. Lett. 18, 546 (1967) fiir den d = 2-
Fall, neuere Referenz und d = 1-Fall: G. E. Simion and G. F. Giulian, Phys. Rev.
B 72, 045127 (2005).

e Fourier-Riicktransformation von £, rpa(q,0) oder von xo(q,0) (wechselwirkungs-
freier Fall) in den Ortsraum - dabei kann man entweder ‘blind’ Integraltafeln oder
Numerik anwenden oder sich mit der Asymptotik von Fourierintegralen beschéftigen,
z.B. Lehrbuch M. J. Lighthill zu Fouriertransformation (habe ich aber nicht nach-
gepriift).

e Vergleich mit alternativen Zugéngen, z.B. quantenmechanische Streutheorie, vgl.
MARCH/JONES.

Ein den Friedel-Oszillationen dhnliches Phinomen sind die Oszillationen der loka-
len Zustandsdichte in der Umgebung von Atomen auf Oberflichen, die mit Tunnel-
Mikroskopen (scanning tunnel microscopes, STM) beobachtet werden. Spektakuldr sind
die Anfang der 90er Jahre bei IBM hergestellten ‘Quanten-Pferche’ (quantum corrals),
z.B. Physics Today 46, 11 (1993).
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Fig. 5.1: ‘Quanten-Pferch’

5.4.4.1 Lindhard-Funktionind =1

Bei T' = 0 miissen wir folgendes Integral berechnen (A = 2m = 1);

1 O(k| — kr) — 0(k + gl — kr)
Xo(g,0) = —%/dk Wkt P (5.156)
1 O(lk —q/2| — kr) — 0(|k + q/2| — kr)
= dk 5.157
Tom (k= /27— (b + /22 (5157
27 kq
_ 1 / the (q— —q) (5.159)
 2mq i g K 7 7 '
1 q+2k:F —q+2kF
- — 1 — - - 1
27rq{n'q—2kp ‘—q—ZkF] (5.160)
q+2kp
= —1 . 161
q ‘q — 2kp (5.161)

Im Ortsraum folgt

Xo(rw=0) = — / dgexo(q, 0 / dge™ - ‘Zf;:ﬁ (5.162)
e, gjgg 169
_ T;/dxcoszf”x In ifi' (5.164)
_ 2_71T2 Ooo COS?:F”” In (ii)Q (5.165)

= bk, (5.166)
™
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Fig. 5.2: Integralsinus

Hierbei wird das letzte Integral laut BRONSTEIN zum Integralsinus

si(e) = Si(e) — 7, Si(r) = /O ’ dts’itﬂ (5.167)

5.4.4.2 Lindhard-Funktion in d = 3
Hier ergibt sich fiir w = 0 (vgl. ASHCROFT/MERMIN)

1 1—22

Yo0(2,0) = —uv1(Er)F(2), F(az)z[2+ ——n } xzﬁ(&l&%)

AUFGABE: Beweise dieses Resultat durch explizites Ausrechnen der Lindhard-Funktion
in d = 3. Hinweis: ersetze k = —k — q in dem Teil der k-Summe mit f(extq). Fiir die
Dielektrizitidts-Funktion in RPA, GI. (5.112)), folgt damit

1+z
1—z

4

K)Z
—1 — 1+ TFp
eirra(q;0) + w(q)xo(q;0) + e <2kF

> ., KAp = 4me*v (Br) (5.169)
mit dem Thomas-Fermi-Wellenvektor k1. Die Funktion F(z) beschreibt also gerade die
Korrektur des Thomas-Fermi-Resultats der Abschirmung, die sich durch die quantenme-
chanische Rechnung mit der Lindhard-Funktion ergibt. Es gilt ndmlich gerade F'(0) = 1:
der ¢ — 0-Grenzfall reproduziert das semiklassische Ergebnis fiir die Abschirmung. In
der statischen Abschirmung eines Potentials Vo (r) fithrt dieses Resultat bei Temperatur
T = 0 im effektiven Potential Vg (r) zu einem langreichweitigen Term der Form

cos 2kpr

Ve (1) ~ ,  Friedel-Oszillationen, d = 3. (5.170)

3
5.4.5 Dampfung und Teilchen-Loch-Anregungen im Elektronengas
Die Dielektrizitats-Funktion in RPA

eL,rPA (9, w) = 1+ w(g)xo(q,w) (5.171)
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ist eine komplexwertige Funktion mit Realteil und Imaginérteil, was konventionell als

§Rsl,RPA(qv W) =1 + w(q)X6(q7 w)7 X6(q7 U.)) = §RXO(QJ W) (5172)
%gl,RPA(qv OJ) - w(Q)XE)/(CIa W), Xg (q7 W) = %XO (qu W) (5173)
geschrieben wird. Der Imaginérteil der Dielektrizitits-Funktion und damit der Ima-
ginéirteil x(j(q,w) der Dichte-Responsefunktion bestimmt die Ddmpfung einer durch das
Elektronengas laufenden Anregung, z.B. die Dampfung einer elektromagnetischen Welle.

Allgemein zeigt man in der Statistischen Mechanik, dass die mittlere, aus einem
externen Storpotential der Form

V(r,t) =R [Vq(w)ei(qr*wt) (5.174)

durch das System absorbierte Leistung P gegeben ist durch (JACKLE, PINES/NOZIERES)

1
P = §]Vq(w)]2wxg(q,w), mittlere absorbierte Leistung. (5.175)

Aus der Lindhard-Funktion ergibt sich durch Anwenden der Dirac-Identitét ﬁ =
1

+ —imd(x) die Form

Xo(a,w) = % D [flew) = flErra)l 6w + ek — Extq) (5.176)
ko

Die Delta-Funktion §(w + €x — €k1q) beschreibt dabei Energieerhaltung:
W + €k = €k+q» (5.177)

d.h. ein Teilchen der Energie ¢ absorbiert ein Quant mit der Energie fiw und mit dem
Impuls q, so dass es nachher die Energie exq und den Impuls k + q hat. Wegen

[flex) — flextq)] O(w + ek —extq) = flew) [1 — f(exiq)] 0(w + ek — €ktq)
= flexra) [1 = flew)] 0(w + ek — ex44P-178)

interpretieren wir das als eine Energiebilanz zwischen zwei Prozessen (Absorption und
Emission). Dabei treten jeweils die Fermifunktionen fiir den Anfangszustand und eins
minus die Fermifunktion (Pauli-Prinzip!) fiir den Endzustand auf. Die so entstehenden
Anregungen des Elektronengases nennt man 7eilchen-Loch- Anregungen. Fiir festes w gibt
es dann (d = 3) jeweils ein Intervall [gmin, gmax] mit moglichen Werten fiir ¢ = |q| (SKIZ-
ZE). Wiederum verwende ich fiir dieses Vorlesungsskript eine Reihe von Textbiichern.
Im Folgenden sind, wie im Skript selbst, meist nur die AUTORENNAMEN angegeben:



6. ELEKTRON-PHONON-WECHSELWIRKUNG

6.1 Das Deformationspotential

Das periodische, statische Potential Vion(r — R;j) der N Ionen an den Orten R; im
Festkorper fiihrt {iber das Bloch-Theorem zu den Blochzustéinden der Elektronen. Abwei-
chungen von der Gitterperiodizitit entstehen durch elastische Schwingungen der Ionen
um ihre Ruhelagen R? mit kleinen Auslenkungen uj,

Rj = Rg) + u;. (6.1)
In harmonischer Néherung fiithrte das zum Hamiltonian der Phononen
1
Hyhonon = Y Tws(k) <aLSak7s + 2) (6.2)
kel.BZ,s

Hier wird iiber die k-Vektoren der 1. Brillouin-Zone summiert, und s bezeichnet den
Modenindex.

Die Wechselwirkung der Ionen mit den Elektronen wird durch das elektrostatische
Potential

N
Veion(t) = —€Y Vien(r =R} — ;) = VO (1) + Ve p(r) + O(u?)  (6.3)
Jj=1
N
Veep(r) = e Z Ve Vion(r — R?)uj (6.4)
j=1

beschrieben, das in erster Quantisierung auf ein Elektron wirkt. Hierbei haben wir eine
Taylor-Entwicklung in den Auslenkungen vorgenommen, und ‘/;(l(i)ion ist das statische
Potential. Der Anteil der Elektron-Phonon-Wechselwirkung, der von der linearen Ab-
weichung Ve_p(r) des periodischen Potentials herriihrt (und im Prinzip von héheren
Termen O(u?) , die wieder vernachlissigt werden), wird als Deformationspotential
bezeichnet.

Wir wollen die Wechselwirkung V,_, nun in zweiter Quantisierung schreiben. Zunéchst

driicken wir die Auslenkung des j-ten Ions mit Normalkoordinaten uy s aus,
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ikRY
U = — Z ug se (6.5)
\/7 kel.BZ;s
h i
U.k75 = Ws(l{) <ak7s + a/_k’s) Es(k) (66)

mit dem Polarisationsvektor €, (k), der die Schwingungsrichtung der Normalmode angibt
und ein Eigenvektor der dynamischen Matrix D(k) ist (vgl. Kapitel 2). Weiterhin ist N
die Gesamtzahl der Ionen im Gitter und M ihre Masse.

AUFGABE: Uberpriifen Sie die Form Gl. noch einmal explizit, insbesondere
das Auftreten von —k im Erzeuger aik s N uy s

Wir Fourier-zerlegen das Ionenpotential,
1 , .
Vn®) = =2 3 Ve, V= / dre= Vi, (1), (6.7)
k

dessen k-Vektoren fiir L — oo beliebige Werte annehmen kénnen (nicht auf die 1. BZ ein-

geschriankt). Um mit der Zerlegung der Phononenauslenkungen vergleichen zu kénnen,
schreiben wir (BRUUS/FLENSBERG)

k=q+G, keR?Y qelBZ GeR (6.8)

mit dem reziproken Gittervektor G. Einsetzen ergibt

N

1
Vvefp = ez de/i Z q_|_ G)V Gel(q-i-G)(r RO) kseszJ (6 9)
q,k€1.BZ,s GER
Nun ist wegen e iOR] _ 1
0 0 N . 0 . 0
Zesz i(a+G)R) ZelkRj AR} _ N(Sk,q7 k,qe 1.BZ (6.10)
Damit hat man
VN , .
Vep = ez D Y ila+ G)Varee g, (6.11)
q,s GER
1 )
- Id Z Z 94,G,s (aq,s + aiq,s) eHatGr (6.12)
q€l.BZ,s GER
Nh
9a,Gs (a+Gles(a)Vg+a- (6.13)

2Mws(q)
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6.1.1 V._, bezogen auf ebene Wellen
Das Matrixelement von V,_, mit ebenen Wellen (r|k) liefert wegen
(KO ) = b 4y (6.14)
in zweiter Quantisierung den Hamiltonian der Elektron-Phonon-Wechselwirkung
Hop = 3 (KVeopK)elycrco (6.15)
kk'c

- % > D dacshal-a-G) (aq,s + cﬁ_q,s) (6.16)

q€l.BZ,s GER

mit dem Operator der Teilchenzahldichte pe) in zweiter Quantisierung

Pq = Z clT(UckJrq,g, (6.17)
ko
Gl . Meistens vernachlédssigt man die sogenannten Umklapp-Prozesse, die in
der Summe den Termen mit G # 0 entsprechen. Fiir isotrope Medien tragen dann wegen
des Terms qes(q) in der Kopplungskonstante gq g—o,s nur longitudinale Phononen zur
Elektron-Phonon-Wechselwirkung bei. Der Hamiltonian

1
Hop = 77 2. D %as (aqs + 0 q) hiqotico (6:18)
q€l.BZ,s ko

Nh
L= el 1
q, ie M wo(d) qVy (6.19)

hat dann Impulserhaltung (FEYNMAN-DIAGRAMM, SKIZZE). Diese Form wird meist
in translations-invarianten Systemem (bulk) verwendet.

6.1.2 V,_, bezogen auf eine beliebige Einteilchenbasis |«)

In diesem Fall muss das Matrixelement
(a]e 9t |/ (6.20)

aus den elektronischen Einteilchen-Wellenfunktionen (r|a) im Ortsraum berechnet wer-
den. In zweiter Quantisierung hat man dann

/He*p = Z Z Mgglcgoca’a (aq,s + CLT_OLS) (6.21)

q€l.BZ,s aa'o

ao’ 1 . Nh i r
MG = L D ey i g (4 @es(@Varalale @) (6.22)
GER 5

)
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Diese Form ist z.B. wichtig zur Beschreibung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung, wo
die Bewegung der Elektronen rdumlich eingeschrénkt ist und die |a) keine einfachen
d-dimensionalen ebenen Wellen sind. Ein Beispiel sind Quantenpunkte (‘kiinstliche Ato-
me’).

6.1.3 Anwendung: spontane Emission von Phononen

Wir betrachten ein einzelnes Elektron im Zustand |a) mit der Einteilchenenergie €, und
berechnen die Ubergangsrate T'y_,;(q) fiir den Ubergang des Elektrons vom Zustand
|a) in einen anderen Zustand |b) mit der Einteilchenenergie €, unter Emission einen
Phonons mit Wellenvektor q, Frequenz wq,s und Modenindex s. Diese Rate ist durch
Fermi’s Goldene Regel gegeben;

Tosp(a) = 27 |(i, alHe p|f,b)]> 6(Ei + €0 — Ef — &)
= 27 |(i|Hep| )I? 0(ca — € — was), (6.23)

wobei ¢ der Anfangszustand des Phonon-Systems mit Energie E; und f der Endzustand
des Phonon-Systems mit Energie E ist. Fiir das Matrixelement (i, a|He—p| f, b) mit dem
Elektron-Phonon-Hamiltonian He_p, Gl. (6.21]), brauchen wir

<CL‘CLGCO/J |b> = 5aa5bo¢’ (6.24)

(der Spin &ndert sich nicht und die Summe iiber ¢ enthélt nur einen Term), damit bleibt

2

Tow(@) =2r| S M0l (aq/’S/ n aT_q,78,) 15| 0(ea—ep —wqs)  (6.25)
q’€l.BZ,s'

Da der Phonon-Endzustand |f) ein Phonon mit Wellenvektor q (Mode s) mehr als der
Phonon-Anfangszustand |i) enthélt, gilt

(i <aq/,s/ n aiq,}s/> 1f) = GosOqqr /M + 1, (6.26)

denn (...ngslaq,s|..-Nq,s +1...) = \/Nq,s + 1, wobei ng s die Besetzungszahl der Mode q, s
im Phonon-Anfangszustand |i) angibt. Es folgt also

Tamsp(q) = 27| ME, % (ng,s + 1)8(eq — & — was)- (6.27)

Die Rate ist proportional zu ng s+ 1, den vom Faktor ng s herrithrenden Anteil bezeich-
net man als stimulierte Emission, den von der 1 herrithrenden Anteil als spontane
Emission.
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6.1.4 Akustische und optische Phononen
In seiner allgemeinen Form Gl. (6.21]),

%Q*P = Z Z M(C;CL:/C:&UCO/U (aq,s + CLT_(Ls) (628)

q€l.BZ,s aalo

tragen alle Zweige der akustischen und optischen Phononen zur Elektron-Phonon-Wechselwirkung
bei. Allerdings erkennt man bereits aus Gl. (6.27)), dass bei kleinen Energieiibertragen

die akustischen Phononen (wqs — 0 fiir ¢ — 0) wichtiger als die optischen Phononen

(Wq,s = ws > 0 fiir ¢ — 0) sind.

6.1.5 Ebene Wellen, ‘Uberschall-Knall’

Bei Zusténden |a = k), |b = k) haben wir ohne Umklappprozesse

/ 1 Nh ;
ﬂ[kk — . iqr
as = Td"¢ 2Mws(q)qi<l<k’€ k') o 0w k—q (6.29)

(Impulserhaltung bei gleicher Dimension des Elektronen- und Phononensystems), sowie
Energieerhaltung

LA Ll Vi (6.30)

2m 2m

was fiir wq = csq (Debye-Modell) auf die Bedingung
1 9 k
Csq = — (—q + 2kq) ~eg = —cosl — — < — (6.31)
2m m m

fithrt, wobei 6 der Winkel zwischen k und q ist. Die Geschwindigkeit ik/m des Elektrons
muss also mindestens so grofl wie die Schallgeschwindigkeit sein, damit spontane Emis-

sion stattfinden kann - eine Bedingung, die auch bei der Tscherenkov-Strahlung auftritt
(KITTEL, QUANTUM THEORY OF SOLIDS).

6.2 Weitere Elektron-Phonon-Kopplungen

6.2.1 Piezoelektrische Wechselwirkung

(MAHAN) Diese spielt in III-V-Halbleitern wie GaAs eine grosse Rolle bei tiefen Tem-
peraturen (kleinen Energieiibertriigen), sowie in stark piezoelektrischen Materialien wie
den II-VI-Halbleitern CdS oder ZnO. Phononen erzeugen dann im Kristall elektrische
Felder, deren rdumliche Komponenten Fj durch

E, = ZMijkEij7 €ij = B (87“]' + arj> (6.32)

ij
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mit dem Verzerrungstensor ¢;; (Kapitel 3) und Konstanten M;j;, bestimmt wird. Das
Verschiebungsfeld u im Verzerrungstensor 148t sich wieder {iber Normalmoden quanti-
sieren,

T ) k iqr
Z 2MN ( ) (aqs ta_gs es(k)e'r, (6.33)
kel.BZ,s
und man erhilt [
eij(r Z oM Nw M Nwss(q) (€igj + €j4i) <aqs + aT_qs> el (6.34)

mit den Komponenten ¢; des Polarisationsvektors €(q) der Normalmode zum Wellen-
vektor q. Das elektrische Feld Ej hat ein Potential ¢(r) (d = 3 Dimensionen)

B, = —0ko(r) = 73 qum e’ (6.35)

1. I ‘
- %: Mij’fﬁz %; 2M Ny (q) (€iqj + €5a:) (aqs + aiqs) e'ar (6.36)

Vergleich beider Seiten ergibt die Form des piezoelektrischen Potentials ¢(r),

h ~ T iqr
r) = ; SN M@ (aqs + a_qs) e (6.37)
mit einem Ausdruck fiir das Kopplungsmatrixelement Ms(§), das nicht von der Grofie von
g, wohl aber von seiner Ausrichtung relativ zur Polarisation € des Phonons abhéngig ist.
Im Gegensatz dazu ist das Matrixelement ﬁgq s zum Deformationspotential, Gl. 1}
ohne Umklappprozesse von der Form

Jq,s = i€ 2]\/IJZZq)qVq, s nur longitudinal (6.38)
und ist im einfachsten Fall mit eV = D = konst (Deformationspotential-Konstante)
eine Potenz von ¢ hoher als M(§) im piezoelektrischen Potential. Als Konsequenz un-
terscheiden sich dann z.B. die Streuraten fiir Deformationspotential- und piezoelektrische
Kopplung in ihrer Temperaturabhéngigkeit (AUFGABE). Ein weiterer Unterschied ist
der Faktor ¢ in gq s, der in M,(§) nicht auftritt: das eine Matrixelement ist im einfachsten
Fall rein reell, das andere rein imaginér.

! Beachte, dass MAHAN einen Faktor i vor die Zerlegung von u;, GL 1) nach Normalmoden
definiert, Gl. (1.85) in der dritten Auflage seines Lehrbuchs. Der Unterschied liegt in der Definition des
Polarisationsvektors €, (k).
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6.2.2 Frohlich-Parameter, Ionenkristalle

Der einfachste Fall ist hier der von zwei entgegengesetzt geladenen lonen pro Ele-
mentarzelle des Bravais-Gitters (polare Festkorper, vgl. MADELUNG). Ein Beispiel ist
Kochsalz (NaCl). Die optischen Phononen induzieren dann eine starke lokale Polarisa-
tion, die mit den Elektronen wechselwirkt. Diese Wechselwirkung fithrt dann zum Be-
griff des Polarons, das die Polarisations-‘Wolke’ um das Elektron bei seiner Bewegung
durch den polaren Kristall beschreibt. Die Wechselwirkungsstérke der Elektron-Phonon-
Kopplung wird dabei durch einen dimensionslosen Frohlich-Parameter « beschrieben
(s. Lehrbiicher).

Historisch hat das Polaron ein grofle Rolle im Vorfeld der Supraleitung sowie in der
Theorie der Fermion-Boson-Wechselwirkung in nicht-relativistischen Systemen gespielt.
Eine wichtige Arbeit war hierbei die von R. Feynman zur Bestimmung der Grundzu-
standsenergie des Polarons mit Hilfe von Pfadintegral-Methoden (1954, vgl. das Lehr-
buch von FEYNMAN ‘Statistical Mechanics’, das sehr empfehlenswert ist).

6.3 Dekoharenz durch Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Fine wichtigste Konsequenz der Elektron-Phonon-Wechselwirkung ist der dynamische
Zerfall elektronischer Uberlagerungszustinde. Dieser Effekt ist insbesondere fiir die Quan-
teninformationsverarbeitung von Bedeutung: inelastische Prozesse zerstéren quantenme-
chanische Kohérenz.

Solche Phénomene werden im Rahmen von System-Bad-Theorien beschrieben: das
System bezieht sich im obigen Fall dann auf die elektronischen, das Bad auf die pho-
nonischen Freiheitsgrade. Je nach physikalischer Situation kann es aber auch umgekehrt
sein bzw. andere Systeme und Béder vorkommen. Ausgangspunkt ist stets ein System-
Bad-Hamiltonian

H=Hs+Hp+ HsB. (6.39)

6.3.1 Spin-Boson-Modell

Das einfachste elektronische System ist ein Zweiniveau-System, fiir das der System-
hamiltonian

Hs = ho (6.40)

mit dem Vektor der Pauli-Matrizen o und einem konstantem Vektor h € R3 lautet.
Konkret wahlt man meist

Heg = —o,+T.04 (6.41)

2 1

HSB = Zgaazmav Hp = Z <22::; + zmangi> ) (642>
o

@ ey
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wobei die Summe iiber N > 1 verschiedene harmonische Oszillatormoden « lduft. Im Fall
des oben diskutieren Deformationspotentials mit Phononen im Bravais-Gitter entspricht
dem Index o dann der (Multi)Index q,s (Phononen-Impuls und Zweigindex). Fiir ein
elektronisches System mit zwei orbitalen und zwei Spin-Zustédnden lautet die Elektron-

Phonon-Wechselwirkung Gl. (6.21)) dann z.B.

2
Hsp = Z Z Z M&‘;,CLUCCY’O (aq,S + aT_q73> (6.43)

q€l.BZ,saa’'=1 ©

Betrachtet man spin-polarizierte Elektronen, die z.B. im starken Magnetfeld nur einen
Spinrichtung haben, so kann man den Spinindex weglassen. Im Hilbertraum der zwei
Orbital-Zustéinde a = 1,2 wird dann ein Pseudo-Spin durch

o, = c{cl — C;CQ =f1 — N9 (6.44)

definiert. Die Form von Hgp beschreibt dann eine spezielle Ankopplung nur an die
Besetzungszahldifferenz n; — ny. Je nach physikalischer Situation ist das mal mehr und
mal weniger realistisch.

Das Spin-Boson-Modell GI. ist die Minimalversion eines Modells mit nicht-
trivialer Elektron-Phonon-Wechselwirkung. Es ist bis auf weniger Spezialfille nicht exakt
16sbar und gehort seit etwa den 80er Jahren zum Standard-Repertoir der theoretischen
Festkorperphysik, insbesondere fiir die quantenmechanische Beschreibung von Reibung,
Dissipation, Dekohérenz und die Modellierung des Messprozesses (weiterfiihrende Lite-
ratur: WEISS).

6.4 Dekoharenz-Modell

Das Dekohérenz-Modell ist ein exakt 1osbarer Spezialfall des Spin-Boson-Modells Gl. (6.41]),
némlich der Fall verschwindender Tunnel-Amplitude 7, = 0. Der Hamiltonian lautet also

w 2 1
H = ?Oaz + Zgaazxa + Za: (2]:7304 + 2maw2x3> . (6.45)

Wegen
[0, H] =0 (6.46)

ist o, eine Konstante der Bewegung. Man kann das Modell also auffassen als eine QND-
Messung von o, durch das Oszillator-Bad (QM 1 SKRIPT bzw. Anhang). Die Messung
des Pseudo-Spins in z-Richtung o, ist dann nicht QND: eine anfingliche Superposition
aus o,-Eigenvektoren zerfillt im Laufe der Zeit:
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6.4.1 Fall N =1 Phononen-Mode

Fiir den Fall nur einer Mode « hatten wir dieses Modell in der QUANTENMECHANIK
I bereits bei der Beschreibung des Messprozesses kennengelernt (s. Anhang zu diesem
Kapitel), wir schreiben

wo p? 2,2

Im Folgenden schreiben wir stets ‘Spin’, auch wenn es sich bei den elektronischen Frei-
heitsgraden um einen Pseudospin handelt.
Wir betrachten eine lineare Superposition

[Wo) = | 1) + B ) (6.48)

mit Normierung |o|? + |3]|?> = 1 als reinen Anfangszustand des Spins zur Zeit ¢ = 0 mit
Dichtematrix

[Wo)(Wol = o[ )T [+ 1B L) [+ aB*| D)L |+ a* 8] (1] (6.49)
Fiir die Zeitentwicklung gilt wegen o,| 1) = | 1), .| L) = | })

M) = e TN, ) = ) (6.50)
2
_ D 2.2
H, = — MQ .01
g 5 + = z° + gz, (6.51)

Der Anfangszustand des Oszillators sei ein thermischer Gleichgewichts-Zustand peq zur
Temperatur f~! = T (Wirmebad, kanonisches Ensemble). Der Anfangszustand des
Gesamtsystems ist dann

p(t = 0) = peq|Wo)(Vol, (6.52)
dessen Zeitentwicklung
p(t) = e M p(t = 0)e' (6.53)

hat dann die vier Anteile von den vier Termen in |Wg)(Wy|: Es gilt

M Dpeq(t e = €T P peqet e |

= |T> T peq o ] (6.54)
€_th>peq<T\€th — ¢ 2tu> zH_gt ngtei%t@’

= [ De pH i et (6.55)

und entsprechend fiir die zwei anderen Terme. Wir erhalten die reduzierte Dichte-
matrix pg(t) des (Pseudo-Spins), indem wir die Spur iiber die Oszillatorfreiheitsgrade
nehmen. Das ergibt

ps(t) = o] 1) (1 |Tr (e ol poqe™st) + a*B| L) (1 [0 T (et poqe™s") + ...(6.56)
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Die Spur fiir den ersten Term ergibt einfach eins,
Tr (e—ngtpeqengt) — T (peqengte—ngt) -1 (6.57)

wegen der zyklischen Invarianz der Spur. Das Gleiche gilt fiir den | |)(] |-Term, jedoch
nicht fiir die Auflerdiagonal-Elemente, wo die Spur

Tr (e_iH‘gtpeqengt) =Tr (peqengte_iH—gt) = Fy(t) (6.58)

von eins verschieden ist: die beiden Propagatoren fiir die Vorwértszeitentwicklung e ~*-g*

und Riickwiirtszeitentwicklung e~*s¢ sind nicht komplex konjugiert zueinander wegen
des Vorzeichenunterschieds —g und g. Die reduzierte Dichtematrix des Spins hat also die
Form

‘a|2 aﬁ*e_iwot F*(t) >
=1 .. g : 6.59
,OS( ) ( a*fe Ot]:g(t) |5|2 ( )
Der Faktor
Fy(t) =Tr (peqengte*iH—gt) ,  Influenzfunktional (6.60)

beschreibt den Einfluf3 E] der phononischen Umgebung auf die Kohérenzeigenschaften des
Systems, hier ausgedriickt durch die AuBlerdiagonalelemente der Dichtematrix pg(t).

6.4.2 Berechnung des Influenzfunktionals (Fall N =1 Phononen-Mode)

Fiir den Hamiltonian

2
_ b 1 2.2
H,=— +-MQ .61
g 2M+2 x° 4+ gz, (6.61)
hat man den Zeitentwicklungsoperator Uy(t) als Losung der Schrodingergleichung
o )
i5;Ua(t) = HyUy(t),  Uy(0) = 1~ Uy(t) = 10! (6.62)

Wir bestimmen Uy (t), wir das Wechselwirkungsbild benutzen,

Hg = H0+g.fL‘EHO+V

Ug(t) = e "H0y(t), i0Uy(t) = V(t)Uy(t)
V()

1Hot —iHot __ - ﬁ :
eV (t)e =g (:U cos Qt + 27 S Qt> . (6.63)

Wir bestimmen U, (t) durch den Ansatz

Ug (t) — e—’iAg(t)e—iBg (t)ie—iog (t)ﬁ (664)

2 Das ‘Funktional’ ist hier nur einer Funktion des Parameters g, in komplexeren Fillen kann g
zeitabhéngig werden. Dieser Fall spielt eine Rolle in der Influenz-Funktionaltheorie von Feynman und
Vernon (60er Jahre), die das obiger Beispiel auf allgemeinere Systeme verallgemeinert.
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mit zu bestimmenden Funktionen A, (t) etc. Das ist eine Zerlegung nach den Erzeugenden
1, &, p, die die Algebra des harmonischen Oszillators aufspannen, um den es hier ja geht.
Wir erhalten durch Differentiation

0,0 = Ay, + EBy(0)T,(0) + Cy B O Do peiCol07

= Ag(t)Uy(t) + &By(t)Uy(t) + Cg(t)e_mg(t) (ﬁe_iBg(t)i + [e_iBg(tﬁ,ﬁ}) e Gt

= benutze [e ", p| = i0,e Y = ae” "

= (Ag() + 2B,y (6) + 5Cy(t) + By(t)Cy (1)) Ty(t) = V(£)T, (1) (6.65)

Vergleich mit dem Ausdruck fiir V (t) gibt

t t
g . 1 : g
By(t) = /0 dt'g cos Q' = q Sin Qt, Cy(t) = m/o dt' gsin Q' = MQQ(l — coswt)

1 [t ¢ 2t
Ayt) = _m/o dt’/o dsgcos Qssin Q' = — J /Odt’singﬁt'. (6.66)

M3

Fiir das Influenzfunktional GI. 1@' Fy(t) = Tr (peqengte*iH—gt), benstigen wir das
Produkt

Ug (t) U_g (t) — ﬁ;r (t) U_g (t) — eng (t)ﬁeiBg (t)a%eiAg (t)efiA_g(t) efiB_g(t)iefiC_g(t)ﬁ
_ eng(t)f)eiBg(t)fcefiB_g(t)fcefiC_g(t)ﬁ
—  i0g(1)D2iBy(t)E ,iCq(t)P (6.67)

Wir schreiben jetzt

ot (o). a0 1) oo
E=\ggl\ata ), p=iy—(a —a). .
mit Erzeugern und Vernichtern und fiihren die von den kohérenten Zustdnden bekannten

Operatoren

eaat*o‘*a, a € C, unitdre Verschiebungsoperatoren  (6.69)
D(@D(8) = Dia+ B)e%@) (6.70)
e—%\aﬁcoth(%) (671)

S
Q
[

ein (AUFGABE: Eigenschaften von D(«)). Damit folgt

iCytp = ~Cylt) Mf(a*—a)we”g“”:D(—cg(t) M“) (6.72)

2By (t)& = 2iBy(t) ﬁ <a + aT) ~ 2B — p (2@39(15)1 / 2]\1m> (6.73)
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Wir konnen nun alles zusammenfassen als

Ug(t)U_g(t) _ zC 4 (1)D 21Bg(t z 1C (674)

- ( \/7>D<223 2MQ>D<—C Mf) (6.75)

_ MQ 1 iCB M79
= <C = +2iB 2MQ> D(C 2) (6.76)

)_n

MQ 1 .

- D<—2C - +2iB 2MQ) eiCBe—iCB (6.77)
MQ 1

- D<—2C - +2iB 2MQ) (6.78)

mit den expliziten Ausdriicken

MQ , 1 | M /
_20\/7 + 2B G = —2g M(ﬂ — cos Qt) + 2ig MQ sin Qt

Daraus ergibt sich das Endresultat

2
Folt) = (U6 U_g(t))eq = exp <— Mg 1= ¢ |? coth <f829>> . (6.80)

6.4.3 N > 1 Phonon-Moden

Dieser Fall ist jetz nicht schwieriger als der fiir N = 1, weil die Phononen-Operatoren
zu verschiedenen Normalmoden « miteinander vertauschen. Man spricht deshalb hiufig
vom ‘independent boson model’. Fiir den Hamiltonian GI. des Dekohérenz-
Modells ist alles nun wie vorher, das Influenzfunktional ist gegeben durch

Fy(t) =Tr (peqengte’iH—g , Zgaxa + Z < + maw2x2) . (6.81)

2me,

Die Beitrége der Moden a zu F(t) faktorisieren, und es folgt mit Gl. (6.80|) das Ergebnis

Fy(t) = exp ( Z e w3 |1 — et coth (’%’“)) : (6.82)

Wir schreiben die Kopplung g,z, um als

/1 A
Jdala = Ja M (aa + a(];) = ?a <6La + CZL) , (683)
aWo
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so dass der System-Bad Hamiltonian die h&ufig benutzte Standard-Form

A
Hsp =3 2 (aa +al) (6.84)
(6%
erhiélt, in der das )‘76‘ Konvention ist. Damit folgt
2 2 2
_ Zag =_rla 6.85
mews 4 Mata mews  2w2’ (6.85)

d.h. die Masse m, fillt vollig heraus in der Darstellung mit den aq, aL, wie wir es
erwarten, und wir bekommen
2

—InFy(t) = Z )\—a(l — coswyt) coth <ﬁ;a> . (6.86)

2
W,
o «a

Mit der Einfiihrung der wichtigen Funktion

J(w) = Z M26(w —wa), spektrale Kopplungsdichte (6.87)
«

148t sich somit das Influenz-Funktional ] umschreiben als

F,y(t) = exp <_ /Ooo a1 coswt) coth (62“))) (6.88)

w2

Die Ergebnisse zur Dekohérenz hingen deshalb nun nicht mehr so sehr von der spezifi-
schen Form der einzelnen Kopplungsparameter A, ab, sondern in ‘funktionaler Form’ nur
noch von der Funktion J(w). In der Praxis wihlt man deshalb oft eine Parametrisierung
von J(w). Eine hiufig benutzte Form ist dabei

J(w) = 2aw;}:8wse*“’/“6 (6.89)

mit der cut-off-Frequenz w,., der Referenz-Frequenz wy),, dem Exponenten s und dem
dimensionslosen Kopplungsparameter «. Schwache Kopplung entspricht dabei Wer-
ten von a = 0.001 ~ 0.01, starke Kopplung (Polaron-Fall) o 2 1. Interessant ist nun
eine Diskussion der Zeitabhéngigkeit des Dekohérenzfaktors F,(t) z.B. fiir verschiedene
s und a.

AUFGABE: Diskutiere das ‘Influenzfunktional’, d.h. die Funktion F,(t) des obigen
Dephasing-Modells mit einer expliziten numerischen und (wenn moglich) analytischen
Rechnung fiir spektrale Kopplungsdichten Gl. : a) eine einzelne bosonische Mode
mit Frequenz wy; b) kontinuierliches Spektrum der Form Gl. . Bilder erwiinscht!

3 Das hier im Kontext des dephasing-Modells Gl. definierte Influenzfunktional ist rein reell. Im
allgemeinen Kontext von Korrelationsfunktionen im Spin-Boson-Modell, der Polaronen-Theorie oder der
Feynman-Vernon-Influenzfunktionaltheorie hat man auch noch einen Imaginérteil, der mit dem Realteil
iiber das Fluktuations-Dissipationstheorem zusammenhéngt, vgl. z.B. T. Brandes, Phys. Rep. 408, 315
(2005), oder Lehrbiicher WEISS oder MAHAN.
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6.5 Anhang: Dekohdrenz und Messungen (aus dem SKRIPT QM 1)

6.5.1 Einfithrung

Wir bezeichnen ein System in einem reinen Zustand |¥)(V¥| als quantenmechanisch
kohé&rent oder kurz kohirent. Es gibt Basisdarstellungen, z.B.

W) = Z cala), kohirente Uberlagerung (Superposition) (6.90)

o

nach einer VOS-Basis |«). Ist in dieser Darstellung mehr als einer der Koeffizienten ¢, #
0, so hat man prinzipiell die Moglichkeit, Interferenzterme zu beobachten, beispielsweise
bei Ortswellenfunktionen als

U(z) = coPo(z)+ 1Py (x)
= (@) = oo’ |Po(@)? + let[*[W1(x)* + 2Re (coci Wo () ¥i(2)) . (6.91)

Inter ferenzterm

Beim Doppelspaltexperiment ist der Interferenzterm fiir das charakteristische Beugungs-
muster verantwortlich. Als Dekohirenz bezeichnet man dann einen Prozess, durch den
der Interferenzterm unwirksam gemacht wird und als Konsequenz das charakteristische
Beugungsmuster verloren geht.

Dieser Prozess kann in der Quantenmechanik fiir allgemeine Situationen (nicht nur
fiir das Doppelspaltexperiment) im Rahmen von System-Bad- Theorien systematisch und
mikroskopisch beschrieben werden. Beispiele reichen von der Kernspin-Resonanz (NMR)
iiber die Atom- und Molekiilspektroskopie bis hin zu makroskopischen Uberlagerungs-
zusténden (‘Schrodingers Katze’). Dabei wird das Gesamtsystem (‘Universum’) in ein
‘System’ mit Hamiltonian Hg und ein ‘Bad’ (Umgebung) mit Hamiltonian Hgp aufge-
teilt,

H =Hs + Hp + HsB, (6.92)

die miteinander iiber eine Wechselwirkung Hgp gekoppelt sind. Das Gesamtsystem wird
dann z.B. durch einen reinen Zustand mit Ket |¥) beschrieben, der Zustand des Systems
ist hingegen ein Gemisch, das durch einen reduzierten Dichteoperator pg(t) beschrieben
wird. Dem Experimentator liegt dann nur die in psg(t) enthaltene Information und nicht
die gesamte Information |¥) {iber das ‘Universum’ vor. Dieser Informationsverlust ist
dann fiir das Auftreten von Dekohérenz verantwortlich. Wie schnell und wie stark der
Interferenzverlust erfolgt, hingt vom Gesamtsystem H und damit von sehr vielen Be-
dingungen ab.

Sei das Gesamtsystem im reinen Zustand |¥). Wir betrachten ein System mit nur
zwei Zustidnden |0) und |1) sowie ein Bad mit N Zustédnden |b) und zerlegen den Ge-
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samtzustand wie in GL. (?77?),

Mz

o) = (cop|0) @ [b) + c1p1) @ [b)) (6.93)
b=1
al lcon|® ¢ty
~py = : = opl 0 6.94
ne T Z cacaidlol =32 (] W) e

Fiir eine erste, qualitative Diskussion machen nun eine weitere Annahme, nidmlich iiber
die Form der cpp(t), cop(t) als Funktion der Zeit:

con(t) = W cp(t) = ce®®, o= (6.95)

1
VaN
a(0) = ¢}4(0) =0 (6.96)

mit irgendwelchen Phasen QSI(;)(t), die vom Bad und der Wechselwirkung mit dem Bad
bestimmt werden. Damit stimmt die Normierung,

N
Trps(t) = (0los(B)10) + (1ps 1) = 3 (leosl? + leosl2) = 1, (6.97)
b=1

und man hat

N
ps(t) = ;(r*l(t) r(lt) > E%Z is(t) =5 (¢ (6.98)

Die Phasen ¢,(t) werden fiir jedes b unterschiedlich sein und sich im Laufe der Zeit ¢
unterschiedlich schnell entwickeln. Selbst obwohl anféinglich bei ¢ = 0 alle ¢,(0) und
#,(0) identisch Null sind, summiert man nach einer endlichen Zeit ¢ im Interferenzterm
r(t) eine grofle Anzahl von Phasenfaktoren, die wild fluktuieren und sich fiir grofie N
letztendlich effektiv wegmitteln,

r(t) — 0, fiir groBe Zeiten ¢. (6.99)

Der Dichteoperator des Systems (in der |0), |1)-Basis) geht dadurch von einem reinen
Zustand zur Zeit t = 0 mit Ket %UO} + |1)) zu einem vollig inkohérenten Gemisch mit
maximaler Entropie iiber

1711 1710 .. .
ps(0) = 5 ( 11 > — ps(t) = 5 < 01 > , fiir grofle Zeiten t. (6.100)

Einen solchen Fall von System-Bad-Wechselwirkung, bei der sich nur die Auflerdiagonal-
Terme (Interferenzterme), aber nicht die Diagonalterme (Populationen) der Dichtema-
trix veréndern, nennt man reine Dephasierung (engl. ‘dephasing’).
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6.5.2 Verschiedene Arten von Messungen

Messungen sind in der Quantenmechanik durch das Projektions-Axiom und die ‘Reduk-
tion des Wellenpakets’ axiomatisiert: Eine Observable A habe ein vollstéandiges System
von Eigenvektoren |a) zum Eigenwert «. Ein System sei im Zustand |¥) mit der Fourier-
Entwicklung

T) =) cala). (6.101)

Das Postulat besagt, daf3 bei einer Messung von A das Resultat einer der Eigenwerte «
ist, der mit Wahrscheinlichkeit |c,|? eintritt, wobei sich der Zustand unmittelbar nach
der Messung in dem betreffenen Eigenzustand |«) befindet (‘Reduktion des Wellenpa-
kets’). Bei einer zweiten, unmittelbar folgenden Messung ist das System bereits in dem
Eigenzustand |a). Das Ergebnis der zweiten Messung reproduziert dann das Ergebnis
der ersten.

Man mochte genauer verstehen, was bei einer Messung eigentlich passiert, und zwar
auch aus ganz praktischen Griinden: Moderne Experimente erlauben z.B. das Beobachten
einzelner Ionen oder das Zahlen einzelner Elektronen oder Photonen. Insbesondere stellt
sich z.B. die Frage, wie gut ein Messgerit prinzipiell eigentlich messen kann.

Man unterscheidet zwei Typen von Messungen:

e Messungen ohne Riickwirkung auf die zu messende Grofe.
e Messungen mit Riickwirkung auf die zu messende Grofle.
Wir definieren:

Definition Eine Riickwirkungs-freie Messung (QND-Messung, engl. QND measure-
ment, quantum non-demolition measurement) einer Observablen A hat eine Zeit-
entwicklung, bei der A eine Konstante der Bewegung ist, d.h. bei der sich der Heisenberg-
Operator fl(t) zeitlich nicht &ndert. Alle anderen Messungen heifien ‘nicht-QND-Messungen’
oder Messungen mit Riickwirkung.

Diese Definition geht von einer dynamischen Beschreibung des Messprozesses im Rahmen
der Quantenmechanik mit Hilfe eines Gesamt-Hamiltonoperators H aus, der die Zeit-
entwicklung der Messgrofe /l(t) bestimmt und den Messaufbau inclusive Messapparatur
beschreibt. Es ist also

[A,H] = 0 <> Messung von A ist QND. (6.102)

QND-Messungen sind wegen der fehlenden Riickwirkung auf das System haufig konzep-
tionell am einfachsten zu beschreiben. Sie entsprechen in der mikroskopischen Beschrei-
bung oft einfachen, exakt 16sbaren Dekohérenz-Modellen. Fiir weitere Literatur vgl. auch
BREUER/PETRUCCIONE (‘The Theory of Open Quantum Systems’).
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6.5.3 Modell fiir eine Messung

Wir wollen die Messung wie in Gl. im Rahmen einer System-Bad- Theorie beschrei-
ben, wobei das System mit dem Messgerit wechselwirkt. Die Wechselwirkung zwischen
System und Messgerit legt die Art der Messung fest.

Wir betrachten hierfiir ein einfaches Modell, definiert durch

H = Hs+Hwm+ Hsm

Hs = %UZ, System: Spin—%, Energiedifferenz wy (6.103)
p* 1
Hv = o + imwaz, Messgerét: harmonischer Oszillator (6.104)
m
Hsm = go.x, Wechselwirkung. (6.105)

(andere und genauere Modelle sind mdoglich). Falls o, gemessen wird, ist die Messung
wegen [0, H] = 0 also QND. Falls o, gemessen wird, ist die Messung wegen [0, H] # 0
also nicht QND. Die Wechselwirkung Hgn beschreibt eine Verschiebung des Oszillators
um +gz, falls der Spin-Zustand | 1) ist,und eine Verschiebung des Oszillators um —gz,
falls der Spin-Zustand | ) ist, denn

Hou| 1) = +gz 1), Hsml ) = —gz| 1) (6.106)

Zur Zeit t = 0 sei das System im Spin-Zustand | 1) und das Messgeriit, d.h. der Oszillator,
im Grundzustand |n = 0). Der Gesamtzustand (System und Messgerét) ist dann

[¥(0)) =[1) ®|n=0). (6.107)

Wegen o,| 1) = | 1) 1aBt die Zeitentwicklung den Spin stets im Zustand | 1).
Wir betrachten zur Vereinfachung einen langsamen Messprozess, bei dem die Wech-
selwirkung ¢(t) langsam adiabatisch hochgefahren wird, so daf§

g(t=0)=0, g(t—o0)=g>0. (6.108)
Dann ist der Hamiltonian H = H(t) zeitabhéingig, und die Schréodingergleichung lautet

00 (t) = H[W(D))

. w
D (W) = (5 + M+ g(t)) (110, (6.109)
wobei (T |¥(t)) der Oszillator-Anteil ist (der Spin bleibt immer im Zustand | 1)). Der
Grundzustand |G Z)4—g) des Oszillator-Hamiltonians (¢ = 0) wird in den Grundzu-
stand |G Z)y(4—0) des nach links (wegen +g(t)z) verschobenen Oszillator-Hamiltonians
H(t = o) iiberfiihrt (adiabatisches Theorem, dazu mehr in Lehrbiichern). Es gilt insge-
samt

| 1) @1GZ)yi=0) = | 1) @G Z)p1=cc) = | T) @ |2 = —9g). (6.110)
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Der Endzustand des Oszillators ist dann also der kohdrente Zustand |z = —g) in der
Basis des unverschobenen Oszillators, vgl. Gl. (??). Entsprechend ist fiir einen Spin-
Anfangszustand | |) die Schrodingergleichung

i0U() = ML)
(L [0() = (=5 +Har — g0 (LR D)), (6.111)

wobei jetzt | |¥(t)) der Oszillator-Anteil ist (der Spin bleibt immer im Zustand | |)).
Der Grundzustand |G'Z)y;—¢y des Oszillator-Hamiltonians #H(t = 0) wird wieder in den
Grundzustand |G Z)y4—o) des jetzt nach rechts (wegen —g(t)x) verschobenen Oszillator-
Hamiltonians H(t = oo) iiberfiihrt, d.h.

| ) ®1G D mcy = | 1) ®1GZ)m(emoe) = | 1) @ |2 = +). (6.112)

Die zwei Spinzustidnde des Systems sind somit mit den Endzustéinden des ‘Messgerétes’
(Oszillator) korreliert. Diese Endzustéinde sind rdumlich verschobene Wellenfunktionen,
die bei hinreichend starker Verschiebung rdumlich voneinander aufgelost werden kénnen.
Solche Zusténde nennt man auch Zeigerzustéinde (pointer states).

6.5.4 Messung und Verschrinkung

Interessant ist jetzt die Messung einer Superposition: Sei der Spin-Anfangszustand

(Wo) = | 12+ 6] )- (6.113)

mit Normierung |a|? +|3]? = 1. Das Projektionspostulat, das ja keine Aussage iiber den
Ablauf des Messprozesses macht, gibt Wahrscheinlichkeit |«|? bzw. |3|? fiir spin-up bzw.
spin-down.

Wir wenden auf den Spin-Anfangszustand |¥() unser adiabatisches Modell Gl.
an. Wegen der Linearitit der Schrodingergleichung wird der Anfangszustand mit dieser
Superposition dann folgendermaflen adiabatisch iiberfiihrt:

(al 1) + Bl 1) @G Z)21=0) = \/1N (@ @lz=—-g)+8l1)@|z=g). (6.114)

Hierbei ist NV ein Normierungsfaktor, denn die kohérenten Zusténde |z = g) und |z = —g)
sind nicht orthogonal (AUFGABE). Zur Zeit ¢t = 0, also bevor die Messung beginnt, ist
der Zustand des Systems durch die reduzierte Dichtematrix

ps = Trosc|¥o) @ [GZ) 3 1=0) (Yol @ (GZ |3 =0) = |¥o)(Po|

2 *
= <‘Ofi|5 ’O‘;P) (6.115)

(reiner Zustand).
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Der Endzustand des Systems hingegen ist nun nicht mehr in Spin- und Oszillator-
Anteil separabel: durch den Messprozess sind Spin- (System-) und Oszillator- (Mess-
gerit-) Anteil miteinander verschrinkt worden, der Zustand ist ein wverschrinkter Zu-
stand, vgl. unsere Definition in Gl. (??7). Die reduzierte Dichtematrix des Systems (Spin)
erhalten wir aus

P = S Tre (0] D) |z = —g) + 81 ) @ |2 = ) (" (1] ® (2 = —gl + B | @ {z = g))
N
= %aa*(z:—g|z:—g>|T><T|+%55*<Z:9|Z:9>|¢><¢|
b zaB (s =gl = —g)| DL |+ hac(e = —glz = ) 1] (6.116)

Wenn ¢ hinreichend gro8 ist, dann sind die Uberlapp-Matrizelemente zwischen den nach
links und nach rechts verschobenen Oszillator-Grundzusténden |z = +g) exponentiell
klein und der Normierungsfaktor N = 1. Die reduzierte Dichtematrix geht also durch

den Messprozess {iber von pg in pgnd,
la?  aB* ) end < a2 0 )
= — A 6.117
Ps < o B ‘5‘2 Ps 0 ‘5‘2 ( )

in der Spin-Basis in z-Richtung. Die Dichtematrix des Systems nach der Messung wird
also durch einen gemischten Zustand beschrieben, der auf der Diagonalen die Wahr-
scheinlichkeiten |a|? bzw. |3|? enthilt, spin-up bzw. spin-down zu finden. Die Fourier-
koeffizienten des zu messenen Zustands |¥g) erscheinen als Betragsquadrate auf den
Diagonalen. Dieses Ergebnis ist also konsistent mit dem Projektionspostulat.
Weiterhin gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten fiir spin-up in der z- und der z-Basis
(Speziallfall « = 8 = %

1 N 1
wT,z(pS) = 5 — wT,Z(pg d) = 57 (6118)

wie es sein sollte, denn es handelt sich ja um eine QND-Messung von o,. Dahingegen ist

1
wia(ps) = 1= wia(p§) =3, (6.119)

d.h. der Wert der Observablen o, (spin-up in z-Richtung mit Wahrscheinlichkeit eins)
wird durch die Messung zerstort (spin-up und down in z-Richtung werden gleichwahr-
scheinlich): Die Messung ist nicht QND beziiglich 0.

6.5.5 Information und Kollaps

Die Dichtematrix pg gibt die Wahrscheinlichkeiten fiir die zwei Moglichen Messwerte an
und beschreibt den Zustand des Spins vor dem Ablesen der Messwerte, die man dann ja
noch nicht kennt: Deshalb hat man ein Gemisch.
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Sobald man das Messgerit abgelesen hat, weiss man, ob der Oszillator nach rechts
bzw. links verschoben ist und hat damit den Spinzustand: entweder spin-up oder spin-
down. Das ist natiirlich analog zur Stern-Gerlach-Apparatur. Nach der Messung ist der
Spin also in einem der beiden reinen Zustinde | 1)(1 | oder | [)(] |. Es gilt also

o[>0
ps = 0 182 ) vor dem Ablesen (6.120)
. (10 0 0
ps = < 0 0 ) oder < 01 >, nach dem Ablesen . (6.121)

Der Zustand p§ nach dem Ablesen ist konditioniert durch die Information, die man durch
das Ablesen erhiilt. Der ‘Kollaps’ des Wellenpakets, der sich durch den Ubergang pg — PS
ausdriickt, ist hiermit also letztlich in den Akt des ‘Ablesens’ verschoben worden. Man
hat das zentrale ‘Dilemma’ der QM, d.h. die Frage, wo und wie der Kollaps passiert
(‘im Gehirn des Beobachters’?), durch die Dichte-Matrix und Messtheorie-Maschinerie
soweit also auch nicht besser in den Griff bekommen. REBHAN benutzt den Begriff
‘erste Reduktion’ (ps) und ‘zweite Reduktion’ (p§), um die beiden Fille in GI.
voneinander abzugrenzen.

Die konditionierte Dichtematrix pg,Gl. , kann man jetzt z.B. verwenden, um
eine erneute Messung von o, durchzufiihren: dabei wird sich nichts mehr am Messergeb-
nis dndern, denn wegen der speziellen Wahl unseres QND- Messaufbaus bleibt ein Spin,
der einmal im reinen Zustand | 1, e;) ist, fiir immer in diesem Zustand (entsprechend
fiir | ], e;)). Die Messung dndert nichts mehr am Zustand.

Anders ist das mit einem Spin im Zustand | 1,e;) = %(] T,e:) + | |,ez)), dh.

ein Spin-up in z-Richtung, der unserem Anfangszustand in GI. mit a« = g = %
entspricht: wie wir gesehen haben, geht dieser Zustand durch die Messung in das Gemisch
ps iiber: die Messung dndert den Zustand drastisch. In beiden Féllen handelt es sich
um eine QND-Messung, aber je nach ‘hineingestecktem’ Anfangszustand beeinfluit die
Messung diesen Zustand oder nicht. Die QND-Observable o, hingegen éndert sich nicht

durch die Messung, es gilt z.B. fiir den Erwartungswert
(o)t = const, fiir alle Zeiten ¢. (6.122)

Wenn wir statt o, nun o, messen, handelt es sich nicht mehr um eine QND Messung
wegen [H, o] # 0. Fiir den Anfangszustand | T,e,) gilt z.B. (0;)i=0 = 1, wohingegen
<O’x>tzoo = 0.



7. SUPRALEITUNG

Das Phénomen der Supraleitung ist eine der dramatischsten Konsequenzen der Elektron-
Phonon-Wechselwirkung. Viele gute Lehrbiicher existieren hierzu: DE GENNES, TINK-
HAM, SCHRIEFFER,... Eine minimale Diskussion der ‘klassischen’ Supraleitung ist
meist folgendermassen aufgebaut:

e Phéanomenologie.

e Ursprung der attraktiven Wechselwirkung.
e Das Cooper-Problem.

e Die BCS-Theorie.

Es werden dann weitere Phdnomene im Umfeld der Supraleitung diskutiert wie der Ein-
fluB duflerer Felder, der Josephson-Effekt und mehr. Moderne Entwicklungen sind dann
neuartige Supraleiter (SL) (z.B. Hochtemperatur-SL), mesoskopische SL und Andreev-
Reflexion, ...

7.1 Phanomenologie

Hier eine kurze Zusammenstellung.

7.1.1 Elektrischer Widerstand

Heike Kamerlingh Onnes fand 1911, dass der elektrische Widerstand von Hg (Quecksil-
ber) unterhalb einer Sprungtemperatur 7, = 4.2K plétzlich verschwindet.

7.1.2 AuBeres Magnetfeld H

Dieses wird aus dem SL verdréngt (Meifiner und Ochsenfeld 1933). Oberhalb eines kri-
tischen Feldes H.(T') dringt das Feld aber wieder in den SL ein (Typ-I-Supraleiter, ein-
faches Phasendiagramm in der H-T-Ebene, SKIZZE). Man hat es mit einem thermo-
dynamischen Phaseniibergang zu tun: analog dem Gas-Fliissig-Ubergang in Fluiden
(SKRIPT THERMODYNAMIK 2006) endet die Parabel-formige Grenzkurve der Pha-
seniibergéinge (erster Ordnung) zwischen normaler und SL Phase in einem kritischen
Punkt 7., was als Phaseniibergang zweiter Ordnung bezeichnet wird: oberhalb der kri-
tischen Temperatur T, gibt es zwischen den zwei Phasen keinen Unterschied mehr (es
gibt nur noch die normale Phase).
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7.1.3 Materialien

Viele Metalle konnen SL. werden, aber auch Legierungen und andere Materialien. Der
Gliicksfall fiir die Theorie ist die Tatsache, dass man SL ausgehend von der einfachs-
ten Sommerfeld-Theorie der Metalle (Elektronen als Fermionen) beschreiben kann (vgl.
Lehrbuch LEGGETT).

7.1.4 Isotopen-Effekt
(Voraussage H. Frohlich, 1950). Es gilt

1
T x — x H (T = 0), (7.1)

2
wobei M die Isotopenmasse der Atomkerne ist. Das fithrte zu der Schluflfolgerung, dass
Phononen entscheidend am Phénomen der SL beteiligt sind.
7.1.5 Energieliicke

Im Gegensatz zu normalen Metallen existiert in SL eine Energieliicke A fiir elementare
Anregungen des SL z.B. durch Photonen fuw.

7.2 Effektive Anziehungskraft zwischen Elektronen

In ‘klassischen” BCS-Supraleitern sind die Phononen, d.h. die Schwingungen der positi-
ven Gitterriimpfe, die Ursache fiir eine effektive attraktive Wechselwirkung der Elektro-
nen iiber ein effektives Coulomb-Potential

Veeff(q,w) =

mit der dielektrischen Funktion e(q,w). Disktutiert wird hierbei meist zuerst ein sehr
einfaches, selbstkonsistentes Modell, in dem die Ionenriimpfe als klassische Teilchen be-
handelt werden.

7.2.1 Selbstkonsistentes Potential (‘Multi-Spezies-RPA?)

Wir verallgemeinern unsere Diskussion aus Kapitel 5 etwas, indem wir mehrere Teil-
chensorten «, die jeweils die Ladung Z,e tragen, zulassen (e > 0). Wieder beschreiben
wir die Wechselwirkung durch ein gemeinsam erzeugtes, effektives Potential V,(r,t), das
durch die (zeitabhingige) mittlere Dichte p. (r', ) aller Teilchen bestimmt wird und das
auf die Spezies « wirkt,

Va(rat /ddr Waa! (I‘ -r )5p01 (I‘ t) ‘7 q, Zwaa 6pa q,w ) (73)
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wobei wieder nur die Abweichungen dp,(r’,t) der Dichten von festen (Orts-und Zeit-

unabhéngigen) Gleichgewichtsdichten p&o) eingehen sollen. )
In der kinetischen Gleichung fiir die Verteilungsfunktion § f in Kap. 5 hatten wir in

(—(w+i0) +vpa)of(p,a,w) = aVpfo(p)Vext(a,w) (7.4)
das externe Potential f/ext(q,w) durch das selbstkonsistente, effektive Potential
Vert (@, w) = Vst (@, @) + Vio(q,w) (7.5)
ersetzt, was zu
5p(q,w) = —xo(a, w) Verr (q, @) (7.6)

mit der Dichte-Responsefunktion des freien Systems (ohne Wechselwirkung) fiihrte.
Verallgemeinert auf mehrere Spezies av lautet das jetzt (mit der freien Dichte-Responsefunktion

X0,a(q,w) fiir Spezies ),
5ﬁa<qaw) = _XO,a(qaw)VeH,a(qaw) = _XO,a(Q>w) Vext e (L + Zwaa 6/0a q,w ) (7-7)

Die selbstkonsistente (RPA) Dichteresponsefunktion x,(q,w) ist deﬁnlert iiber den Re-
sponse nur auf das externe Potential,

6pa (A w) = —X0,0(d W) Vet 0 (A 0) = —Xa (@) Vext.a(d, w). (7.8)

WEeil wir ein System von Ladungen haben, setzen wir weiterhin

f/ext,a(qaw) = Zaggext(qa OJ), Waa/! (Q) = ZaZa’w(q)' (79)

(man mache sich am Beispiel des Coulomb-Potentials klar, warum man die Ladungsfak-
toren Z, braucht.) Damit vereinfacht sich die Gl. (7.7]) zu

Zo =Y ZaZot®(@) Xt Dot | Pext (7.10)

Oél

onZaﬁgext = X0,«

Wir erhalten damit die Selbstkonsistenz-Gleichung

Xa(q,w) = Xo0a(qw ll—ZZ/w )] (7.11)

mit der Losung (durch Iteration oder einfach Einsetzen)

Xo(q,w) = X0.0(%w) RPA-Dichteresponse (Multi-Spezies).

e(qw)
e(q,w) 1+ZZa,w q)X0,o’ (a4, w) (7.12)

Wegen Gl. 1| und GI. 1) hat man also wieder die Abschirm-Definition %ﬁ7a(q, w) =
Vext,o (4, w)/e(q,w). Man beachte auch, dass e(q,w) dasselbe fiir alle Spezies « ist! Bis
hierhin ist noch alles recht allgemein.
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7.2.2 Minimalmodell: Elektronen und Ionen

Das in der Supraleitungstheorie benutzte Minimalmodell fiir die Abschirmung des Coulomb-
Potentials in Metallen (d = 3),

- 4re?

‘/eﬁ (q7 W) =

= Pelaw) (7.13)

ist fast schon lécherlich einfach: es beschreibt den elektronischen Anteil (e) der Abschir-
mung im Thomas-Fermi-Modell, sowie den Anteil der Z-fach positiv geladenen Ionen-
Riimpfe (i) in einem klassischen Kontinuums-Modell basierend auf den Newtonschen
Gleichungen fiir ein Ion der Masse M. Zunichst also der elektronische Anteil xo.(q,w)
in

_ 4re? 72
e(qw) = 1+ 2 [X0.e(q,w) + Z%x0,i(q, w)] , (7.14)

der als statische Abschirmung im Thomas-Fermi-Modell Gl. (5.114)),

2
X0.e(q,0) = :LFQ, ke = 4me’vi(Ep), Thomas-Fermi-Abschirmung (7.15)
e

gendhert wird.
Nun zum Anteil x0,(q,w) der Ionenriimpfe: Hier wird die Kontinuitétsgleichung

pi(ra t) = _vji(r> t) (716)

kombiniert mit der Newtonschen Gleichung Mv = —V ey (r, t)

0
M&ji(]; t) = _niv¢ext(r7 t)a (717)
mit der mittleren Ionendichte n;. Durch Einsetzen
pilr,t) = - Ade (r,1), (7.18)

und durch Fouriertransformation erhilt man

2
n;q= ~

~ cl 7
plaw) = —5rrdex(q,w) = —X((),i) (4, w)Pext (4, w) (7.19)
2
I n;iq
~ Xé?i)(%w) = T M2 (7.20)

Insgesamt erhalten wir also in dieser klassischen Néherung fiir die dielektrische Funktion

Q2
e@D(quw) = 1+ 2P cinfaches DF-Modell (Metall)  (7.21)
w

02 = 221 Plasmafrequenz der Ionen. (7.22)
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Voraussetzung fiir die Thomas-Fermi-N&herung, die wir aus dem w = 0-Grenzwert von
X0,i(q, w) bekamen, ist sicherlich

, Plasmafrequenz der Elektronen . (7.23)

Die kollektiven Plasmaschwingungen des Elektronengases spielen dann keine Rolle. Al-
lerdings gibt es mit ¢(®)(q,w) andere kollektive Moden des Metalls, deren Frequenz Wy
aus dem Verschwinden von £(®)(q,w) bestimmt wird:
2 s 4
ws=Q————. (7.24)
q qu + H2TF

Im Grenzfall ¢ — 0 folgen hieraus Schallwellen mit linearer Dispersionsrelation

Q
wg = Csq, €s=——, Bohm-Staver-Beziehung . (7.25)

Das Vorhandensein der Elektronen fiihrt also aus Sicht der Ionenriimpfe zu akustischen
Schwingungen der Ionen mit Schallwellen der Geschwindigkeit cs! In der Tat ist dieses
das einfachste Modell fiir Gitterschwingungen (akustische Phononen). Es wird keine Git-
terstruktur und keine weiteren mikroskopischen Parameter (Form des Gitterpotentials
etc.) vorausgesetzt.

Mit Hilfe von GI. kénnen wir £(°)(q,w), GL 1) umschreiben und erhalten
als effektives Wechselwirkungspotential zwischen den Elektronen

Diese Form ist nun auflerordentlich giinstig fiir eine erste physikalische Interpretation
(LEGGETT, ‘Quantum Liquids’): Der erste Term in Vg o(q,w) ist das normale, ab-
geschirmte Coulomb-Potential. Der zweite Term ist eine effektive Wechselwirkung, die
indirekt durch die Gitterschwingungen (Phononen) der Ionenriimpfe des Metalls vermit-
telt wird. Sie ist im Fourier-Raum frequenzabhingig, in der Zeitdoméne also retardiert.
Fiir w < wy ist %me(q, w) attraktiv: ein Elektron erzeugt im Ionengitter eine Polarisati-
on, die von einem anderen Elektron zu einem spéteren Zeitpunkt wahrgenommen wird.
Fiir grofle w > w, ‘siegt’ die normale Coulomb-Wechselwirkung. Nachteile dieses Mo-
dells: Fiir w = 0, d.h. im statischen Fall, verschwindet die effektive Wechselwirkung, was
pathologisch ist. Weiterhin hat man immer eine attraktive Wechselwirkung fiir kleine
Frequenzen, was nicht erklédrt, warum manche Metalle supraleitend werden und andere
nicht. Hierzu braucht man eine genauere Theorie (z.B. ‘Eliashberg-Theorie’ 60er Jahre).
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7.2.3 Polaron-Transformation und effektiver Hamiltonian

Eine weitere Moglichkeit, die effektive anziehende Wechselwirkung zwischen Elektronen
zu beschreiben, besteht in einer kanonischen Transformation

H =eSHe™® (7.27)

des Hamiltonoperators H = Ho+He—p, wobei He_p, die Elektron-Phonon-Wechselwirkung
und Hj die freien Elektronen und Phononen mit Dispersion w, beschreibt, mit

Heep = Z Z My (aq + aT_q) cL_s_chk’(,, (7.28)
q ko

vgl. Gl (6.18). Im Ergebnis (KITTEL, CZYCHOLL) erhiilt man bis zu zweiter Ordnung
im Kopplungs-Matrixelement Mg die transformierte Elektron-Phonon-Wechselwirkung

2
Hep = Z Z | My|* - 2 2clT<+q ackaclt’fq o' Ck'o’ - (7.29)
kk'oco' q (e = Exva)® — g ’ ’

Im Vergleich mit Gl. ((7.26)) erhalten wir nun explizit einen - nicht so iiberraschenden -

2
Ausdruck fiir die Frequenz w in dem Phononen-induzierten Anteil ———, némlich
q

hw = [ex — Ek+ql; (7.30)

d.h. die Energiedifferenz eines Elektrons bei Emission/Absorption eines Phonons der
Energie hw.

Der Vorteil dieser Modellierung besteht in der potentiell genaueren Erfassung der
Elektron-Phonon-Wechselwirkung iiber das Matrixelement Mg, ohne auf einfachste Theo-
rien wie die Bohm-Staver-Relation GI. zuriickgreifen zu miissen.

AUFGABE: Wir studieren die Polarontransformation in einem Spin-Boson Modell

H=Hce+Hept+tHy=¢J.+J. qu(aq + a[q) + quagaq. (7.31)
q q

Hierbei ist der kollektive (Pseudo-Spin)-Operator J = %Zf\] @ mit den Vektoren der
Pauli (Pseudo)-Spinmatrizen von N (Pseudo)-Spins. Die Komponente in z-Richtung ist
beispielsweise J, = % fv ogi).

a) Zeige, dass mit S = J, >, Z—Z(a& — a_q) der Polaron-transformierte Hamiltonian
die Form

H =eSHe ™ =He +Hy — KJ2 (7.32)

hat. Berechne die Konstante x und driicke sie durch eine geeignete phononische Spek-
traldichte aus, z.B. das J(w) GL des Spin-Boson Problems, und berechne « fiir
den Fall s = 1 (ohmsche Dissipation) explizit. Interpretiere und diskutiere das Ergebnis
Gl fiir H', insbesondere auch im Hinblick auf die obige Diskussion zur Supralei-
tung.

b) Wie transformiert sich der Operator J, unter der Polaron-Transformation?
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7.3 Das Cooper-Problem

Das Cooper-Problem (1956) ist als Zweiteilchen-Problem die wichtigste Vorstufe zur
vollen BCS-Vielteilchentheorie der Supraleitung.
Wir betrachten zwei Elektronen in einem Spin-Singlett

1
V2

und mit symmetrischer Wellenfunktion (‘Paar-Wellenfunktion’) zum Schwerpunktsim-
puls Null im Ortsraum

|0) = ch|k, -k), U(r;—ry) = Z e’k =r2) (7.34)
k k

|5) (1) = [41) (7.33)

mit Koeffizienten cx = c_y, die aus der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung

A+ A
|:—122 —+ ‘/eff(l‘l — I'2)j| \I’(I‘l — 1‘2) = S\I/(I‘l — 1‘2)
m
A A
> e [—12;2 + Vit 5} K, —K) = 0 (7.35)

k

zu Energien £ bestimmt werden sollen. Sandwichen mit (k, —k| liefert

2k?
(5 =+ > acViae =0, Vi = (k, —k[Veg|K', —K') (7.36)
kl

oder umgeschrieben als Integralgleichung (k-Summe — Integral)

ki2
E o Vik', €= 5 (7.37)
k/

om’

1
25k—5

Cx = —

Bis hierhin ist noch alles allgemein und hat noch nichts mit Supraleitung zu tun. Jetzt
kommen die entscheidenden Annahmen:

e Um aus den N = 2-Teilchenproblem ein Vielteilchenproblem mit N 42 Teilchen zu
machen, werden N > 1 Elektronen als bis zur Fermi-Energie Ep = k% /2m gefiillter
‘Fermi-Eisblock’ angenommen, der weiter nichts bewirkt, als die Summe tiber k in
Gl auf |k| > kp zu beschrénken. Die zwei durch GI. beschriebenen
Elektronen bewegen sich dann im k-Raum ausserhalb des Fermisees, und zwar
mit entgegengesetzten Impulsen (Schwerpunktsimpuls Null) und (wegen des Spin-
Singletts) entgegengesetztem Spin.

e Das Wechselwirkungsmatrixelement Vi wird drastisch genédhert, und zwar durch
ki2

Ve = -V <O, ‘6k| < €¢, |6]€/’ < €¢, € = 27 — Erp (738)
m

0, sonst.
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Hierbei ist €. eine Abschneide-Energie von der Grossenordnung der Debye-Energie hwp
der akustischen Phononen im Metall, d.h. der grossten erlaubten Phononenenergie.
GL ist eine Karikatur der attraktiven, Phononen-induzierten Wechselwirkung
Gl mit der zusétzlichen Einschrankung, dass iiberhaupt nur Elektronen mit Ener-
gien e innerhalb eines relativ diinnen ‘Mantels’ der Dicke €. um die Oberfliche |k| = kp
der Fermikugel betroffen sind.

Durch Einfithren der Zustandsdichte vy (e) =), 0(e — ) wird Gl nun zu

‘/b c / / / —
e E/o de'vi(€)c(e), E=E&-2Ep, (7.39)

cle) =

wobei jetzt alle Energien relativ zur Fermienergie Er gerechnet werden: es gilt also v (e =
0) = N(0), was konventionell die Zustandsdichte des Fermigases bei der Fermienergie
bezeichnet. Mit dem cut-off ¢, < Ep approximieren wir unter dem Integral in Gl. (7.39)

v1(€') durch N(0) und erhalten dann durch Integration und FE = —|F|

e de N(0) 2¢.
1=N = 1 — 4+ 1. 4
(O)VO/O = V0n<‘E|+ ) (7.40)

Wegen E = —|E| folgt dann

1

FE = —260762/]\7(0)‘/0 _ 1,

(7.41)

und insbesondere fiir schwache anziehende Wechselwirkung N(0)Vy < 1 die Vereinfa-
chung

2
E ~ —2¢.exp <_N(O)Vb>’ Bindungsenergie eines Cooper-Paares. (7.42)

Dieses Ergebnis (Cooper, 1956) ist ausserordentlich interessant: zunéchst ist die Bin-
dungsenergie tatséchlich negativ, d.h. es gibt bei noch so schwacher anzichender Wech-
selwirkung (—Vj) einen gebundenen Zustand von zwei Fermionen in der Nihe der Fermi-
Oberfiache. Weiterhin ist der Ausdruck GI. nichtanalytisch in Vp (wesentliche
Singularitit der Form e~/ *): das bedeutet, dass eine Taylor-Entwicklung in ‘kleinen’
Wechselwirkungsstérken, d.h. Stérungstheorie in Vj, zum Scheitern verurteilt ist. Drit-
tens (und das ist im Zusammenhang mit SL der wichtigste Punkt) kann man jetzt
natiirlich das ganze Argument iterieren und weitere zwei Elektronen des urspriinglichen
Fermisees unter Energieabsenkung zu einem Cooperpaar binden: der ganze Fermisee wird
also gegeniiber dieser Paarbildung instabil, und es muss ein neuer Vielteilchenzustand
entstehen (der natiirlich nicht mehr von Gl. (7.37)-GL. erfasst wird).

AUFGABE: Berechne und diskutiere die Paarwellenfunktion des Cooperpaares im
Ortsraum! ZUSATZ: was passiert bie Triplett- statt Singlett-Paarung?
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7.4 Die BCS-Wellenfunktion

Der neue Zustand, der Gl. (7.42)) auf eine makroskopische Zahl von Teilchen verallgemei-
nert, wird durch die BCS-Wellenfunktion beschrieben. Wihrend das Cooper-Paar in
zweiter Quantisierung die Form

|(I)1> = Z gkCLTCikuF) (743)
[k|>kr

hatte (|F') bezeichnet den gefiillten Fermi-See), ist ein natiirlicher Ansatz fiir N Elek-
tronen (N = 2n gerade) von der Form (DE GENNES)

[Ny = D Gkl 10), (7.44)
kl’“wkn

wobei |0) jetzt das Vakuum ohne Elektronen bezeichnet. Die Idee ist, eine Wellenfunktion
zu finden, die den exakten Grundzustand des Supraleiters moglichst gut wiedergibt. Sie
soll durch Variation der in die Wellenfunktion eingehenden Parameter derart optimiert
werden, dass der so erhaltene Erwartungswert der Energie minimal wird. Die Funktion
|® ) ist fiir eine solche Rechnung noch zu unhandlich.

Die Idee von Schrieffer war es jetzt, statt |®x) eine Variations-Wellenfunktion der
Form

o
[Wo) = e k1%t |0) (7.45)

anzusetzen, wohl auch motiviert (SCHRIEFFER, ‘Theory of Superconductivity’) durch
dhnliche Formen beim Polaron-Problem, wo Phononen-Wellenfunktionen der Form

[T e9a(eh—a-a) o) (7.46)

auftreten (vgl. die AUFGABE zur kanonischen Transformation am Ende von Sektion
7.2.3)).
Zunéchst gilt

~ tot
(W) = Tieedcrt |0) = TTy (1 + gkcLTcT_kL) |0), (7.47)
denn mit dem Pauli-Prinzip ist

c]LchJr_kicLTc]L_ki =0 (7.48)

und alle hoheren Potenzen verschwinden bei der Entwicklung der Exponentialfunktion.
Da |¥g) sowieso noch nicht normiert ist, schreiben wir es etwas um als

o) = T (uk n kaLTcT_ki) 10), e, vi € C. (7.49)

mit der Normierungsbedingung
Jure? + [on|* = 1. (7.50)

Im Folgenden benutzen wir meist reelles uy, vk.
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7.4.1 Reduzierter Hamiltonoperator

Wiederum motiviert durch das Cooper-Problem, soll der Hamiltonoperator jetzt durch
die Form

Hpcs = Z GkCL,Cka + Z Vi CLTCT—kic_klick'T (7.51)
ko KK/
beschrieben werden, wobei wieder die ‘Karikatur’ Gl. ((7.38)

Viw = —9<0, el <e€eler| <€, BCS-Ndherung (7.52)

0, sonst.

benutzt werden soll. Es streuen hier also die zwei Elektronen des Paars (—k’ |, k' 1)
in neue k-Zusténde, so dass das neue Paar (—k |, k 1) entsteht (SKIZZE). Hierbei
ist in der kinetischen Energie €, also bereits ein Anteil Ep )", CL oCko = MN abgezogen
worden, wie es in der statistischen Mechanik bei der Beschreibung des gross-kanonischen
Ensembles mit chemischem Potential ;1 und Teilchenzahl-Operator N iiblich ist. Der hier
betrachtete gross-kanonische Dichteoperator ist einfach der reine Zustand

|Wo)(Wol, (7.53)

mit dem wir den Erwartungswert der Energie berechnen. In der Tat hat die Wellenfunk-
tion |Wg) auch keine feste Teilchenzahl, was wir weiter unten noch diskutieren werden.
Aus der Rechnung ergibt sich jetzt (AUFGABE)

(Wo|HBcs|Po) = Z 2,08 + Z Vi Uk Uk Ui Vi - (7.54)
k kk’
Zur weiteren Rechnung nutzen wir ui + 1)12( = 1 aus und setzen
ux = sinfy, vk = cosby. (7.55)
Mit 2sin «cos a = sin 2« folgt dann

1
_ 2 . :
(Uo|Hpes|Po) = 2 Ek € cos” Oy + 1 kgk/ Vi sin 20y sin 20y (7.56)

Dieser Ausdruck wird jetzt durch Variation von 6 minimiert - der Vorteil der Winkel-
parametrisierung ist dabei, dass die Normierung automatisch gleich berticksichtigt wird.
Es folgt

1
0 = —2€,2cosfsinfy + 2 x 1 Z Vi’ 2 * cos 20y sin 26 (7.57)
k/
= —2¢sin 20k + Y Viae €08 20icsin 20, Viaw = Viek (7.58)
k/

(Bei der Summe gibt es den extra Faktor zwei wegen der doppelten Summation). Mit
der Definition
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1

A = —3 g Vi sin 20y = — ; Vit Uy (7.59)

vereinfacht sich das zu

A
tan 20 = — —= (7.60)
€L
Weiterhin
. tan 26y Ag
Qupvy = sin 20y = — ==k 7.61
ke = Sk T tan? 260) 12 By (7.61)
mit

By = (€ + A})Y2, (7.62)

Damit erhalten wir eine der zentralen Selbstkonsistenz-Gleichungen der BCS-Theorie,

1 Ay
Ay = —= Z Vige ——=— Gap-Gleichung . (7.63)

Bis hier ist die physikalische Bedeutung von Ej und Ay natiirlich noch iiberhaupt nicht
klar, das folgt aber sogleich.
Mit der BCS-Néherung fiir die Wechselwirkung Gl. (7.52) folgt nun

Ay = A, ‘6]€|<Ec (7.64)

= 0, sonst.

Eine Losung von Gl. (7.63)) ist A = 0, sie entspricht dem Grundzustand des normalen
Fermigases (AUFGABE). Die Losung mit A # 0 folgt aus
g A

A:—f E———

E g ce de R
L=35N0) / — e = gN(0)sinh ™! ¢ (7.65)
: kfeg|<ec Ei + A2 2 —e. VA2 + €2

A

wobei im Integral wieder die Zustandsdichte durch die Konstante N (0) (Zustandsdichte
an der Fermikante) ersetzt wurde. Fiir den Fall schwacher Kopplung g/N (0) < 1 erhalten
wir

1

A = 2. exp <_9N(o)> . (7.66)

Die exponentiell-inverse Abhéngigkeit exp (_gNil(O)> ist analog zum Cooper-Problem!
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7.4.2 Kondensations-Energie

Der Erwartungswert der Energie mit dem BCS-Zustand Gl. ([7.49) wird mit Gl. (7.54)
2

o 2 g . . o Ak

(Wo|Hpes|Po) = 226’“ cos” Oy — 1 Z sin26y | , sin26, = o (7.67)
k k7‘€k|<eC
2
_ 9 Y _
= Z (1 4 cos 260y) 1 Z 5 ,  €os20y = E§7'68)
k k,|ex|<ec
2
_ &) _9(2A
N
€k A?
= ell—— ) — —. 7.70
Z g ( Ek) g (7.70)

AUFGABE: Zeigen Sie, dass fiir schwache Kopplung (N(0)Vp < 1) der Erwartungs-
wert der Energie im BCS-Zustand Gl. (7.49) um

1
E,—E,~ —iz\r(o)A2 (7.71)

gegeniiber der Grundzustandsenergie des normalen Fermigases abgesenkt ist. Hinweis:
verwenden Sie GI. und machen Sie sich klar, welche k-Vektoren zur Summe bei-
tragen. Eine Skizze der Funktion € in der Ndhe von kg ist niitzlich.

Der supraleitende Zustand mit A # 0 ist fiir Temperatur 7' = 0 also thermodyna-
misch giinstiger!

7.4.3 Gap-Energie und Einteilchen-Anregungen

(SCHRIEFFER) Wir beschreiben den Grundzustand des SL durch die BCS-Wellenfunktion
Gl (749)

’\Ij0> = Iy (uk + UkCLTCT_ki) ’0>7 (7.72)
der dem Erwartungswert der Energie
W() = <\110’HBCS|\IJO> = Z 26kvl2{ + Z ka/ukvkuk/vk/ (773)
k kk’

entspricht. Wieviel Energie kostet es, aus |¥g) einen Zustand |VUp4 zu erzeugen, der
ein Cooper-Paar mit Impulsen p, —p weniger hat und dafiir ein einzelnes zusétzliches
Elektron mit Impuls p und Spin 17 Das zusétzliche Elektron hat die kinetische Energie
€p, aber weil das Cooper-Paar p, —p nicht mehr da ist, &ndert sich die Energie des neuen
Zustands um den Wert

€p — (2@1}?, +2 Z Vpkukvkupvp> , (7.74)
k
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wobei der zweite Term die durch das Paars p, —p verursachte Wechselwirkungsenergie
beschreibt. Es wechselwirken nur Cooper-Paare, deshalb verdndert das zusétzliche Elek-
tron mit Impuls p und Spin 1 die Wechselwirkungsenergie nicht. Die Energieéinderung
ist also

Wpr —=Wo = (Upt|Hees|Vpr) — (Yol Hpes|Po) (7.75)

= (11— 21);2,) -2 Z VpkUkUkUpUp = €p(1 — 21)?,) + 2Apupvp, (7.76)
k

wobei wir Gl (7.59)), Ap = — >} Vpkukvk, benutzt haben. Einsetzen ergibt

Wpr —Wo = E, = (eg + A%)l/Z, Quasiteilchen-Energie (7.77)

(SKIZZE von E,).
Im folgenden Abschnitt formalisieren und vertiefen wir diese Betrachtungen etwas
weiter.

7.5 Bogoliubov-Transformation

7.5.1 Mean-Field-Hamiltonian

Weitere Einsicht in das Auftreten von Quasi-Teilchen und das Verhalten von SL bei
endlichen Temperaturen erhalten wir durch erneutes Betrachten des BCS-Hamiltonians

HBCS = Z EkClJr(o_CkU + Z ka/CTkTCT—kl,C—klick/T’ (778)
ko kk’

den wir jetzt in mean-field-Niaherung (MF) behandeln wollen. Typischerweise wird dabei
ein Produkt zweier Operatoren A und B als

AB = (A)B + (B)A— (A)(B) + (A — (A))(B — (B)) (7.79)
ersetzt durch Weglassen des letzten ‘Fluktuations-Terms’, d.h.
AB — (A)B + (B)A — (A)(B). (7.80)
Dazu wéhlen wir im Wechselwirkungsterm
A= CLTCT_M, B = c_ycxis (7.81)

denn wir wollen uns bei der Bildung der Erwartungswerte von den Cooper-Paaren in der
BCS-Wellenfunktion |¥g) leiten lassen. Dort gilt z.B.

<‘I’0|CLTCT,1¢|‘I’O> = ukvk # 0. (7.82)
Jetzt definieren wir etwas allgemeiner

Fi = (cfpcl ) (7.83)
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und schreiben damit den BCS-Hamiltonian in mean-field-Néherung,

H](Sj\ég) = Z EkCLJCkU + Z ka/ (chfk/‘l,ck/T + F;’CLTCiki - FkFlj’) (784)
ko kk’
= Z ekc;fwckg — Z AI(CLTCL(i - Z Ajc_x ikt — Z Vi F Frgr (7.85)
ko k k kk’
Ak = - Z ka/ <C_k/$CkIT>' (786)
k/

Erwartungswerte (...) sollen im Folgenden selbstkonsistent und auch bei endlichen Tem-
peraturen T berechnet werden. Die zugehorige Zustands-Dichtematrix wird dabei erst
einmal nicht als bekannt vorausgesetzt. Die Notation Ay wurde aber bereits als das uns
vom 1T = 0-Fall bekannte ‘gap’ gewéhlt, das im Folgenden durch eine Selbstkonsistenz-
Gleichung berechnet wird, die sich als nichts anderes als die Verallgemeinerung der gap-
Gleichung GI. zu endlichen Temperaturen herausstellen wird.

Der mean-field Hamiltonian Hg\ég ) ist nun quadratisch in den fermionischen Erzeu-
gern und Vernichtern und kann deshalb durch eine unitéire Transformation (Bogoliubov-

Transformation) diagonalisiert werden (BRUUS/FLENSBERG, hier Vorzeichenwahl

wie in SCHRIEFFER)
(5 ()
k k C kl

Tkt
(JM)
<1 - ;’;) (7.88)

1 €L
= 5 (1), =

Ey = \/Gi—l—’AkP. (789)

Der BCS-Hamiltonian wird damit zu (AUFGABE)

N =

Hies' = Y Erlome +EBo (7.90)
ko

mit einer Konstanten Ey (AUFGABE).

7.5.2 Quasiteilchen

Die neuen Bogoliubov-Operatoren v und 7 sind Linearkombinationen der urspriinglichen
Elektronen-Erzeugern und -Vernichtern, z.B.

Ykt = UgCkt — UkCT,M (7.91)

Die Kombination von Erzeugern mit Vernichtern ist ungewohnlich und unterscheidet sich
von dem tiiblichen Wechsel einer Einteilchen-Basis, der in zweiter Quantisierung z.B.

Co = Z(a\mcn (7.92)

n
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fiir einen Wechsel |n) — |a) lautet. Bei der Bogoliubov-Transformation werden Teilrdume
des Fockraums mit unterschiedlicher Teilchenzahl transformiert.

Formal erfiillen die Bogoliubov-Operatoren Antivertauschungsrelationen, z.B. (AUF-
GABE)

{'Ykoy ’711/0/} = Okk'000’ - (793)

)

Fiir einen thermischen Zustand mit Hg\ég gilt dann z.B.

(MF)

e_fBHBCS + 1
Peq = -z 7 (Mo Vka)eq = [(Ex), f(E) = ePE 1 1 (7.94)
wie bei der Fermi-Statistik, allerdings ohne chemisches Potential p. Der Grundzustand

von 7—[](3]\6[5 ) entspricht dem Zustand ohne Bogoliubov-Quasiteilchen, d.h. Besetzung

<71T<g’>’ka> = 0. Der Grundzustand |¥y) ist durch
VkT|‘II0> = (UkaT - UkCT_ki)|‘I’O> =0 (795)
Yol®0) = (uc 1)+ vicely)|Po) = 0 (7.96)

gegeben (wir beschrénken uns jetzt wieder auf rein reelle uy, vy ). Der normierte Grund-
zustand |¥y) ist der BCS-Zustand Gl. ([7.49))

[Wo) = I (Uk + UkCLTCiu) 10), (7.97)

fiir ihn gilt z.B.
chilWo) = uplWpy), ¢ op|Wo) = —vp|TUpy) (7.98)
Wpy) = CLTHk;ﬁp (Uk + kaLTcT_k ¢) 0), (7.99)

woraus v_p||Wo) = 0 folgt. Weiterhin wird aus dem Grundzustand |¥() durch Anwen-
dung der Bogoliubov-Erzeuger

W[ W0) = (ureclyr — vec—ie))[Wo) = (et — vae( 1)) W) = [Pat)  (7.100)
wegen der Normierung ui + vi =1

Definition Der Zustand

7 0) = ¢l Thiesp (uk + ey el ¢) 10) = [Wyy) (7.101)

heifit (Ein)-Quasiteilchenzustand oder ‘Quasiteilchen’ bzw. Quasiteilchen-Anregung
zum Impuls/Spin p 1, er entspricht einem zusétzlichem Elektron p 1 iiber dem um ein
Cooper-Paar p verringertem BCS-Zustand. Die Quasiteilchen gehorchen wegen der fer-
mionischen Antivertauschungsrelationen der Bogoliubov-Operatoren der Fermi-Statistik.

Die Energie zur Erzeugung eines Quasiteilchens p 1 ist wegen Hg\ég ) = > ko Ekfy;rkaa

durch Ep, = /€2 4 |Ap|? gegeben.
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7.5.3 Endliche Temperaturen

Ein grosser Vorteil der Bogoliubov-Methode ist, dass man sofort Ergebnisse zu endlichen
Temperaturen T > 0 erhilt. Die Selbstkonsistenzgleichung fiir das gap Ayx wird durch
Ubergang zu den ~-Operatoren zu

A = = Viaelewyawy) ==Y Viawuve (1 - 2f(Ew)) (7.102)

k' k’
= — E ka/
1%

Wie vorher benutzen wir wieder die BCS-N&herung fiir die Wechselwirkung

Ay
2FEy

1
tanh §ﬁEkl. (7103)

Vi = —g <0, |6k‘, |€1§/’ < €c (7.104)
= 0, sonst., BCS-Néherung fiir Wechselwirkung ,

so dass folgt
Ax = A, Je| <ec (7.105)

= 0, sonst.

Wir 16sen die gap-Gleichung bei der kritischen Temperatur T, des SL, die durch

A(T,) =0 (7.106)
definiert ist. Dann ist Ex = |eg|, und wir erhalten aus Gl. ((7.102) mit 5. = 1/T,
1 € tanh & ;
- N(O)/ g tAmh e (7.107)
g —ec €
Die Berechnung des Integrals ergibt fiir S.e. > 1 die Gleichung
1 2e€\ e
———=In|— | =—. 7.108
N (0) “(r)Tc (7.108)
Mit dem gap bei Temperatur Null, Gl. (7.66])
1
A(T =0) = 2¢e.exp <—> , ¢=0.577.., Euler-Konstante 7.109
(T =0) 0 (7.109)

bekommt man damit den wichtigen Zusammenhang

2A(T=0) 27
— 7 (7.110)
Dieser Zusammenhang kann fiir gV (0) < 1 (was hier vorausgesetzt war) als ein Gesetz
der korrespondierenden Zustinde interpretiert werden. Das Verhéltnis vom Gap
bei T = 0 zur kritischen Temperatur ist fiir alle Supraleiter gleich.

Als Funktion der Temperatur verhilt sich A(T) in der Néhe von T wie bei einem
Phaseniibergang zweiter Ordnung, und zwar findet man durch Entwickeln um A =0
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AT = T,) :w<7f(3)>1/21; <1—£>6, 8= % (7.111)

Das Gap A ist der Ordnungsparameter des Supraleiter-Normalleiter Phaseniibergangs,
der in der BCS-Theorie durch den kritischen Exponenten 5 = % charakterisiert ist.
Der Wert § = % ist dabei typisch fiir eine mean-field- Theorie, vgl. SKRIPT THERMO-
DYNAMIK.

7.6 Meissner-Effekt, London-Gleichung

Ein &usseres Magnetfeld mit Vektorpotential A dringt nur bis zur Londonschen FEin-
dringtiefe A in den SL ein, die aus der Londonschen Gleichung (1935)

A (7.112)

und den Maxwell-Gleichungen berechnet wird, wobei ns die Dichte der supraleitenden
Elektronen ist. Die Londonsche Gleichung wurde zunéchst postuliert und wird dann im
Rahmen der BCS-Theorie begriindet und interpretiert.

7.6.1 Stromdichteoperator

Bei Anwesenheit elektromagnetischer Felder hat der quantenmechanische Stromdichte-
Operator fiir ein Teilchen mit Ladung q zwei Anteile - einen paramagnetischen und einen
diamagnetischen. Mit der minimalen Kopplung ersetzt man den kanonischen Impuls
p durch den kinematischen Impuls

h
p = -V, kanonischer Impuls (7.113)
i

p— gA(r7 t), kinematischer Impuls, (7.114)
c

denn damit hat man Eichinvarianz und es folgt die richtige kinetische Bewegungsglei-
chung mit der Lorentzkraft auf das Teilchen der Ladung ¢, s. SKRIPT QM (2009).

In erster Quantisierung lautet der Stromdichteoperator fiir Elektronen der Masse m
und Ladung ¢ = —e

N
j(r) = _76 Z [vl(s(d) (r—11) + 8D —r)vy| . (7.115)

J=1

Diese Form ist symmetrisch beziiglich der Reihenfolge von Orts- und Impulsoperatoren.
Sie ist kompatibel mit der Coulomb-Eichung

divA =0, (7.116)
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die in der nicht-relativistischen Theorie meist verwendet wird. Man schreibt

i, t) = Jp(r) +Jja(r) (7.117)
Jp(r,t) = 2_—6 [plé(d) (r—r) +69(r—r)p;|, paramagnetischer Anteil
m
j=1
o2 N @ o2
Ja(r,t) = —%A(r, t) Zé (r—r) = —%A(r, t)p(r), diamagnetischer Anteil

J=1

mit dem Operator der Teilchenzahldichte p(r).

7.6.2 Londons Annahme
(CZYCHOLL) In normalen Metallen, die das Ohmsche Gesetz

j=oE (7.118)

erfiillen (Stromdichte ist proportional zur elektrischen Feldstérke), a8t sich aus den

Maxwell-Gleichungen die Telegraphen-Gleichung herleiten, womit man den sogenannten

Skin-Effekt erkldren kann, d.h. das exponentiell abklingende Eindringen elektromagneti-

scher Wechselfelder in Leiter. Einen analogen Effekt fiir das exponentiell abklingende Ein-

dringen von Magnetfeldern in einen Supraleiter erhilt man aus den Maxwell-Gleichungen

unter der Annahme, dass im SL die Stromdichte proportional zum Vektorpotential ist.
Das einfache Drude-Modell einer Leitfihigkeit geht aus von

mv = —eE — mv — —eE, 7=00 (7.119)
T
d . d ne?
o= ﬁ(—e)vn = WE’ n = const. (7.120)

Mit E = —%A (ohne skalares Potential) ergibt sich durch Vergleich und mit Weglassen
der Integrationskonstanten

TL€2

j = ——A, Londonscher Ansatz . (7.121)
me

Hier ist n zunichst die Dichte der Elektronen. Im nachsten Schritt ersetzt man n nun
phinomenologisch

n — ng, ‘Dichte der supraleitenden Elektronen’. (7.122)

Aus dem Londonschen Ansatz (1935) kann nun das Eindringen eines statischen Magnet-
feldes z.B. in einen SL-Halbraum mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen berechnet werden
(AUFGABE). Das Magnetfeld fillt auf der Langenskala
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2
AL = ﬁ, Londonsche Eindringtiefe . (7.123)
dmnge?

im Inneren des SL exponentiell ab, was den Meissner-Effekt erklart.
Der Vergleich des Londonschen Ansatzes mit dem Ausdruck fiir den Stromdichte-
operator
2

i) = 3p(0) +3a(r) = jp(r) — —A(r)p(r) (7.124)

mc
legt nahe, ein Verschwinden des paramagnetischen Stroms im SL zu vermuten. London
spekulierte, dass wegen einer ‘Steitheit’ der Wellenfunktion des SL gegeniiber einem
dufleren Magnetfeld der Erwartungswert

{ip(r)) (7.125)

im SL mit statischem Magnetfeld verschwindet. Falls (j,(r)) = O(A)?, so gilt dann
zumindest

nge?

G0) = "= A+0(A), o= {p) (7.126)

und die London-Gleichung ist fiir schwache Vektorpotentiale, d.h. schwache Magnetfelder
erfiillt.

7.6.3 Mikroskopische Begriindung der Londonschen Vermutung

Die Mikroskopische Begriindung der Londonschen Vermutung erfolgt aus einer Kom-
bination der BCS-Wellenfunktion mit Storungstheorie im Magnetfeld, oder alternativ
direkt mit dem Bogoliubov-diagonalisiertem BCS-Hamiltonian.

AUFABE: Benutze die Bogoliubov-Operatoren und

)= (“k ‘”“) o =u ), (7.127)
Yy Ve Uk i Clyy

um die Darstellung des paramagnetischen Ladungs-Stromdichteoperators im Supraleiter
in 2. Quantisierung,

. . i - 1 - —eh t
jp=ipla=0)=— ;kckgcka =— k;i ko Yo (7.128)
herzuleiten.
Jetzt betrachten wir eine Storung des BCS-Hamiltonians durch ein zeitlich konstantes
Magnetfeld mit Vektorpotential A(r)

Ho= HOE
Hies) = Y Bl + Fo (7.129)

ko
o= - [ eAr = -5 Y i@ACa) (7.130)
q
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wobei nur der Term linear in A(r) mitgenommen wurde. Als nichste Vereinfachung
nehmen wir nur noch die q = 0-Komponente des Vektorpotentials mit, da wir uns
fiir rdumlich homogene Felder interessieren bzw. fiir Felder , die rdumlich sehr lang-
sam variieren. Diese Vereinfachung ist allerdings sehr mit Vorsicht zu geniessen [H Der
Hamiltonian ist jetzt in der Tat diagonal,

(MF)

1,
H = Hpes — 7adn(a=0)A(q=0) (7.131)
eh
= E koA(q= ! E 132
%;( K+ ——koA(q 0)) Vo Vko + Eo, (7.132)

und der Erwartungswert von j,(q = 0) kann damit einfach berechnet werden,

Gplq=0)) = — Z ko f (Ek —ikoA(q 0)) (7.133)
ko=+
me — Zk (kA(q ;gk +O(A). (7.134)

mit der Fermifunktion f(E) der Bogoliubov-Fermionen. Die k-Summe 148t sich jetzt wie-
der in ein Energie-Integral umwandeln (AUFGABE), und man erhilt fiir den gesamten
Ladungsdichtestrom

R (7.135)
ne? o0 , E -
= <2/A dE [(_f (E)>\/m} — 1> A(q=0). (7.136)

Im Normalzustand verschwindet das Gap, A = 0, und der Erwartungswert der Strom-
dichte wird Null: para- und diamagnetischer Anteil heben sich gerade weg. Im SL dagegen
ist A # 0 und die beiden Anteile kompensieren sich nicht mehr.

7.7 Wichtige weitere Eigenschaften von Supraleitern

Zum Schluss stellen wir hier einige wichtige und interessante Eigenschaften von SL kurz
zusammen (Details sollen in Seminarvortrégen zum Thema ‘Quanten-Materie’ néchstes
Wintersemester 2010/11 besprochen werden).

7.7.1 Spontan gebrochene globale U(1)-Eichinvarianz

Unterhalb der kritischen Temperatur 7, erhilt der Ordnungsparameter

A = = Viaeleowiowr) (7.137)
k/

! Das Ergebnis, das wir erhalten, ist aber korrekt. Fiir eine genauere Diskussion siche SCHRIEFFER
oder DE GENNES.
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einen endlichen, makroskopischen Wert mit einem bestimmten Betrag und einer be-
stimmten Phase ¢, obwohl der zugrundeliegende Hamiltonian invariant unter Transfor-
mationen der Erzeuger und Vernichter, ¢ — ce’® etc., ist. Diese Art von spontaner Sym-
metriebrechung tritt in vielen Bereichen der Physik auf, angefangen von Kristallen, Fer-
romagneten, Bose-Einstein-Kondensaten, Supraleitern, bis hin zum Higgs-Mechanismus
in der relativistischen Teilchenphysik.

7.7.2 Josephson-Effekt

Zwischen zwei Supraleitern mit Phasendifferenz ¢; — ¢o der Ordnungsparameter A exis-
tiert bei Verbindung iiber einen diinnen, isolierenden Tunnelkontakt ein endlicher Gleich-
gewichtsstrom (Josephson-Strom)

T A

Iy =—
7 2eRyN

tanh (Af> sin(py — ), (7.138)

wobei Ry der Tunnel-Widerstand im Normalzustand ist.

7.7.3 Andreev-Reflektion

An einem Normalleiter-Supraleiter-Kontakt fillt ein Elektron k 1 mit ‘sub-gap’-Energie
< A auf den SL. Dort wird ein Cooper-Paar erzeugt, das sich in Richtung von k wei-
terbewegt. Gleichzeitig wird im Normalleiter ein Loch mit Impuls —k und Spin | retro-
reflektiert (SKIZZE). Diese Art von Reflektion ist fiir mesoskopische Supraleiter von gros-
ser Bedeutung und wird auch im Zusammenhang mit der Erzeugung von verschriankten
Wellenfunktionen in der Quanten-Informationstheorie diskutiert.



8. MAGNETISMUS

(ASHCROFT/MERMIN, YOSHIDA) Magnetismus duflert sich im Verhalten von Mate-
rie in einem Magnetfeld B. Unterschiedliche magnetische Phéinomene basieren auf den
magnetischen Eigenschaften (nach aufsteigender Komplexitét): a) einzelner Elektronen
(Spin, Bahndrehimpuls), b) einzelner Atome bzw. Ionen (Atomphysik, Schalenmodell,
Spin-Bahn-Kopplung, Hundsche Regeln...), und ¢) Wechselwirkungseffekten. Bereits b)
ist ja eigentlich ein Vielteilchenproblem, das in der Festkorperphysik allerdings verein-
facht behandelt wird, um sich voll auf die komplexen Phinomene aus c) zu konzentrieren.

8.1 Freie Elektronen

Die Ladung des Elektrons sei —e < 0). Im Magnetfeld B ist der einfachste Hamiltonian
dann (Pauli-Gleichung!)

H = Hdia + Hzeeman (81)
Haw = i( +9A)2 H — gousBS (8.2)
dia — om p c ) Zeeman = JOUB .

wobel B = rotA und

h
up = e—, Bohrsches Magneton (8.3)
2mce
= 2 [1 b2y O(c?)| =~ 2.0023, «a= cL L Feinstrukturkonstant€8.4)
9= o7 e A ETe '

Weiterhin ist S = %cr der Operator des Elektronen-Spins mit dem Vektor o der Pauli-
matrizen.

Es gibt zwei konzeptionell duferst einfache, auf Hgin und Hzeeman beruhende ma-
gnetische Effekte fiir wechselwirkungsfreie Elektronen (z.B. als Modell eines Metalls):
Landau-Diamagnetismus sowie Pauli-Paramagnetismus. Beide werden meist ge-
trennt behandelt, da man an den Suszeptibilitéiten, also an Effekten linear in B interes-
siert ist.

8.1.1 Pauli-Paramagnetismus

Wir diskutieren den Zeeman-Term

Hzeeman = gopsBS = —uB, p = —goupS, magnetisches Moment p . (8.5)
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Der Operator des magnetischen Moments p wird dabei iiber die Korrespondenz zum ent-
sprechenden Ausdruck der potentiellen Energie eines magnetischen Moments im Magnet-
feld definiert, der aus der klassischen Magnetostatik bekannt ist. Der Spin des Elektrons
erzeugt also ein magnetisches Moment. Fiir ein konstantes Magnetfeld B in z-Richtung
und mit gg ~ 2 gilt dann

1
Hpp = %p2 + V(r) + ppBo, + diamagnetischer Teil, (8.6)

wobei hier im Hamiltonian nur der Zeeman-Term betrachtet wird und zusétzlich noch
ein elektrostatisches Potential V' (r) erlaubt sein soll. Mit der Einteilchenbasis

|a>®<(1)>, ]a>®<(1)> (8.7)

zu den Eigenenergien ¢, + pupB (plus fiir Spin up, minus fiir Spin down) lautet Hpp in
zweiter Quantisierung

Hpp = Z (ea:I:,uBB)cTao_caa. (8.8)
a,o=%1

Entsprechend wird in zweiter Quantisierung der Operator des magnetischen Moments
1, in z-Richtung zu

Bz = Z (_/’LBO—)CLUCCVU (8.9)

a,o=%1

Im thermischen Gleichgewicht (groBkanonisches Ensemble) ist der Erwartungswert von
p deshalb

(1) = —pp Y _[f(ea+1BB) — f(ea — pBB)] (8.10)

mit Fermifunktionen zum chemischen Potential Er. Mit Hilfe der Zustandsdichte v (F) =
Y o 0(E — e4) wird daraus bei Temperatur 7' = 0 in erster Ordnung im Magnetfeld B

(n.) = 2u%Bur(Er)+0(B?), T=0. (8.11)

Daraus erhalt man

0
XPauli = é’uBz> = 2uzBV1 (Erp) T =0, Pauli-Suszeptibilitit freier Elektronen (8.12)
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8.1.2 de-Haas-van-Alphen-Effekt

Entsprechend diskutiert man nun den diamagnetischen Anteil mit

Hiw = %(NZA)Q. (8.13)

Dieser Hamiltonian liefert fiir konstantes Magnetfeld B =rotA in z-Richtung die Eigen-
werte

h%k? 1
en(k) = o +E,, E,=hwo. (n + 2) , Landau-Niveaus (8.14)
m
mit
B
We = it Zyklotron-Frequenz . (8.15)
mc’

Senkrecht zum Magnetfeld ist die Bewegung der Elektronen entartet, zu jedem n, k gibt
es

L,L h
N, = #7 = ?;V magnetische Lénge (8.16)

Zustinde mit der gleichen Energie (SKRIPT Quantenmechanik 1, AUFGABE). Die
Zustandsdichte pro Volumen fiir feste Spin-Polarisation ist dann im thermodynamischen
Limes

yl(E)ELELlyLZ;ZNsé(E—en(k:)) 1 /%ZQZ(; Cen(k)) (817)

Die Berechnung der Delta-Funktion ergibt (AUFGABE) die Einteilchen-Zustandsdichte
in drei Dimensionen im konstanten Magnetfeld,

vi(E) 25/2 2h2 Z \/ﬁ (8.18)

also eine Abfolge von eindimensionalen, inverse-Wurzelformigen Zustandsdichten mit
van-Hove-Singularititen an den Landau-Niveaus E, (SKIZZE), deren energetischer
Abstand hw, ist. Umgekehrt hat die Gleichung E = E,, bei fester Energie F Losungen

als Funktion von 1/B,
1 he 1
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Bei Variieren von B mit konstantem F sind die Absténde der Singularitéiten also mhceE

%. Dieses quasi-oszillatorische Verhalten der Zustandsdichte ist die Grundlage des de-
Haas-van-Alphen-Effekts: die Magnetisierung M der Elektronen oszilliert als Funkti-
on von 1/B. Quantitativ berechnen l#8t sich das aus der Teilchenzahl N und der inneren
Energie U,

Ep Ep
N:/O dEv(E), U:/O dEEv(E). (8.20)

Damit kann man (numerisch) U (N, B) und die Magnetisierung

_ou
0B

berechnen (SKIZZE, CZYCHOLL). Der de-Haas-van-Alphen-Effekt ist insbesonders in-
teressant zur Vermessung nicht-trivialer Fermiflichen fiir komplizierte Bénder im k-
Raum (in der obigen Diskussion haben wir uns ja nur auf freie Elektronen beschrénkt,
wo die Fermiflache eine Kugel ist).

M(B) = (8.21)

8.1.3 Landau-Diamagnetismus

Aus den Landau-Niveaus 148t sich das grolkanonische Potential
Q(T,V,B, 1) = —kpTn Zy = —kpT / de2uy (¢) In [1 + e_ﬁ(f_“)} (8.22)

und die Magnetisierung

o

M(B) =~

(8.23)

bei endlicher Temperatur konkret berechnen. Das ist konzeptionell sehr einfach (VL
THERMODYNAMIK, STATISTIK), die Rechnung ist nur etwas umsténdlich. Das Er-
gebnis fiir die Landau-Suszeptibilitét ist

1

XLandau = _§XPauIia (824)

also negativ, was als diamagnetisch bezeichnet wird. Das induzierte magnetische Moment
ist dem erzeugenden Magnetfeld entgegengerichtet. Im Gegensatz hierzu ist der Beitrag
der Spins (Zeeman, Gl. (8.12))) positiv und wird als paramagnetisch bezeichnet. Das
dabei erzeugte magnetische Moment ist zum erzeugenden Magnetfeld parallel.

Eine alternative Berechnung des Landau-Diamagnetismus benutzt die Landau-Quanti-
sierung gar nicht, sondern geht von einer einfachen Stérungstheorie in A in Hzeeman aus,
wobei dia- und paramagnetischer Anteil der Stromdichte berechnet werden. Die Rech-
nung hat hier Ankniipfungspunkte mit der entsprechenden Berechnung des Meissner-
Effekts in Supraleitern (s. o.). Fiir mehr Details s. YOSHIDA, Kap. 11.



8. Magnetismus 128

8.2 Atomarer Magnetismus

Als néichste Stufe betrachten wir jetzt nicht mehr wechselwirkungsfreie Elektronen, son-
dern Atome, die ja bereits komplizierte Vielteilchensysteme darstellen.

Zunichst gibt es analog zum magnetischen Moment pu = —goupS des Elektrons,
Gl , ein magnetisches Moment des Atomkerns mit Spin I,

p = gnpnT, (8.25)

mit dem Kern-Magneton uy = eh/2m,c: die Elektronenmasse des Bohr-Magnetons wird
durch die Protonenmasse m,, ersetzt. Deshalb kann das magnetische Moment der Kerne
hiufig vernachléssigt werden (YOSHIDA).

Fir die N Elektronen im Atom gibt es im homogenen Magnetfeld mit Vektorpotential
A= —7r x B die aus GI. . bekannten Korrekturen, die sich als

Hp=Hi1+He = MB(

Z 2 4 y2) (8.26)

zusammenfassen lassen (AUFGABE bzw. ASHCROFT/MERMIN, vgl. auch SKRIPT
QM 2007), mit den Operatoren des Gesamt-Bahndrehimpulses L und dem Operator des
Gesamt-Spins S.

Im Wesentlichen geht es jetzt zun&chst darum, das Verhalten eines einzelnen Ions
unter dem Einflul von Hp zu verstehen. Dazu wird Stérungstheorie 2. Ordnung in Hp
verwendet, und zwar ausgehend vom als bekannt angenommenen Grundzustand |0) des

Tons [

8.2.1 Atom-Modell

Im einfachsten Atom-Modell wird die SG fiir die N Elektronen in der Molekularfeld-
Naherung, die hier Hartree-Niherung heif3t, selbstkonsistent gelost. Man erhilt dann wie
im Wasserstoff-Problem wieder ein Einteilchen-Bild mit Spin-Orbitalen, die mit wechsel-
wirkungsfreien Elektronen ‘gefiillt’ werden (Schalenmodell). Der Grundzustand ist durch
Quantenzahlen S, L, J charakterisiert, J steht fiir den Gesamt-Drehimpuls J =L + S.

8.2.2 Ionen mit vollstindig gefiillten Schalen
In diesem Fall hat der Grundzustand J = L = S = 0. Die magnetische Suszeptibilitat

X = —aggo ist dann gegeben durch
oM P AN,
_ _ ) ' 2
¥ = 95~ om e e ) 520
_ 1,2’()), Larmor-Diamagnetismus (8.28)

! Atome werden hierbei auch als Tonen mit Ladung Null bezeichnet (ASHCROFT/MERMIN).
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wobei (0] =N, 72]0) = 3(0| X, 22|0) benutzt wurde. Dieses Ergebnis scheint die ma-

gnetischen Suszeptibilititen z.B. der Edelgas-Atome oder der Ionen Na™, CI~ etc. gut
zu reprasentieren.

8.2.3 Ionen mit unvollstindig gefiillten Schalen

(ASHCROFT/MERMIN) Dieser Fall ist schwieriger. Die Quantenzahlen L;S;.J des
Grundzustand |0) werden empirisch durch die Hundschen Regeln festgelegt, die aber
eine physikalische Basis z.B. in der Spin-Bahn-Kopplung haben. Beziiglich der magneti-
schen Suszeptibilitdt macht man jetzt eine Fallunterscheidung;:

1) Im Fall J = 0 kommt der Hamiltonian H;, GL , in zweiter Ordnung
Storungstheorie zum Tragen und liefert einen paramagentischen Beitrag (van-Vleck-
Paramagnetismus), der mit dem Larmor-Diamagnetismus Gl. konkurriert.

2) Im Fall J # 0 ist der Grundzustand des Ions 2.J + 1-fach entartet, und man muss
entartete Storungstheorie erster Ordnung mit H; = pup(L + goS)B durchfithren. Im
2.J + 1-fach entarteten Unterraum des Grundzustands (ohne Magnetfeld) 148t sich diese
Storungstheorie effektiv so interpretieren, dass das Ion ein magnetisches Moment

pw=—g(JLS)upJ, g(JLS)= g + ;S(S +J1()J +Ll()L + 1)7 Landé-Faktor (8.29)
mit 2J41 Einstellungsmoglichkeiten fiir die Gesamtdrehimpuls-Komponente J, hat. Das
sich hieraus ergebende Problem des Paramagnetismus eines Systems nichtwechsel-
wirkender magnetischer Momente ist wohlbekannt aus der statistischen Mechanik
(Stichworte Brillouin-Funktionen). Fiir hinreichend hohe Temperaturen befolgt die
Suszeptibilitdt dann

1
Xpara X 7, Curie-Gesetz . (8.30)

AUFGABE: Berechnung des Vorfaktors im Curie-Gesetz.

8.3 Die Austauschwechselwirkung

(MATTIS, ASHCROFT/MERMIN). Als Wechselwirkung-Hamiltonian zweier magneti-
scher Momente p1, to im Abstand r kdime im Prinzip eine Dipol-Wechselwirkung

Haipor = 5 (1181 — 3(11€) ()] (8.31)

(e Einheitsvektor zu r) als Ursache fiir den Magnetismus in Frage. Die Stdrke dieser
Wechselwirkung ist jedoch sehr viel kleiner als die Stérke der Austauschwechselwirkung,
die sich direkt auf die elektrostatische Wechselwirkung der Elektronen und das Pauli-
Prinzip zuriickfiihren 148t. Sie liefert die Heisenberg-Form der Spin-Spin-Wechselwirkung

H=—JS:S, (8.32)

mit den Spin-Operatoren Si,So, die im Folgenden motiviert werden soll.
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8.3.1 Heitler-London-Theorie des Wasserstoff-Molekiils

Wir betrachten zwei Elektronen mit dem Hamiltonian
H=Hs+Hp+Hw (8.33)

mit Einteilchen-Hamiltonians H,, Hp (jeweils feste Protonen an den Orten R, und
Rp) und der Wechselwirkung Hyy zwischen den zwei Elektronen. Fiir Hyy = 0 ist das
ein exakt losbares Problem: die Zweielektronen-Ortswellenfunktionen kénnen aus den
Einelektronen-Ortswellenfunktionen ¥, (r) konstruiert werden, wobei

HoVa(r) = caVal(r), Ho=Ha+Hs (8.34)

Wir interessieren uns fiir die Zustdnde mit der niedrigsten Energie. Eine gute Naherung
fiir die zwei energetisch niedrigsten WF sind

vr) = ji[smr)wb(r)] (8.35)
vo(r) = jﬁwr)—%(r)}, (3.36)

d.h. die rdumlich zwischen R, und Ry, delokalisierten symmetrischen bzw. antisymmetri-
schen Linearkombinationen der um R, bzw. Ry, lokalisierten Grundzustands-WF oq(r)
bzw. pa(r) (vgl. unsere Diskussion des Zwei-Niveausystems/Doppelmuldenpotential in
QM 1). Dabei erfiillen die zugehorigen Energien Fy < E_, d.h. ¥, (r) ist eine gute
Approximation des Grundzustands des Einelektronen-Problems.

Ohne die Wechselwirkung Hyy wiirde man jetzt fiir den Grundzustand des Zwei-
elektronen-Problems die symmetrische Wellenfunktion

(riro|GZ)0 = U, (r)) W (o) (8.37)

haben. Da die WF inklusive Spin antisymmetrisch bzgl. Teilchenvertauschung sein mu#f,
lautet der Grundzustand inklusive Spin dann also

(rir2|GZ)° @ |S) (8.38)
mit dem Spin-Singlett |S) = % [| 1) — | I1)]. Der Grundzustand ist also ein Spin-

Singlett, wie es sein muf:

2 2
Satz 13. Der Grundzustand eines Zwei-Elektronen Hamiltonians H = %+%+V(r1r2)
mit skalarem Potential V (rire) = V(rar1) (kein Magnetfeld) hat im Ortsraum keine
Knoten und ist ein Spin-Singlett.

BEWEIS: s. MATTIS.

Mit Wechselwirkung Hy wiirde man jetzt fiir den Grundzustand unseres Molekiils
vielleicht eine Storungstheorie, ausgehend von (r1r2|GZ)°, versuchen. Das ist aber keine
gute Idee, denn

U, (r))Wy(ry) = % ©a(r1)pa(ra) + ou(r1)es(r2) + @alr1)ep(re) + @i(r1)paq(r2)|(8.39)
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Der unterstrichene Term zeigt, wo das Problem liegt: diese Beitrége entsprechen zwei
Elektronen in der Nihe desselben Kerns a bzw. b, was bei Anwesenheit von abstoflender
Coulombwechsel zwischen den Elektronen sehr unwahrscheinlich ist.

(MATTIS) Ein besserer Ansatz fiir den Grundzustand ist es deshalb, nur das Produkt
©a(r1)pp(ra) zu nehmen. Genausogut kann man allerdings ¢, (r2)pp(r1) nehmen, da der
gesamte Hamiltonian invariant unter Vertauschung von ry und ry ist. Als Ansatz wihlt
man deshalb eine Variations-Wellenfunktion

|0) = c1[W1) + 2| Wa),  Wi(rirz) = @a(ri)pp(r), Wa(rirs) = @a(rz)es(ri) (8.40)

in der die Koeffizienten ¢; und co aus der Minimierung des Erwartungswerts der Energie
bestimmt werden,

(W[H|w)

b=

= min. (8.41)

In die Berechnung von E gehen also die Skalarprodukte

V = (U1|Hw|¥1) = (Vo|Hw|Ps2), Coulomb-Integral (8.42)
U = (V1|Hw|¥2) = (Vo|Hw|V1), Austausch-Integral (8.43)
I = {palep), Uberlapp-Integral (8.44)

ein. Es ergeben sich zwei Losungen (entsprechend den zwei Parametern ¢; und cg, AUF-
GABE)

V+U
Cc1 = Cg, ‘Ijsymm XX \Ijl + \112, Esymm = Es = 28(1 + m (845)
-U
C1 = —Cg, \Ilantisymm x Wy — Wy, Eantisymm =F; =2¢4 + ﬁy (8-46)

wobei g, = ¢ die Eigen-Energie zu ¢, ist. Wiederum zeigt sich, dass Fsymm < Eantisymm
d.h. der Grundzustand ist ein Singlett, wie es sein mufl. Weiterhin gibt es drei energetisch
angeregte Zustdnde mit Wantisymm als Bahn-Wellenfunktion und den drei Tripletts als
Spinoren. Zusammenfassend also

Byt W) = [Wamm) © ;5 [y — | 44 (8.47)
‘\Ijt 1> = ’\I’antisymm> b2y | TT> (848)
We0) = [Wantisyrmm) © \g (1) + | 11)] (8.49)

|‘llt,—1> = ’\I’antisymm> & | TT> (850)

Das Austausch-Integral (immer rein reelle WF angenommen)

U= (V1[Hw|¥2) = /drlrwa(rl)%(m)%w(Plrz)%(rz)%(rl) (8.51)
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erhéilt seinen Namen vom Austausch der zwei Variablen rq,rs in ¢4 (r2)@s(ri) unter dem
Integral. Die Energiedifferenz

VI2-U

T Austausch-Konstante (8.52)

J = Esymm - Eantisymm = -2

geht fiir grofe Abstéinde |R, — Rp| der Protonen gegen
J =, (8.53)

weshalb J selbst manchmal auch als Austausch-Integral bezeichnet wird. Die Berechnung
von J ergibt J < 0, wie es sein mufl.

8.3.2 Austausch und Heisenberg-Hamiltonian

Wegen des Pauliprinzips ist mit der Bahnwellenfunktion die Spinwellenfunktion auto-
matisch festgelegt: zu Wgyrmm gehort ein Spin-Singlett, wéhrend zu Vaptisymm €in Spin-
Triplett gehort. Der Spin der Zustédnde (Grundzustand, erster angeregter Zustand) wird
also automatisch durch die Energien Egymm und Eaptisymm festgelegt, obwohl diese aus ei-
nem spin-unabhdngigen Hamiltonian H bestimmt werden! Es ist also letztlich die elektro-
statische Wechselwirkung, die die relative Einstellung der zwei Spins (parallel im Triplett,
anti-parallel im Singlett) festlegt. Diese Aussage 1aft sich durch einen Spinoperator-
Hamiltonian

HP = — (B, + 3E;) — (Es — E;)S1S9 (8.54)

1=

formalisieren. H*P'™ hat wegen

1 1 1 1 3
S = (S1+S9)?==(1+= (14 = 2S1Ss = = + 2S,S4¢8.
(S1+S2) 2<+2>+2<+2>+ 1S9 2+ 1548.55)

3 1
~+ 8189|5) = _Z|S>7 Singlett , S1S2|T) = Z‘T>’ Triplett (8.56)
den Eigenwert Fg im Singlett-Zustand |S) und den Eigenwert E; im Triplett-Zustand

T). Unter Weglassen der Konstante +(E,+3E;) konnen wir dann den Spin-Hamiltonian
1
als

HPM = _JS,S,, Heisenberg-Hamiltonian (zwei Spins)

(8.57)

definieren. In dem Unterraum der vier Zustdnde GI. konnen wir also effektive mit
HPI" das Spektrum beschreiben. Das ist natiirlich fiir das hier vorliegende Problem zwei-
er Elektronen ein reiner ‘Overkill’, allerdings wird durch den Heisenberg-Hamiltonian
Gl erst richtig klar, wie der Zusammenhang von Spin und elektrostatischer
(Austausch)-Wechselwirkung tatséchlich ist.

Der Grundzustand des Wasserstoffmolekiils ist wegen J < 0 ein Spin-Singlett, also
ein Zustand mit anti-parallelen Spins: ein ‘embryonaler Anti-Ferromagnet’. J >
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0 und ein Spin-Triplett wiirde man dahingegen als ‘embryonalen Ferromagneten’
bezeichnen.

Die Verallgemeinerung von Gl. auf N Atome mit Austauschwechselwirkung
wird jetzt postuliert

N
H=— Z JijSiS;, Heisenberg-Hamiltonian . (8.58)
ij=1

Hierbei ist S; ein an der Stelle R; lokalisierter Spim—%—Operator7 und J;; sind die Kopp-
lungskonstanten, die als Parameter und nicht als auszurechnende Gréfien aufgefafit wer-
den sollten (NOLTING/RAMAKANTH). Der Heisenberg-Hamiltonian ist ein Modell
zur Beschreibung von Magnetismus lokalisierter magnetischer Momente, vor allem in
Isolatoren.

8.3.3 Direkter Austausch, Superaustausch, RKKY-Wechselwirkung

Die bisher diskutierte Austauschwechselwirkung beruhte auf dem direkten Uberlappen
von Wellenfunktionen, z.B. bei der Berechnung des Austauschintegrals in der Heitler-
London Theorie. Sie wird als direkte Austauschwechselwirkung bezeichnet.

Wichtiger fiir den Magnetismus sind etwas allgemeinere Austauschprozesse, z.B. sol-
che, die durch Tunnelprozesse in zweiter Ordnung Storungstheorie entstehen (s. das
Hubbard-Modell unten). Ein weiterer Prozess ist die RKKY-Wechselwirkung, bei
der magnetische Momente indirekt iiber Leitungsbandelektronen wechselwirken.

8.4 Hubbard-Modell

Magnetismus existiert auch in elektrischen Leitern wie Eisen, Kobalt und Nickel. Hier
spricht man von Band-Magnetismus, da bei diesen Elementen die 3d-Schalen den Ma-
gnetismus verursachen (CZYCHOLL): die 3d-Elektronen bilden dann Bénder mit aus-
gedehnten Bloch-Zustéinden. Im Gegensatz zum Heisenberg-Hamiltonian sind die wech-
selwirkenden magnetischen Momente hier beweglich. Wiederum ist aber die Coulomb-
Wechselwirkung zusammen mit dem Pauli-Prinzip entscheiden. Das einfachste Modell
fiir eine solche Situation ist

N
H = Z Ztijczocjg + Z Uinisniy, Hubbard-Hamiltonian . (8.59)

l,]:l g 7

mit der on-site Coulomb- Wechselwirkung U; am Gitterplatz i und dem Tunnel-Matrizelement
t;j, wobei c;rg ein Elektron am Gitterplatz R; mit Spin o erzeugt. Meist wéihlt man
néchste-Nachbar-Wechselwirkung in der Summe im ersten Term mit konstantem ¢, so-
wie konstante on-site Coulomb-Wechselwirkung U; = U auf allen Gitterplétzen.



8. Magnetismus 134

Fir U; = 0 ist das Modell exakt 1osbar und beschreibt ein Band von wechselwir-
kungsfreien Blochelektronen mit Blochvektor k,

H=>Y exd oo, Ui=0 (8.60)
ko

(den einfachsten Fall hatten wir bereits als tight-binding-Modell bei der Diskussion der
Blochwellen kennen gelernt).

Fiir ¢;; = 0 ist das Modell wieder exakt losbar und beschreibt einfach isolierte Git-
terplétze mit vier Quantenzusténden (leer, Spin up, down, zwei Elektronen).

Im allgemeinen Fall ist das Hubbard-Modell nicht exakt l6sbar. Es stellt eines der
wichtigsten Modelle der theoretischen Festkorperphysik dar. Fiir endliches und nicht
zu grofles N kann man das Hubbard-Modell exakt diagonalieren (per Hand oder per
Computer). Das Problem ist allerdings das exponentielle Anwachsen der Dimension des
zugehorigen Hilbertraums der Zusténde mit der Zahl N der Gitterplétze.

8.4.1 N =2 Gitterplitze

In diesem Fall haben wir

H=—t Z(CEUCBU +ch cag) + Uniiaria) + Uphipyivg,. (8.61)
o

Fiir ein Elektron ist das einfach, da dann der WW-Term bedeutungslos wird. Die
zwei Eigenzusténde sind aus der QM 1 bekannt (Zweiniveausystem), sie haben Energie
EyL = +t.

Fiir zwei Elektronen ist das schon komplizierter. Da der Grundzustand ein Singlett
sein muf}, definieren wir die drei Spin-Singletts

[Sa) = clyelyl0). 1S5) = clyeh[0) (8.62)
5) = —slelyely, —chieh)l) (8.63)
Es ist z.B.
(chyept + chpear)ly el 0) = chrearcpch, 10) (8.64)
= —chychyearch[0) + chyep [0)  (8.65)

Leicht lassen sich damit die Matrixelemente von # in der Basis [S4), |SB), |S) berechnen.
Zur Kontrolle kann man direkt in erster Quantisierung nur den Ortsanteil (symmetrische
Orts-WF!) betrachten, z.B.

L (AAWAB+ BA), h = —t(|AAYAB|+|AA)(BA| +|BB)(BA| + |BB)(AB

S

2
+ Hec), (8.66)
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wobei h die Hiipfprozesse zwischen den Gitterplidtzen A und B beschreibt. Man erhilt
also die Matrix

0 V2t —2t
Hginglett = | —v2t  Ua 0 (8.67)
—V/2t 0 Up

Man kann das sogar noch vereinfachen durch
h = —t(|AA)+ |BB))((BA|+ (AB|) + H.c, (8.68)

was den Basiswechsel

1

154) = E(CLTCL + CETCEHW (8.69)
1

15) = E(CLTCL¢ - CL¢CLT)‘O> (8.70)

nahelegt, mit dem es nur Tunnel-Ubergénge zwischen |S) und |S) gibt,
(S|n]Sy) = —=2t, (S|h[S-) =0, (Si[n]S-). (8.71)

(|AA)+|BB) in h ist z.B. das v/2-Fache des orbitalen Anteils von |S,)). Insgesamt also
(fir Us =Ux =)

0 -2t 0
Hsinglett = —2t U 0 (872)
0 0 U

mit den drei Eigenwerten (SKIZZE)

U U2 U U?
Eozi_ T+4t2’ E, =1, E2:5+ Z+41t2. (8.73)

Die drei Triplett-Zustinde

Ty = CLTCTBT‘O% |T¢>ECT4¢CE¢|O> (8.74)
1
Ty) = E(CQTcgﬁchch)m (8.75)

haben beziiglich Teilchenvertauschung den anti-symmetrischen Ortszustand %(MB) -

|BA)). Sie sind Eigenzusténde von h zur Energie Null und damit (da es keine Doppelbe-
setzungen von A oder B gibt) von H zur Energie Null. Die Austausch-Konstante dieses

Modells ist deshalb
U2
e +4t2 < 0, 2-Platz Hubbard-Modell. (8.76)

2
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8.4.2 Starkkopplungs-Limes
Fiir sehr grofies U/t > 1 1a8t sich das Hubbard-Modell

H=Ho+Hi= UanTnu —t Z chc]U (8.77)

i,j=1 o

bei halber Fiillung, d.h. Elektronenzahl gleich Zahl der Gitterplitze (N, = N), auf einen
Heisenberg-Antiferromagneten abbilden.

Dazu gehen wir vom Fall £ = 0 aus, wo alle 2" Grundzusténde von Hq (Konfiguratio-
nen mit jeweils einem Elektron mit Spin auf oder ab pro Gitterplatz) entartet sind und
die Energie Null haben. Eine Moglichkeit ist entartete Storungstheorie zweiter Ordnung
in H; (FRADKIN, ‘Field theories of condensed matter systems’, nach EMERY 1979).

Eine andere Moglichkeit ist eine kanonische Transformation (CZYCHOLL)

- ) . 1
H=e"Ne® = H+i[H,S]— [, 5] S+ ... (8.78)
i[HQ,S] = —Hi~ H = Ho + = [Hl,S] ey (8.79)

was bis zu Termen quadratisch in H; exakt ist, denn explizit gilt mit den Figenzustdnden
|n) von Ho die Matrix-Darstellung

o, Slln) = —(mla )~ (ol = 420 (5.50)
WS = Z”Hﬂm)(m\S!n n|—zZ”H,| m’ngL><n| (8.81)
SH, — Z\mxm\sm n|H1—ZZ] m’””” Lol (5.52)
Insgesamt also
A = o~ 5 5 () G ol = ) S ) (s

mn

wobei sich der Index (2) auf ‘bis zur zweiten Ordnung in H;’ bezieht.

Der transformierte Hamiltonian H®) soll jetzt im Unterraum der 2V-fach entarte-
ten Grundzustéinde \04) von Hy (halbe Fiillung) wirken. Dann gilt im ersten Term in
Gl (8:83) |n) = E, = 0 und |m) sind virtuelle Zwischenzustinde mit genau einer
Doppelbesetzung, also Energie E,, = U. Insbesondere gilt dort fiir die Zwischenzustédnde

Hilm)(m|H, = ¢ Z cggcjo-]mﬂm]cg,a,cjlol:t2 Z c},aci/0|m><m]cg,a(8j8,4)

5l il ol i1 sl ’
,7,V,] 50,0 1,750,0

(8.85)
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denn der Zwischenzustand |m) enthélt ein zusétzliches Elektron, das vom Gitterplatz j’
nach i’ gehiipft ist und anschliessend wieder mit Hilfe von czgcjg zuriick muss.

Im zweiten Term in Gl ist umgekehrt wegen des |m) aufien gerade |m) = |a),
E,, = 0 und |n) sind virtuelle Zwischenzustinde mit einer Doppelbesetzung, also Energie
E, = U. Insgesamt wird alles also sehr einfach, ndmlich

_ 2
g — i Z C;—o_CigCZJ/CjO-/, im Unterraum der |o) . (8.86)

i,5;0,0"
Diese Form 148t sich jetzt mit Hilfe von Spinoperatoren
St =cle, (8.87)

etc. umschreiben (AUFGABE), und zwar zur Form

~ t2
H® = —JY°8;8;, J= —7;» Heisenberg AF (halbe Fiillung).  (8.88)
ij

Dieser Hamiltonian beschreibt also eine antiferromagnetische Kopplung zwischen den
Spins an benachbarten Gitterplédtzen. Der physikalische Grund sind die durch die obige
kanonische Transformation beschriebenen Hiipfprozesse, die ja benachbarte Gitterplatze
mit antiparallelem Spin voraussetzen, damit es (zwischenzeitig) zu einer virtuellen Dop-
pelbesetzung eines einzelne Gitterplatzes kommen kann, was ja nur fiir Elektronen mit
entgegengesetztem Spin erlaubt ist.

8.5 Molekularfeldndherung: Stoner-Theorie

Hubbard- und Heisenbergmodell sind i.A. nicht exakt 16sbar, und als erster Ansatzpunkt
wird meistens eine Molekularfeldnéherung diskutiert. Wie aus der statistischen Mecha-
nik bekannt, tritt hier erstmals das Phdnomen der spontanen Magnetisierung in
Phaseniibergéngen auf: unerhalb einer kritischen Temperatur T, erhélt die Magnetisie-
rung auch in Abwesenheit eines Magnetfeldes im thermodynamischen Limes (Volumen
unendlich) einen makroskopischen, endlichen Wert mit einer Vorzugsrichtung, die die
Symmetrie des zugrundeliegenden Hamiltomnians nicht mehr erfiillt: man spricht von
spontaner Symmetriebrechung.

Die MF-Néherung des Heisenberg-Modells liefert die dltere Weiss’sche Molekularfeld-
Theorie des Magnetismus wechselwirkender, lokalisierter Momente (SKRIPT THERMO-
DYNAMIK 2006). Parallel dazu liefert die MF-N#herung des Hubbard-Modells die &ltere
Stoner-Theorie des itineranten (Band)-Magnetismus.

8.5.1 Nochmals Austauschwechselwirkung

Wir betrachten ein ortsabhiingiges Wechselwirkungspotential H; = U (Jr1 — ra|) und
zwei Elektronen mit bzgl. Teilchenvertauschung symmetrischen bzw. antisymmetrischen
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Ortswellenfunktionen
Gorrrs) = = [0u(r)05(ra) £ 0u(m2)s(r)]. (3.89)

wobei die ¢, Einteilchenzustéinde sind, die dem Spin-Singlett |S) (gbgﬁ) und den drei
Spin-Tripletts |T;),i = 0,+1 (¢,4) entsprechen. Es soll a # 8 gelten. Fiir den Erwar-

tungswert von H; in den vier Zustdnden

|65) = dla(r1,r2) ®IS),  |¢14) = dap(r1,r2) @ |T7) (8.90)

gilt dann

(fs|Hilps) = A+ J, ($rilHilpr:) =A—J (8.91)
A = //drldr2|¢a(r1)|2U(]r1 —19|) |ps(r2)?, direkter Term

J = //drldr2¢2(rg)¢g(r1)(](|r1—rgl)qﬁa(rl)qﬁﬁ(rg), Austausch-Term.

Wie erwartet finden wir wieder, dass der Erwartungswert der Wechselwirkungsener-
gie vom Spin abhéngt, obwohl das Wechselwirkungspotential U (|r; — ra|) selbst Spin-
unabhéngig ist.

Wir konkretisieren jetzt auf den Fall ebener Wellen im Box-Volumen L?

1 X 1 s
ba(r) = ﬁe—“‘r, ¢p(r) = ﬁe—“‘r (8.92)

und berechnen damit

1 iK' —K) (£ —r 1 —i(k—K)r 1 -
T= de//d“dr?e(k K Q)U(!rl—rz\)zm/dre WU () = 250 (k - K

1 -~
A = EU(O)' (8.93)
Falls U(r) das nackte Coulomb-Potential beschreibt, divergiert formal der direkte Term
A; allerdings wird im Jellium-Modell die ¢ = 0-Komponenten sowieso durch die positive
Hintergrundsladung kompensiert und tritt im Hamiltonian gar nicht erst auf, d.h. A =0
(alternativ ist fiir ein abgeschirmtes Potential A endlich). Im Jellium -Modell mit U(r) =
e?/r gilt also fiir die obige Situation

1 4re?

A=0, J=—77—.
’ L4 |k; — kol

(8.94)
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Die gesamte Wechselwirkungsenergie eines Fermigases wird damit in erster Ordnung
Storungstheorie zu

Hilpr:) | flew ) flexs)  (8.95)

D %Z (@slHlés) + D (or

kiks i=0,+1
B ﬁ 2 <4U(0) — 20 (k — k’)) Flew) few), (8.96)
KK/

wobei f(ex) die Besetzungswahrscheinlichkeit des Einteilchenzustands k ist, d.h. die
Fermifunktion zur Energie €. Mit U(k — k') > 0 fithrt der Austauschterm also zu einer
Absenkung der Energie, der von den Triplett-Termen herriihrt: zwei Elektronen mit
parallelem Spin vermeiden es wegen des Pauli-Prinzips, sich zu nahe zu kommen, was
die Wechselwirkungsenergie absenkt. E]

Der Ausdruck fir £ 148t sich jetzt auf den Fall verallgemeinern, wo die Beset-
zungswahrscheinlichkeit der Elektronen selbst spin-abhéngig wird. Man erhélt dann

B0 = oSS (00) ~ U~ K)) fen)fowoe). (8.97)

kk/ oo’

Mit Bloch (1929, vgl. auch YOSHIDA) argumentieren wir jetzt zunichst qualitativ wie
folgt: Angenommen, das Elektronengas ist (teilweise) spinpolarisiert, d.h. die Magneti-
sierung pro Elektron

m = (ny) — (_) #0. (8.98)

Im Extremfall sei z.B. das gesamte Elektronengas (spontan) spinpolarisiert, z.B. (n) =
(ny). Dadurch wird die Wechselwirkungsenergie abgesenkt. Andererseits bedeutet das
auch, dass im k-Raum nun die vorher doppelt besetzten k-Zusténde nur noch einfach
besetzt werden: bei gleicher Elektronenzahl miissen nun auch héhere k-Zusténde besetzt
werden. Dadurch wird die kinetische Energie erhoht. Bei groer Gesamtdichte (n) ist die
kinetische Energie wichtiger (drei Dimensionen), aber die Konkurrenz zwischen beiden
Mechanismen fithrt dazu, dass es eine kritische Gesamtdichte n. gibt, unterhalb derer
der ferromagnetische Zustand energetisch giinstiger wird, vgl. YOSHIDA Kapitel 12.1
und Fig. 12.1. dort. Quantitativ héngt n. von der genauen Form der Wechselwirkung,
der rdumlichen Dimension, zuséitzlichen Einteilchenpotentialen, Magnetfeldern etc. ab,
vgl. z.B. Kinaret, Lee; Phys. Rev. B (1990).

Man beachte, dass der Ubergang von nicht-ferromagnetischem zu ferromagnetischem
Zustand hier nicht in erster Linie von der Temperatur abhéngt (man kann 7" = 0 anneh-
men), sondern von den Parametern des Hamiltonians (Wechselwirkungsstéirke) und der
Gesamtdichte.

2 man beachte, dass hier ein Fermi-See ebener Wellen in Stérungstheorie diskutiert wird. Bei der
Heitler-London-Theorie des Wasserstoff-Molekiils ist das anders, dort hat das Zwei-Elektronen-Singlett
die niedrigste Energie, wie es nach dem exakten Theorem GI. sein muss.
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8.5.2 Stoner-Theorie

In der Stoner-Theorie (30er Jahre) vereinfacht sich die quantitative Rechnung durch
Benutzung eines vereinfachten Modells: Im Hubbard Modell ersetzen wir in mean-field-
Né&herung

N N
UZ niphi, — U Z (i) iy + g (Riy) — (Rir) (M) (8.99)
=1 =1

was zusammen mit der kinetischen Energie —t Zﬁlj:l Yoo cjacjg des Hubbard-Modells
zu

HME =3 (e + upB + Uliy))clpar + Y (e — upB + Uig))ef ey (8.100)
k k

fithrt, wobei wir den konstanten Term weglassen, raumliche Homogenitét (ni,) = (7y)
voraussetzen, und einen Zeeman-Term eingefithrt haben. (CZYCHOLL) Damit berech-
nen wir die Magnetisierung

m = —pp (i) — (ay)) = —HWB > () = () (8.101)
k
= _#WB Zk: (flex + pB +U(ny)) — flex — B + U(y))),  (8.102)

und die magnetische Suszeptibilitidt folgt nach Ausfithren der Ableitungen (NACH-
PRUFEN) zu

om

X(T) = 9B

o= s (-25) + 3 ) (-35). o

was mit Hilfe der Pauli-Suszeptibilitit GL. (8.12), ypaui = 213+ 3\ (—ﬁ) als

XPauli

,  Stoner-Suszeptibilitét (8.104)

1= Y vpaus
211123X aull

geschrieben werden kann. Bei Temperatur T = 0 gilt wieder ypaui = 2/1,QBV1(EF) mit
der Einteilchenzustandsdichte v1 (Ep). Offenbar divergiert die Stoner-Suszeptibilitit fiir

Uvi(Ep)>1, T =0, Stoner-Kriterium (8.105)

was eine spontane Magnetisierung und damit Ferromagnetismus auch ohne Magnetfeld
anzeigt. Das wechselwirkende Elektronensystem besitzt also im Rahmen der Molekular-
feldnédherung eine ferromagnetische Instabilitit.
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(BRUUS/FLENSBERG) Fiir die Erwartungwerte (74), (7)) lassen sich unter der
Annahme e, = k?/2m zwei Selbstkonsistenzgleichungen einfach herleiten (AUFGABE),

(671’)2/3

2m

(67r)2/3

(1) + Uny) = 5

(1)*3 + U(y) = Er. (8.106)
Abhingig vom Wert des Stoner-Parameters Uvq(Er) erhélt man dann keine, teilweise
oder vollstdndige Spin-Polarisation des Elektronensystems.

Im Hubbard-Modell kénnen nur Elektronen mit entgegengesetzem Spin lokal wech-
selwirken (kurzreichweitige Wechselwirkung U!) Die Wechselwirkungsenergie wird also
durch einen polarisierten Grundzustand abgesenkt.



	Das Gitter
	Bravais-Gitter
	Einführung
	Symmetrien
	Einheitszellen

	Kristallstrukturen
	Die sieben Kristallsysteme und vierzehn Bravais-Gitter
	Die 230 Kristallgitter

	Das reziproke Gitter
	Definition
	Fourier-Reihen für Bravaisgitter-periodische Funktionen

	Ergänzungen

	Phononen
	Born-Oppenheimer-Näherung
	Kleine Schwingungen der Ionen
	Lagrange-Funktion
	Normalkoordinaten
	Bemerkungen zur Normalform von L, Hamiltonfunktion H
	Beispiele

	Normalmoden in periodischen Gittern
	Normalmoden in d=1: Die lineare Kette
	Normalmoden in Bravais-Gittern: die drei akustischen Zweige
	Normalmoden in Gittern mit Basis: Die optischen Moden

	Quantisierung der Normalmoden: Phononen
	Thermodynamik der Gitterschwingungen
	Thermodynamik eines Oszillators
	N Harmonische Oszillatoren
	Beispiele für Phononen-Dispersion
	Spezifische Wärme
	Hochtemperatur-Limes
	Photonen

	Van–Hove–Singularitäten

	Festkörper als elastische Medien
	Feldtheorie der Gitterschwingungen
	Das Verschiebungsfeld (displacement field)
	Potentielle Energie und Verzerrungstensor (strain tensor)
	Lagrange-Funktion
	Einschub: Funktionale und Variationsableitungen
	Bewegungsgleichung des elastischen Mediums
	Der Spannungstensor

	Akustische Normalmoden in eingeschränkten Geometrien: die dünne Platte
	Scherwellen in dünnen Platten
	Lamb-Wellen in dünnen Platten

	Aktuelle Anwendungen: Nano-elektromechanische Systeme (NEMS) und opto-mechanische Systeme (OMS)

	Elektronen in periodischen Potentialen
	Das Bloch-Theorem
	Blochfunktionen
	Kramerssches Theorem

	Störungstheorie im periodischen Potential
	Zonenschema
	Fourier-Zerlegung
	Erste Ordnung Störungstheorie
	Störungstheorie an den Stellen der Bragg-Reflexion
	Beispiel: d=1
	d>1

	Tight-binding Modell
	Modell in d=1 Dimension
	Bloch-Funktionen und Wannier-Funktionen
	Tunnel-Operatoren, Hamiltonian

	Die Bloch-Oszillationen
	Ortsoperator im tight-binding-Modell. Elektrisches Feld
	Bloch-Ozillationen eines Wellenpaketes
	Wannier-Stark-Zustände. Propagator

	Das Floquet-Theorem
	Floquet-Operator
	Zeitperiodische Hamiltonoperatoren
	Beispiel: Hamiltonian des Zweiniveausystem
	Wiederholung QM: Störungstheorie für zeitabhängige Hamiltonians
	Beispiel: Störungstheorie für Zweiniveausystem


	Die Elektronen als Vielteilchensystem
	Wiederholung: Fermionen und Bosonen
	Das Ideale Fermi-Gas
	Einteilchenzustandsdichte
	Tricks mit der Fermi-Funktion
	Zustandsdichte von Fermi-Gasen
	Thermodynamik von Fermi-Gasen

	Das Molekularfeld
	Verteilungsfunktion und kinetische Gleichung
	Response-Funktionen
	Die `random phase approximation' (RPA)
	Plasmonen in d=3 (I)
	Dielektrizitätsfunktion
	Abgeschirmte Potentiale, Thomas-Fermi-Theorie
	Plasmonen in d=3 (II)

	Linearer Response und quantenmechanische Korrelationsfunktionen
	Die Theorie der linearen Antwort
	Wiederholung: zweite Quantisierung
	Die Lindhard-Funktion
	Friedel-Oszillationen
	Dämpfung und Teilchen-Loch-Anregungen im Elektronengas


	Elektron-Phonon-Wechselwirkung
	Das Deformationspotential
	Ve-p bezogen auf ebene Wellen
	Ve-p bezogen auf eine beliebige Einteilchenbasis |"526930B 
	Anwendung: spontane Emission von Phononen
	Akustische und optische Phononen
	Ebene Wellen, `Überschall-Knall'

	Weitere Elektron-Phonon-Kopplungen
	Piezoelektrische Wechselwirkung
	Fröhlich-Parameter, Ionenkristalle

	Dekohärenz durch Elektron-Phonon-Wechselwirkung
	Spin-Boson-Modell

	Dekohärenz-Modell
	Fall N=1 Phononen-Mode
	Berechnung des Influenzfunktionals (Fall N=1 Phononen-Mode)
	N>1 Phonon-Moden

	Anhang: Dekohärenz und Messungen (aus dem SKRIPT QM 1)
	Einführung
	Verschiedene Arten von Messungen
	Modell für eine Messung
	Messung und Verschränkung
	Information und Kollaps


	Supraleitung
	Phänomenologie
	Elektrischer Widerstand
	Äußeres Magnetfeld H
	Materialien
	Isotopen-Effekt
	Energielücke

	Effektive Anziehungskraft zwischen Elektronen
	Selbstkonsistentes Potential (`Multi-Spezies-RPA')
	Minimalmodell: Elektronen und Ionen
	Polaron-Transformation und effektiver Hamiltonian

	Das Cooper-Problem
	Die BCS-Wellenfunktion
	Reduzierter Hamiltonoperator
	Kondensations-Energie
	Gap-Energie und Einteilchen-Anregungen

	Bogoliubov-Transformation
	Mean-Field-Hamiltonian
	Quasiteilchen
	Endliche Temperaturen

	Meissner-Effekt, London-Gleichung
	Stromdichteoperator
	Londons Annahme
	Mikroskopische Begründung der Londonschen Vermutung

	Wichtige weitere Eigenschaften von Supraleitern
	Spontan gebrochene globale U(1)-Eichinvarianz
	Josephson-Effekt
	Andreev-Reflektion


	Magnetismus
	Freie Elektronen
	Pauli-Paramagnetismus
	de-Haas-van-Alphen-Effekt
	Landau-Diamagnetismus

	Atomarer Magnetismus
	Atom-Modell
	Ionen mit vollständig gefüllten Schalen
	Ionen mit unvollständig gefüllten Schalen

	Die Austauschwechselwirkung
	Heitler-London-Theorie des Wasserstoff-Moleküls
	Austausch und Heisenberg-Hamiltonian
	Direkter Austausch, Superaustausch, RKKY-Wechselwirkung

	Hubbard-Modell
	N=2 Gitterplätze
	Starkkopplungs-Limes

	Molekularfeldnäherung: Stoner-Theorie
	Nochmals Austauschwechselwirkung
	Stoner-Theorie



