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Inhaltsverzeichnis 1

Wiederum verwende ich fiir dieses Vorlesungsskript zur Quantenmechanik (Theoreti-
sche Physik II, Sommersemester 2009) eine Reihe von Textbiichern. Im Folgenden sind,
wie im Skript selbst, meist nur die AUTORENNAMEN angegeben:

N. STRAUMANN (‘Quantenmechanik’, Springer): mathematisch solide, gute histo-
rische Einleitung. E. REBHAN: scheint gut zu sein. W. NOLTING und W. GREINER
werden haufig fiir den Vorlesungsbetrieb an deutschen Unis verwendet.

Die *-Kapitel sind weiterfithrendes Material, das auch nicht unbedingt fiir die Mo-

dulpriifung gelernt werden mu$.
T. Brandes, Berlin 2009.



1. EINLEITUNG

1.1 Hohlraumstrahlung

Die Quantenmechanik (QM) kam am 14. Dezember 1900 mit dem Planckschen Vortrag
tiber die Hohlraumstrahlung vor der physikalischen Gesellschaft in Berlin zur Welt - ein
mehr oder weniger verzweifelter Versuch, Prézisions-Experimente von Lummer, Prings-
heim, Kurlbaum, Paschen, Rubens und anderen zu erkldren. In diesen Experimenten
ging es um die spektrale Energiedichte u von elektromagnetischer Strahlung im thermi-
schen Gleichgewicht. Bereits im 19. Jahrhundert hatte Kirchhoff aus thermodynamischen
Uberlegungen

u=u(v,T) (1.1)

vorausgesagt, d.h. eine Abhéngigkeit nur von der Frequenz v und der Temperatur 7,
aber nicht z.B. von der Form des ausstrahlenden ‘schwarzen Korpers’. Das Auffinden
der genauen Form der Funktion v = u(v,T), die die beiden wichtigsten physikalischen
Theorien im 19. Jhdt. involvierte (Elektrodynamik und Thermodynamik), brachte also
den Durchbruch zu einer ganz neuen Theorie, ndmlich der Quantentheorie - und damit
gar nicht so, wie es sich Max Planck eigentlich erhofft hatte: er wollte die Thermodynamik
namlich mehr oder weniger aus der Elektrodynamik begriinden.

Experimentell kam der Durchbruch durch Otto Lummer and Wilhelm Wien and der
‘Physikalisch—Technischen—Reichsanstalt’” (PTR) in Berlin, dem Vorldufer der heutigen
PTB. Beide Forscher gingen auf die urspriingliche Definition des Schwarzen Koérpers
zuriick (thermisches Gleichgewicht mit den Wénden eines Behélters) und benutzten eine
Kavitét mit einem kleinen Loch, durch das die Strahlung austreten konnte.

Tatséchlich kannte man zu dieser Zeit bereits die theoretische VoraussagenWiens,
der 1893 ein Skalengesetz fiir u(v,T') gefunden hatte, ndmlich

u(, T) = v*f(v/T) (1.2)
mit einer (unbekannten) ‘Skalenfunktion’ f von nur einer Variablen, d.h. dem Verhéltnis
v/T. Daraus folgt unmittelbar das Stefan—Boltzmann—Gesetz

UT) := /0 dvu(v,T) = oT*, o = const. (1.3)

Wien schlug fiir die Form von f, analog zur Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung
der Molekiile eines Gases, die folgende Form vor (Wiensches Gesetz):

4 3
u(v,T) = C—Z;bexp (—%) , a,b=const, (1.4)
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wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Das Wiensche Gesetz war kompatibel mit den
experimentellen Ergebnissen bis etwa zur Mitte des Jahres 1900. Lummer und sein Mit-
arbeiter Kurlbaum hatten sehr prézise Bolometer entwickelt, die auf dem von Samuel P.
Langley 1880 in der Astrophysik benutzten Bolometer basierten. Weiterhin entwickel-
ten Lummer und sein Mitarbeiter Pringsheim Schwarzkorper-Strahler, die in einem sehr
grofilen Temperaturbereich zwischen -188°C und 1200°C (spéter bis 1600°C) operieren
konnten.

Es stellte sich heraus, dafl das Wiensche Gesetz (L)) in ziemlich guter Ubereinstimmung
mit den experimentellen Daten war, aber es gab kleine Abweichungen bei hohen Tempe-
raturen. Lummer und Pringsheim verbesserten daraufhin die Experimente bis in einen
Wellenléngenbereich A = ¢/v von A = 8.3um und zu Temperaturen 7' = 1650K, wo
die Abweichungen sogar noch stérker wurden. Die Verwirrung wurde noch groéfler, als
im Herbst 1900 Friedrich Paschen in Hannover gute Ubereinstimmung seiner Daten mit
(L4) behauptete, und Max Planck ebenfalls die Herleitung des Wienschen Gesetzes aus
thermodynamischen Erwigungen berichtete.

Die ‘Bombe’ kam dann mit neuen Messungen eines Gastwissenschaftlers an der
PTR, Heinrich Rubens, der die Messungen bis hin zu A = 50um ausdehnte. Die Ab-
weichungen vom Wienschen Gesetz konnten dabei nicht ldnger wegdiskutiert werden.
Es war im Gegenteil so, daf in diesem Grenzfall sehr langer Wellenlédngen (der sich
dann ironischerweise als der ‘klassische Grenzfall’ der QM herausstellte) Rubens sehr
gute Ubereinstimmung mit einem anderen Strahlungsgesetz fand, nimlich dem von Lord
Rayleigh (Rayleigh—Jeans—Gesetz),

7T7/2
u(v,T) = p() B(w) = °

kT, (1.5)

wobei kp die Boltzmann-Konstante bezeichnet.

Rayleighs Gesetz folgte aus der Zustanddichte p(v) = 87v2/c® (Dichte elektro-
magnetischer Eigenmoden pro Volumen und Frequenz) des elektromagnetischen Feldes
im Innern einer Kavitét, sowie dem thermodynamischen Theorem, das jedem Freiheits-
grad einer Schwingung im thermischen Gleichgewicht eine mittlere Energie E(v) = kgT
(jeweils 1/2kpT fur kinetische Energie und potentielle Energie), unabhéngig von der
Frequenz v.

Rubens berichtete Planck von dieser Entdeckung beim Tee (Kaffee?), und am selben
Abend fand Planck, in einem verzweifelten Versuch, das Wiensche gesetz ‘zu verbessern’,
eine Interpolations-Formel zwischen (L4) und (L5]), Plancksches Strahlungsgesetz

8mv? h
u(, T) = ., (1.6)
c exp (k’B—VT) -1
mit der neuen Konstante h (Plancksches Wirkungsquantum
h = 6.626 x 10734 Js. (1.7)

Das Plancksche Strahlungsgesetz ergab eine exzellente Ubereinstimmung mit allen ex-
perimentellen Daten.
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1.1.1 Bemerkungen

1. Statt h benutzt man heute meist 7~ = h/2m. Anstelle der Frequenz v benutzt man
entsprechend die Winkelfrequenz w = 2rrv. Wenn man w statt v benutzt, wird die spek-
trale Energiedichte w(w,T'), definiert als w(w,T)dw = u(v, T)dv. Mit dw = 2wdv ergibt
das w(w,T) = w?/(7%c3) x hw/(exp(hw/kT) — 1). Aufpassen beim Vergleich verschiede-
ner Versionen: ein falscher Faktor 27 kann ein Ergebnis um eine Gréflienordnung falsch
machen!

2. Kosmische Hintergrundstrahlung (Urknall-Theorie) entspricht einer Temperatur 7' ~
2.7 K (R. H. Dicke und andere).

1.1.2 Zustanddichte elektromagnetischer Wellen
Wir betrachten folgende Riemann-Summe einer (zunéchst beliebigen) Funktion f(x)

ol [
1m—gywm_lfmm. (1.8)

L—oo L

Jetzt nehmen wir einen Kasten mit endlichem Volumen L? mit stehenden Wellen als
Funktion des Ortsvektors x der Form sin kx mit Wellenvektoren

k = (mng/L,mny/L,mn,/L) (1.9)

haben (AUFGABE: begriinde diese Form der Wellenvektoren). Wir betrachten nun wie-
derum eine Funktion f(k) = f(k) dieser Wellenvektoren, die nur vom Betrag k = |k|
abhéngt (wobei wir etwas schlampig dasselbe Symbol f benutzen), und wie bei der
Riemann-Summe oben mochten wir iiber alle k summieren (z.B. um die gesamte Ener-
gie oder andere Grofilen auszurechnen). Hierfiir benutzen wir

.1 > L[
Jim > f(mne/L,wny/L,wn./L)) = — /0 f(k)dkydk,dk., (1.10)
Ng,Ny,Mz=0
d.h. im thermodynamischen Limes L — oo hat man
. 1 1 [ 1 &
ngrolo e Z flk) = —3 ; f(k)dkydkydk, = 353 f(k)dkydk,dk,
ke ky, k>0 >

00 k.2

— #/Ooodkllﬂlﬁf(k‘):/o dkﬁf(k). (1.11)

Jetzt machen wir Gebrauch von der Dispersionsrelation elektromagnetischer Wellen im
Vakuum,

w(k) = clk|, Dispersionsrelation (EM-Wellen im Vakuum) (1.12)
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und erhalten

[e’e] w2 [e'e]
iz S 10 = [ degtmre)= [ de)fe)

LS00 L3

w2

plw) = 2B’ (1.13)
wobei wir wieder (etwas schlampig) dasselbe Symbol fiir f(k) und f(w(k)) verwenden.
Hierbei ist p(w) die Zustandsdichte. Beispielweise kénnen wir alle Zustédnde (d.h. alle
stehenden Wellen) bis zu einem oberen Maximalwert (‘cut-off’) kmax abzéhlen, indem
wir

f(k) = O(kmax — k) (1.14)

setzen, wobei (z) die Stufenfunktion ist, also

1 Wmax
lim — Z :/ dwp(Ww),  Wmax = kmax- (1.15)
Ko iy k> 0k <kmax 20

Entscheidend fiir konkrete Berechnungen ist, dafl man im thermodynamischen Limes
L — oo das Integral iiber w viel einfacher ausrechnen kann als die diskrete Summe iiber
k.

Falls wir fiir jedes k n Zusténde (z.B. fiir n = 2 verschiedene Polarisationsrichtungen)
statt einem Zustand abzihlen mochten, setzen wir einfach f(k) = nf(kmax — k). Den
Faktor 2 schligt man dann bei den EM Wellen hiufig gleich der Zustandsdichte zu, die
dann zu ppel(w) = ﬂ‘;’—ig wird.

Wir werden spéter noch einmal fiir allgemeine Dispersionsrelationen auf den wichti-
gen Begriff der Zustandsdichte zuriickkommen und ihn mit Hilfe der Diracschen Delta-
funktion (Distribution) etwas prézisieren.

1.2 Wellen und Teilchen

Weitere Meilensteine auf dem Weg zur Entwicklung der QM sind bekannt. Zunéchst
ist das der photoelektrische Effekt, entdeckt von Hertz 1887 in Zinn-Platten, die
sich positiv aufluden, wenn man sie mit UV-Licht bestrahlte. Elektronen treten aus der
Metalloberflache aus, falls die Frequenz des Lichts eine gewisse Schranke iiberschreitet.
Weiterhin zeigten Experimente von Philipp Lenard, dass die kinetische Energie (1/2)muv?
der Elektronen unabhéngig von der Strahlungsintensitéit war.

1.2.1 Einstein und der photoelektrische Effekt

In einer bahnbrechenden Arbeit von 1905 erkléirte Einstein diesen Effekt: Die kinetische
Energie der aus dem Metall emittierten Elektronen ist

1
B = §m02 =hv—-W >0, (1.16)
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wobei W die ‘Austrittsarbeit’ bezeichnet.
Einstein erklérte den Photoeffekt durch die Einfiihrung diskreter Lichtquanten (Licht-
quanten-Hypothese), d.h. Photonen mit Energie

E = hv. (1.17)
Andererseits ist der relatvistischen Ausdruck fiir die Gesamtenergie eines Teilchens
E? = (mc?)? + p°c?, (1.18)

und fiir Photonen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ¢ bewegen, ist die Ruhmasse m
gleich Null. Damit gilt

pc=hv~p=h/A\ (1.19)

Mit dem Wellenvektor k mit Betrag |k| = 27 /A, der in die Richtung des Impulses p
zeigt, bekommt man also die Dispersionsrelation zwischen Wellenvektor und Impuls

p = hk Photonen. (1.20)

Insbesondere zeigt der photoelektrische Effekt also die Teilcheneigenschaften des Lichts,
das doch andererseits nach dem Elektromagnetismus mit eine Welle sein soll (Interfe-
renz etc.) Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion der Einsteinschen Arbeit vgl. wiederum
STRAUMANN.

1.2.2 Materiewellen, Hamilton-Jacobi

1923 erweiterte de Broglie den Teilchen-Welle-Dualismus auf materielle, massive Ob-
jekte. Aus theoretischer Sicht war das nicht ganz neu, wie wir aus der Hamilton-Jacobi-
Theorie wissen (Eikonalgleichung, vgl. Mechanik-Skript). Man konnte also spekulieren,
daf die klassischen Mechanik eine Art Grenzfall einer iibergeordneten Theorie sein muf}-
te, dhnlich wie die geometrische Optik ein Grenzfall der Wellenoptik im Grenzfall grofler
Wellenléngen ist.

Ein nicht-relativistisches, sich frei bewegendes Teilchen der Ruhmasse m und mit
dem Impuls p hat kinetische Energie E = p?/2m. Mit der Erweiterung des Teilchen-
Welle-Dualismus auf massive Objekte kann ein Teilchen also als Welle aufgefafit werden,
wobei sich eine zu den Photonen analoge Dispersionsrelation postulieren l4ft,

p = hk massive Teilchen. (1.21)

Weitere experimentelle Ergebnisse (Streuung von Elektronen an Kristall-Oberflachen,
Davisson und Germer) untermauerten diese Vermutung.

Die de—Broglie-Beziehung Gl. (I.2I]) ordnet einem Teilchen also einen Wellencha-~
rakter und einen Wellenvektor k zu, entsprechend E = hv = hw = p?/2m damit auch
eine Frequenz bzw. eine Winkelfrequenz

B hk?

w=w(k) Dy Dispersionsrelation (Teilchen der Masse m. (1.22)
m
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Die einfachste Form einer entsprechenden Welle ist eine ebene Welle,
U(x,t) = Aellkxwk)t), (1.23)

Hier tritt natiirlich sofort ein Problem auf: wie soll man eine solche Welle interpretie-
ren? Eine Welle ist ja en rdumlich ausgedehntes Objekt, wihrend ein Teilchen rdumlich
lokalisert ist, im Idealfall des Newtonschen Punktteilchens sogar unendlich scharf. Ein
Ausweg kommt aus der Theorie der (klassischen EM Wellen) selbst: wie man am Auf-
treten von Interferenzeffekten, spielen bei Wellen Uberlagerungen (Superpositionen) von
ebenen Wellen eine zentrale Rolle. Das ist fiir uns nichts Neues - das ist ndmlich genau
das Prinzip der Fourieranalyse (Fourier-Reihen und Fourier-Transformation, vgl. Skript
MMP).

1.2.3 Wellenpakete

Superpositionen ebener de-Broglie-Wellen eines freien Teilchens der Energie E = p?/2m
haben also die Form

[e.e]
U(x,t) = / dka(k)eFz=<®  hu(k) = E = B2k%/(2m), (1.24)
—0o0

wobei a(k) eine zunéchst noch beliebige Funktion ist. Wir betrachten hier und im Folgen-
den zunéchst alles in einer rdumlichen Dimension (der d-dimensionale Fall geht vollig
analog). Als Merkregel beachte man hier bereits, dal die zeitliche Entwicklung einer
ebenen Welle e!*=«!) ein Minuszeichen vor dem t hat.

Wir mochten die Zeitentwicklung des Wellenpakets ¥ (z,t) finden, d.h. seine Bewe-
gungsgleichung. Differentiation von ([.24]) nach der Zeit liefert

ih% = /dka(k)m(k)ei(kw—w(k)t) — /dka(k)E(k)ei(kz—w(k:)t) _
Rk? h2d2 ‘
= oW ilkz—w(k)t) — _ x i(kr—w(k)t) _
/dka(k) o€ 5 dka(k)e
h2 2
= - 2fj”‘l’(ﬂc,t)- (1.25)

Bis hier haben wir nur ein n freies Teilchen betrachtet, das nur kinetische Energie
E = p?/2m = E(k) = (hk)?/2m hat. Im Allgemeinen ist die Gesamtenergie eines
konservativen Systems die Summe aus kinetischer und potentieller Energie V' (z). Wir
postulieren deshalb die Verallgemeinerung des Falls V' =0,

im0y (z,t) = / dka(k)E(k)elkz=w k) = v (z) =0, (1.26)

indem wir E(k) durch die Gesamtenergie E(k) + V(z) im Fall V(z) # 0 ersetzen. Die
Bewegungsgleichung lautet dann

ihoy U (z,t) = /dka(k)[E(k;) + V(z)]eike—w®)) =

_h28§ + V(z)]¥(x,t). (1.27)

2m

= |
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Die Gleichung

292
ih%\l’(m,t) = [— f;if + V(m)] U(x,t) (1.28)

heifit Schrédinger-Gleichung und gehort zu den wichtigsten Gleichungen der Physik.
Bisher haben wir nur eine eindimensionale Version betrachtet. Die Verallgemeinerung
auf hohere rdumliche Dimensionen ist allerdings einfach: die Variablen x und k£ werden
zu Vektoren x und k. Anstatt des Differentialoperators 2 hat man dann 92 + 85 in
d = 2 oder 0% + 65 + 02 in d = 3 Dimensionen (karteische Koordinaten), d.h. den
Laplace-Operator A = 92 + 85 + .... Die Schrodinger-Gleichung wird dann zu

5 + V(X):| U(x,t). (1.29)

1.2.4 Die Wellenfunktion

Die Berechnung der Zeitentwicklung des Wellenpakets ist natiirlich keine ‘Herleitung’
der Schrodinger-Gleichung (SG). Letztere kann nicht hergeleitet, sondern nur plausibel
gemacht werden. Weitere Eigenschaften der SG, wie z.B. die Voraussage des richtigen
Spektrums fiir ein einfaches Modell des Wasserstoff-Atoms, zeigten, dafl man sich auf
dem richtigen Weg befand.

Die Deutung der Wellenfunktion selbst ist allerdings alles andere als trivial. Die
Summe der experimentellen Erfahrung beziiglich komplementérer Wellen- und Teilchen-
Phénomene fithrten schliellich zu einer konsistenten Deutung, die bis heute Bestand
hat: der statistischen Interpretation der Wellenfunktion. Diese wird zum 1. Axiom der
Quantenmechanik erhoben:

Axiom 1: Die Wellenfunktion ¥(x,t) eines Teilchens der Masse m, das sich in einem
Potential V(x) bewegt, erfiillt die Schrodinger-Gleichung

2A

5 + V(X):| U(x,t). (1.30)

Hierbei ist |¥(x,t)[?d3z die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢t im Volumenele-
ment d3z um den Punkt x zu detektieren. Die Wahrscheinlichkeit P((2), das Teilchen in
einem endlichen Volumen 2 zu finden, ist durch das rdumliche Integral gegeben:

P(Q) = /Qd%yqf(x,t)y?. (1.31)

Es gilt die Normierungsbedingung

/ Br|U(x,t)* = 1. (1.32)
R3
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Bemerkungen:

1. In dieser Form handelt es sich um die Schrédinger-Gleichung eines einzelnen Teil-
chens. Verallgemeinerungen auf N Teilchen sind moglich und werden spéter behandelt.
Alle Wechselwirkungseffekte mit anderen Teilchen und mit der Umgebung stecken bei
Gl. (L30) im Potential V' (x), das z.B. durch duflere elektrische Felder erzeugt wird.

2. In der Schrodinger-Gleichung sind keine relativistischen Effekte beriicksichtigt. Rela-
tivistische Effekte lassen sich durch entsprechend verallgemeinerte Gleichungen (Klein-
Gordon-Gleichung, Dirac-Gleichung) beriicksichtigen.

3. Die Normierungsbedingung (L.32)) erfordert die Quadrat-Integrabilitit der Wellen-
funktionen. Dadurch kommt eine interessante mathematische Struktur ins Spiel, ndmlich
der Hilbertraum der quadrat-integrablen Funktionen. Wir werden uns weiter unten ge-
nauer mit dem Hilbertraum in der Quantenmechanik beschéftigen.

4. An dieser Stelle wird noch keine Aussage dariiber gemacht, was ‘messen’ bzw. ‘das Teil-
chen finden’ genau bedeutet. Anschaulich stellen wir uns zunéchst z.B. das Doppelspalt-
Interferenzexperiment mit einem Schirm vor, dessen Schwirzung an einer Stelle x eine
Messung darstellt. Wir lassen nun viele Elektronen (oder andere Quantenteilchen) durch
den Doppelspalt fliegen. Das Interferenzmuster auf dem Schirm &t sich dann mit dem
Betragsquadrat der Wellenfunktion statistisch interpretieren.

1.3 Einschub: Wahrscheinlichkeitsdichten

Sei z eine Zufallsvariable mit kontinuierlichen Werten —oo < & < oo.

Definition Sei P(a < x < b) die Wahrscheinlichkeit fiir z, im Intervall [a,b] zu liegen.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) ist dann durch

b
P(anSb):/ dzp(x) (1.33)
a
definiert.
Es gilt
p(x) > 0, Positivitit (1.34)
oo
/ dxp(z) = 1, Normierung . (1.35)
—0o0
1.3.1 Beispiele
1.3.1.1 GauB-Verteilung
1 _(z—=z )2
p(z) = P (1.36)

vV 2ro?

Hier iiberpriift man die Normierung mittels des Gauf3-Integrals

o
/ dae™ b — \/Ee%. (1.37)
oo a
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1.3.1.2  x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden

1

_ n/2—1 —z/20 ) 1.
72"/2F(n/2)$ e (x) (1.38)

p(z)

Hier iiberpriift man die Normierung mittels der Gamma-Funktion
oo
I'(z) = / dra®le ™. (1.39)
0

1.3.2 Erwartungswert und Varianz

Definition Sei z eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) und f(z) eine
beliebige Funktion von x. Der Mittelwert (Erwartungswert) der Funktion f ist dann

=/ " dep(e) (). (1.40)

—0o0

Als Beispiel betrachten wir f(x) = x, dann ist

[e.e]

(x) = / dxp(x)r =T (1.41)

—00
der Mittelwert der Zufallsvariablen selbst.

Wir definieren weiterhin

Definition Sei x eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte p(z). Die Varianz
(Streuung) von z ist dann durch

(Az) = ((z - 2)*) = (2?) - (2)” (1.42)
definiert. Hierbei ist wieder (2") = [ dzp(x)z".

Aufpassen also, ob das Quadrat innerhalb oder auflerhalb der Klammer steht!

Weitere Informationen zur Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik: z.B. BRON-
STEIN.

AUFGABE: Berechne die Varianz der GauB-Verteilung und der y2-Verteilung mit n
Freiheitsgraden!

1.4 Die Kontinuitdtsgleichung

Die Kontinuitétsgleichung ist ein wichtiger Konsistenz-Check fiir die Schrédinger-Gleichung
(SG) und die Interpretation von |¥|? als eine (Wahrscheinlichkeits-)dichte.
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1.4.1 Eindimensionaler Fall

Hierzu multiplizieren wir die SG mit ¥*(z, t), der konjugiert komplexen WF. Eine weitere
Gleichung erzeugen wir durch Multplikation der konjugiert komplexen SG mit —¥(x, ),
dann addieren wir beide mit dem Ergebnis

2
ih(T*0, 0 + o, T*) = —;—m [(T*020 — WO U]
2
ihO, (D) = —;—max U0,V — U9, ¥*]. (1.43)

Dies kann in Form einer Kontinuitétsgleichung geschrieben werden

Op(x,t) + Opj(x,t) = 0 (1.44)
plz,t) = \Il(a.c,t)\ll*(x,t)
i) = —%[\I}(x,t)*ﬁm\ll(x,t)—\Il(x,t)ax\ll*(x,t)].

Neben der Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,t) ist auch die Wahrscheinlichkeits-Stromdichte
j(x,t) reell. Die Gl. (I.44)) ist eine eindimensionale Version einer Kontinuitétsgleichung

Op(x,t) + divj(x,t) = 0, (1.45)

wie man sie auch aus anderen Gebieten der Physik kennt.
Wir integrieren Gl. (IZ4]) von x = —oo bis = oo and nehmen an, da8 ¥ bei £oo
verschwindet, was plausibel ist. Dann folgt

6t/ dzp(z,t) =0 ~ / dxp(x,t) = const. (1.46)

— 00

DISKUSSION

1.4.2 d = 3, Nabla-Kalkiil

Die entsprechende Herleitung fiir den Fall d = 3 geht am einfachsten mittel Nabla-
Kalkiil (BRONSTEIN): Der Nabla-Operator V steht je nach Argument fiir die Opera-
tionen div, grad, rot geméf

V xv = rotv, Vektorfeld v (1.47)
Vv = divv, Vektorfeld v (1.48)
Vf = gradf, Skalare Funktion f . (1.49)

Produkte kénnen formal mit der Produktregel ausgerechnet werden, z.B.
div(fv) =V (fv) =vVf+ fVv =vgradf + fdivv. (1.50)
Fiir den Laplace-Operator gilt
Af =divgradf =V -Vf (1.51)
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Damit 148t sich die dreidimensionale Version der Kontinuitédtsgleichung leicht aus der
SG herleiten (AUFGABE),

Op(x,t) + divj(x,t) = 0 (1.52)
p(x,t) = U(x,t)¥*(x,t) (1.53)
i) = QZZL (W(x, £) "V (x, 1) — U(x, VI (x,8)] . (1.54)

1.5 Fourier-Transformation

Dieser Einschub entspricht dem Kapitel 3.4 des Skripts ‘Mathematische Methoden’. Wir
wiederholen hier die Fouriertransformation.

Wir kennen bereits die komplexe Fourier-Entwicklung einer periodischen Funktion
f(x) = f(z + 2L) auf dem Intervall [—-L, L],

[e.e]

fl@) = Y et (1.55)
n=-—00
und fragen nun, was fiir L. — oo passiert. Heuristisch gilt folgendes: wir betrachten das
Integral

N

e 2
/ flk)dk = L}\ifm Z %f(k:n), kn, =nn/L, Riemann-Summe .(1.56)

Hierbei ist g}: = Ak die Feinheit der Unterteilung der Riemann-Summe, die das Integral
fiir L, N — oo immer besser approximiert. Wir haben also (wie bei der Zustandsdichte

oben) den Ubergang von der diskreten Summe im k-Raum zum Integral,

lim Z f(nw/L) = / f(k (1.57)

L,N—oco 2L

eine wichtige und in verschiedenen Gebieten (Quantenphysik, Festkorpertheorie, Strah-
lungstheorie,...) oft benutzte Formel. Beachte: Die Lénge 2L des Intervalls geht im Vor-
faktor im Limes L — oo in den Faktor 27 iiber. In den Fourierreihen haben wir nun
entsprechend den Ubergang fiir L — oo,

PRy 1 L / N, —i2% g’ 12
flz) = Z Y </def(x)e L >e L (1.58)

1 0 (&9 _ )
N % dk </ dx/f(x/)efzk‘l‘ > ezkx

—/ di f (k)et*=, (1.59)

Hierbei ist also der Koeffizient ¢, mit diskretem Index n in den Koeffizienten f(k) mit
kontinuierlichem Index k iibergegangen. Beachte, dass wir im Integral, welches f(k)
definiert, =’ als Integrationsvariable benutzten, da z bereits als Buchstabe vergeben ist.
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Definition
flk) = / dxf(x)e **,  Fourier-Transformierte von f(x) (1.60)
1 [ ~ ,
flx) = Dy dkf(k)e’* .  Fourier-Darstellung (1.61)
™ —0o0

e Man bezeichnet die Fourier-Transformierte f(k) von f(x) manchmal auch als
Fourier-Hintransformation und die Darstellung von f(x) mittels f(k) als Fourier-
Riicktransformation.

e Beachte die Aufteilung des Faktors 1/2m: in der Physik wird das meist so wie oben
(unsymmetrisch) definiert. In der Mathematik definiert man das meist symmetrisch
mit zwei Faktoren 1/v/27.

e Ebenfalls beachte (und memoriere) man die Vorzeichen Fikx bei Hin- und Riick-
transformation.

e Selbstversténdlich haben wir hier iiberhaupt nicht iiber Konvergenz- und Existenz-
fragen gesprochen (LITERATUR: Forster, Analysis III).

1.5.1 Orts- und Impulsraum (k-Raum), Zeit-Domééne und Frequenzraum

Ein in der Physik hiufige Bezeichnung: Eine Funktion f(z) sei im Ortsraum definiert,
d.h. x sei eine Ortsvariable. Dann bezeichnet man

f(z) , Darstellung von f im Ortsraum (1.62)
f(k) , Darstellung von f im Impulsraum (k-Raum) (1.63)

Beide Darstellungen sind #dquivalent, da sie ja Fouriertransformierte (FT) voneinander
sind. Die Bezeichnung Impulsraum kommt aus der de-Broglie-Beziehung p = hk der
Quantenmechanik mit A = h/27 und dem Planck’schen Wirkungsquantum h. Wenn es
nicht um Quantenmechanik geht, spricht man besser vom k-Raum oder dem Raum der
Wellenvektoren.

Analog definiert man die FT einer Funktion f(t) der Zeit,

o0

flw)y = / dtf(t)e™*, Fourier-Transformierte von f(t) (1.64)
L

f@&) = Dy dwf(w)e ™" Fourier-Darstellung . (1.65)
™ —0o0

Hierbei sind die Vorzeichen im Exponenten der FT im Vergleich zur FT vom Orts in
den Impulsraum genau anders herum (Konvention). Man bezeichnet

f(t) , Darstellung von f in der Zeit-Doméne (1.66)

f(w) , Darstellung von f im Frequenzraum. (1.67)
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Wiederum sind beide Darstellungen dquivalent. Manchmal spricht man auch von Origi-
nalbereich (z.B. f(t)) und Bildbereich (z.B. f(w)).

Héufig hat man auch Fouriertransformationen in zwei Variablen, z.B. Ort und Zeit:

o0 o0
u(k,w) = / / drdtu(z, t)e'™@=F2)  Fourier-Transformierte von u(z, #)1.68)
u(z,t) = 5 / / dkdwi(k,w)e " @~k Fourier-Darstellung . (1.69)
2m)? Jooo oo
Jetz sehen wir auch den Sinn der Vorzeichen-Konvention: in der Fourier-Darstellung

haben wir zeitabhiingige ebene Wellen e~#(wt—kz)|

1.5.2 Fouriertransformation: Beispiel Gauf3-Funktion

Wir berechnen fiir zp = 0 (Mittelwert Null) die Fouriertransformierte von p(z) (AUF-
GABE)

1 _ 2 o0 ) 1 2,2
plx) = e 202 ~ plk E/ daep(z)e” ke = ¢7297k 1.70
@) == (=] depia) (1.70)
Die Fouriertransformierte einer Gaufl-Funktion ist also bis auf den Vorfaktor wieder eine
Gauf-Funktion. Es gilt also heuristisch folgende Unschdrfe-Relation:

e Breite Gaufl-Funktion p(z) im Ortsraum, d.h. grofie o ~» schmale Fouriertransfor-
mierte p(k) im k-Raum.

e Schmale GauB-Funktion p(z) im Ortsraum, d.h. kleine o ~~ breite Fouriertransfor-
mierte p(k) im k-Raum.

Je schérfer die Verteilung p(x) im Ortsraum, desto unschérfer (breiter) wird sie im k-
Raum. Umgekehrt: je unschérfer die Verteilung p(x) im Ortsraum, desto schéirfer (schma-
ler) wird sie im k-Raum.

AUFGABE: Berechne die Fouriertransformierte der Kastenfunktion f(—a < z <
a) =1, f(Jz| > a) =0, a > 0, und diskutiere das Ergebnis.

1.5.3 Einige Eigenschaften der Fourier-Transformation

LITERATUR: BRONSTEIN. FORSTER Analysis III.
Wir betrachten eine Funktion f(t) und bezeichnen ihre FT mit Hilfe des Operators
(Abbildung) F: f — f,

FIf@) = f(w) = / dtf(t)e . (1.71)

Es gilt (AUFGABE)
Flaf +Bg] = oF[f]+ BFlg], Linearitit. (1.72)
Flf'](w) = —iwF[f](w), Differentiation im Originalbereich. (1.73)

Flft —to))(w) = e“F[f(t)](w), Verschicbungssatz. (1.74)



1. Einleitung 15

Haufig hat man es z.B. in der Signalverarbeitung mit sogenannten Faltungsintegralen
zu tun,

o0

(fixfo)(t) = / dr f1(7) fo(t — 7), Faltungsintegral . (1.75)

—00

So kann f;(t) z.B. das Originalsignal darstellen, das aber durch eine Apparatur noch zeit-
verzogert und verdndert wird, was durch die Integration iiber fs zum Ausdruck kommt.
Weitere physikalische Anwendungen solcher Faltungsintegrale sind Systeme, die mit ei-
ner Umgebung zeitverzogert wechselwirken, z.B. dissipative Systeme (mikroskopische
Modelle fiir Reibung).

Fiir die FT von Faltungsintegralen gilt der wichtige Faltungssatz (Beweis als AUF-
GABE)

Flf1 = fo] = FIA)F(f2) (1.76)

Die Faltung im Originalbereich wird also zu einem gewdhnlichen Produkt im Bildbereich.

1.5.4 Lo6sung von pDGL mit Fouriertransformation

Wir 16sen die Diffusionsgleichung in einer Dimension als Anfangswertproblem

0 0?
an(:ﬂ,t) = Dwn(:ﬂ,t), n(x,0) = no(x) (1.77)
durch Fouriertransformation,
a 1 > ~ ikex 82 1 o ~ ikx

Vertauschen von Differentiation und Integration fiihrt einfach auf

1 [ 0 .
_ = D 2~ zk:a:. 1.
0 o | dk [atn(k,t) + Dk n(k,t)] e (1.79)

Das diese Gleichung fiir alle x gelten muf, folgt

%ﬁ(k,t)JerQﬁ(k,t) = 0 (1.80)

w ik, t) = fk,t=0)e PFt =ng(k)e PR (1.81)

Fiir gegebenes Anfangsprofil ng(x) wird ng(k) durch FT berechnet und dann mittels
Fourier-Riicktransformation n(z,t).
AUFGABE: Lose die Diffusionsgleichung in einer Dimension auf (—oo, c0), Gl. (LL.77]),

_ (z—=z )2
fiir ng(x) = \/;r?e* 2% mit reellem zo und 7. Interpretiere das Ergebnis physikalisch.
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1.5.5 Losung der Schrédingergleichung

Die Schrodingergleichung eines freien Teilchens der Masse m, das sich in einer Dimension
bewegt, lautet
0 n? 92

pr U(z,t), Y(x,0)=TYy(z). (1.82)

In dieser Form handelt es sich hierbei um ein Anfangswertproblem mit der Anfangs-
bedingung (AB) ¥(x,0) = ¥o(x). Wie bei der Diffusionsgleichung kénnen wir die Glei-
chung wieder durch Separationsansatz und mittels Fourier-Reihen auf einem endlichen
Intervall 16sen. Auf dem unendlichen Intervall (—oo,00) geht das am einfachsten durch
Fouriertransformation:

O [ dk - R202 [ dk .- B2 dk oy -
ik \y — _ z e\ = — — R
5 | aa¢ YY) om /_OO o€ V() 2m/_oo ot ¢ vk
< dk 4. ]..0 = h2k? -
el = _— R —\I] ——\I}
0 /_ s [m Skt~ k)
9 - h2K2 -
- 0= iUk, t) — Sk, 1), 1.
0= ih bk, t) — o U(k.1) (1.83)

Die letzte Gleichung ist eine gew6hnliche DGL in der Zeit ¢ und kann deshalb einfach
gelost werden,

0 = R2k? -
0= h==VU(k,t) — —U(k,1
(k1) — 1)
= T —iw(k)t — hk?
(k) = Bkt = 0)e B, () = T (1.84)
m

Hier erscheint die AB W(k,t = 0) als Fourier-Transformierte (FT),

U(k,t=0) = /00 dz¥(z,t = 0)e % = /00 dzWo(z)e * = Uy(k). (1.85)

—00 —00

Mit der AB W¥y(z) kennt man auch ihre FT \Tl(k,t = 0), mit der man also die Losung
U(z,t) zu spiteren Zeiten t > 0 durch Fourier-Riicktransformation berechnen kann:

Ui t) = — [ awb(k et = = [ deekre %t o) (1.86)
) o . 3 9 0

s

— 00

AUFGABE: Lose die Schrodingergleichung in einer Dimension auf (—oo, 00) fiir eine
Anfangsbedingung ¥y (z), deren Betragsquadrat eine Gau$-Verteilung darstellt. Wieder-
hole die einzelnen Schritte in der obigen Herleitung. Interpretiere das Ergebnis physika-
lisch.
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1.6 Die Delta-Distribution

Die Diracsche Delta-Distribution (‘Delta-Funktion’) ist in der QM ein auBerordentlich
niitzliches Werkzeug.

LITERATUR: Forster, Analysis III. Im Grenzfall verschwindender Breite o der Gauf3-
Funktion definiert man zunéchst heuristisch

1 _@—=p?
e~ 22, (Dirac) Delta-Distribution (1.87)

0z —x9) = ;13%) —

in dem Sinne, dass bei Integration iiber ‘gutartige’ Funktionen f(z)

[ doste—ape) = im [t T @) = ) (189)

gilt. Diese Operation ist ein Funktional (einer Funktion f wird ein Wert f(xo) zugeord-
net), aus historischen Griinden spricht man in der Physik aber von der (Dirac’schen)
Delta-Funktion. Die Darstellung Gl. (LT ist nicht die einzige: es gilt z.B. auch

Sz —x9) = %/ dke~(@=0) (1.89)

—0o0

AUFGABE: Beweis von Gl. (L.89)) mittels der Definition der Fouriertransformation einer
Funktion f(x).

1.6.1 Eigenschaften der Delta-Distribution
Fiir die Darstellung der Delta-Distribution gilt (vgl. FORSTER III):

Satz 1. Sei f(x) eine integrierbare Funktion mit Normierung [*_ daf(x) = 1. Dann
gilt der ‘Grenzwert’ fiir ‘gutartige’ Testfunktionen ¢(x)

(e 9]

lim dxé f (g) é(x) = 6(0), (1.90)

e—0 — oo

also als ‘Merkregel’
lim - f (f) . (1.91)

AUFABE: Uberpriife einige der méglichen Darstellungen der Delta-Distibution.

Satz 2. FEs gelten folgende weitere Eigenschaften der Delta-Distibution, vgl. auch den
WIKIPEDIA-Artikel
6(x)

lal

(g(x)) = Z%, (1.93)

(1.92)

i
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wobei im zweiten Fall die z; die Nullstellen (einfache Nullstellen angenommen) der
differenzierbaren Funktion g(z) sind. Fiir die mehrdimensionale Delta-Funktion gilt
schliefllich gilt der Zusammenhang mit der Stufenfunktion 6(z),

%H(x —x0) = 0(x — x0). (1.94)

1.6.2 Delta-Distribution und Zustandsdichte

Wir werfen hier noch einmal einen Blick auf den Begriff ‘Zustandsdichte’. Ein System
(z.B. Oszillator-System) habe N Eigenzustéinde mit diskreten Frequenzen w,,. Wir defi-
nieren die Zustandsdichte p(w) dann als

N
p(w) = Z w — wy). (1.95)
n=1

Offensichtlich gilt dann

/Z dwp(w) = f:l/z dwd(w — wy) = N, (1.96)

d.h. wir erhalten durch Integration trivial die Gesamtzahl N der Zusténde.

Interessanter sind nun sehr grofle Systeme, wo man den thermodynamischen Limes
unendlicher Systemgrofie betrachten méchte. Man dividiert dann iiblicherweise durch das
Systemvolumen. Fiir Photonen mit wy = w_g und Zustdnden, die durch stehende Wellen
der Form sin kx mit Wellenvektoren k = (7n,/L,mn,/L,mn./L) in einem Hohlraum mit
Volumen L? gegeben sind, hat man dann z. B.

. 1 1 ©
p(Wph = ngréoﬁ Z 0w —wg) = F/o dkydkydk.é(w — wi)
ke ky,k2>0
1 > 5 1 > 25
= W . dkxdkﬁydka (w — (AJ]() = W 0 dk4rk (Ld — Ck)
o] kj2 w2
= dk—=0(w — ck) = —— 1.97
|ttt — k) = 55 (1.97)
wobel wir im letzten Schritt
1 /w
dw—ck) = 2(5 (E - k> , ¢>0 (1.98)

benutzt und mit der Delta-Funktion das Integral ‘geschlachtet’ haben. Wir erkennen,
dal diese Rechnung unsere altes Ergebnis der Zustandsdichte der Hohlraumstrahlung
Gl. (II3) in einfacher Weise reproduziert.

AUFGABEN:
1. Man betrachte im obigen Beispiel fiir die Photonen statt der stehenden Wellen sin kx
mit Wellenvektoren k = (mn,/L,7n,/L,mn./L) jetzt laufende Wellen e’ mit Wellen-
vektoren k = (2mn,/L,2mn,/L,2mn, /L), wie sie sich fiir periodische Randbedingungen
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(Torus) ergeben. Zeige, daf sich im Limes L — oo dieselbe Zustandsdichte ergibt. Hin-
weis: fiir laufende Wellen beschreiben die Wellenvektoren k und —k unterschiedliche
Zustidnde, und man mufl sowohl iiber positive wie auch negative Komponenten von k
summieren.
2. Berechne die Zustandsdichte fiir nichtrelativistische, freie Teilchen der Masse in d
Dimensionen,

_ Pk]?

. 1
pd(w) = lim EZ(S(w—wk), hwy = 5 (1.99)

1.7 Erste Anwendungen der Schrodinger-Gleichung, Tunneleffekt

1.7.1 Stationire Schrédinger-Gleichung

Die Schrédinger-Gleichung
ih%\l’(x,t) = {—% + V(x)] U(x,t) = HU(x,1). (1.100)

ist eine partielle DGL. Als ersten Losungsschritt machen wir einen Separationsansatz,
um die Zeit ¢t abzuseparieren,

U(x,t) =9(x)f(t). (1.101)

Einsetzen in (I00) liefert
inonf(t) _ Aox)
ft) P(x)

Beide Seiten von (L.I02]) hingen unabhiingig entwerder nur von ¢ oder von x ab und
miissen daher konstant = E sein. Losen der Gleichung fiir f(t) ergibt f(t) = exp —iEt/h
und damit

—E. (1.102)

U(x,t) = h(x)e FUR, (1.103)

wobei F aus Dimensionsgriinden eine Energie sein muf.
Um 9 (x) zu bestimmen, mufl man also die stationire Schrédinger-Gleichung
. R2A
Hy(x) = Ep(x) «— o +V(x)| ¥(x) = Ev(x) (1.104)

l6sen. Mathematisch gesehen ist die Gleichung H 1 = E1 mit dem Hamilton-Operator
H ein Eigenwert-Problem.

Definition Die zeitunabhéingigen Losungen 1 (x) von

[_W_A

o + V0] 600 = Bux) (1.105)

werden als stationdre Zustande bezeichnet.
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Wir werden sehen, dafl hdufig stationére Zusténde fiir beliebiges E gar nicht existieren,
sondern nur bestimmte Werte (Eigenwerte) von E moglich sind. In solchen Féllen sagt
man, die Energie sei quantisiert.

1.7.2 Fall d =1, ebene Wellen

Im einfachsten Fall in d = 1 ist das Potential V(x) = 0, und man bekommt zwei linear
unabhéingige Losungen der stationéren SG in der Form ebener Wellen,

h20?

2m

¥(x) Ey(x) ~ i (z) = ™, g (2) = e (1.106)
k= /(@2m/R)E (1.107)

mit positiver Energie E > 0. Alternativ schreiben wir die Losungen als

Up(z) = e,k ==+/(2m/h2)E. (1.108)

Diese Losungen beschreiben ebene Wellen mit festem Wellenvektor k£ und deshalb and
festem Impuls p = hk, die Dispersionsrelation ist
h2k?
E=FEk)=——. 1.109
() = 2 (1.109)
Es gibt keine physikalisch sinnvolle Losung mit negativer Energie F < 0, denn dann
wiirde die Wellenfunktion unendlich entweder fiir x — oo oder z — —oo werden.
Wir erkennen ein Problem, denn ¢y (x) in Gl. (LI08)) 148t sich nicht normieren, wie
es sich normalerweise fiir Wellenfunktionen gehort:

/OO dz|ipy(x)]? = oco. (1.110)

—00

Eine praktische Losung besteht darin, ein grofes, aber endliches Intervall [—L/2, L/2]
statt der gesamten x-Achse zu betrachten, und damit die WF geméf

1 . L/2
U = ﬁe““, /m dz|y(x)? =1 (1.111)

zu normieren. Man kann dann weiterhin das Interval zu einem Ring zusammenschlieflen
und an der Schnittstelle periodische Randbedingungen fordern. Die Forderung
nach Stetigkeit von v, fithrt dann auf eine Quantisierung der moglichen Werte fiir k,
kL 2mn

Yp(L/2) = i (—=L/2) ~ 1 =" ~ ky = < "= 0,+1,+2, ..., (1.112)
d.h. einer diskreten Menge moglicher k-Werte und damit diskreten Energien F,, =
h2k2 /2m. Fiir jede Energie E = E, > 0 gibt es zwei linear unabhingige Losungen
mit Wellenvektor 27n/L und —27n/L. Man sagt, der Energie-Wert E,, sei zweifach
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entartet. Wenn L sehr grofl wird, bleiben die moglichen Werte fiir £ immer noch dis-
kret, aber ihr Abstand wird immer kleiner, und im Grenzfall L — oo hat man wieder ein
Kontinuum an Energiewerten. Im Folgenden wird die Normierung der Wellenfunktion
selbst keine Rolle spielen, und wir werden mit kontinuierlichen k-Werten arbeiten.

Die SG fiir ein konstantes Potential V(z) =V

n? d?
- = F 1.11
g V| v = v (1.113)
hat ebenfalls zwei linear unabhéngige Losungen
2m

Jetzt miissen wir allerdings eine Fallunterscheidung vornehmen:

1. Falls E > V, ist k reell und die zwei ¢y (z) beschreiben ebene Wellen, die in die
positive bzw. die negative z-Richtung laufen. Solche Losungen heiflen auch oszillatorische
Lisungen.

2. Falls F <V, wird k rein imaginér, und wir schreiben

k:mzi,/i_b—?(v—E) (1.115)

mit reellem . Die zwei 1. u. Losungen sind dann die Exponential-Funktionen e*%®. Fiir
festes E ist die allgemeine Losung ¢ (x) der stationéiren SG also eine Superposition,
d.h. eine Linearkombination

Y(z) = ae*® 4 peike (1.116)

mit k entweder reell oder imaginary, k = ix. Weil die WF eine komplexwertige Funktion
ist, konnen die Koeffizienten a, b komplexe Zahlen sein. Man beachte, dafl es keine
Linearkombinationen vom Typ ae’** + be™"* a,b # 0 geben kann.

3. Falls £ =V, lautet die SG ja %@Z)(Sﬂ) = 0 mit der Losung

P(z) = a+ bx. (1.117)
(SONDERFALL).

1.7.3 Potential-Streuung

Wir betrachten nun ein stiickweise stetiges Potential V(x) und die Losungen der SG in
den jeweiligen Intervallen,

(4, a1e®FT 4 pe~ihrr —oco <z <1y
Vs, age’F2® 4 poe ik 1 <x <9
V- azeths® 4 poeiksz To <z <x
V(II)) _ 39 w(x) _ 3 3 ) 2 >~ 43 7
VN a,Neik'N“ + bNefikf‘{x, N1 <z <N
. VN+1 a/N+1€ZkN+1$ + bN+16_ZkN+1m, Ty < x < o0

(1.118)
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wobel

Ky =/ @m/R2) (B - V). (1.119)

(SKIZZE!) Wir betrachten den Fall E > Vj,Vny1 so daBl ky und kyy; reelle Wel-
lenvektoren sind und ¢ (x) laufende, ebene Wellen auflerhalb des Streugebiets [x1,xN]
beschreiben.

Wir wollen nun Losungen der SG unter der Streubedingung byy; = 0 bestim-
men, d.h. wir suchen Losungen, die auf der rechten Seite des Streugebiets von der Form
an41€*N+17 sind, d.h. dort nach rechts laufen, aber keinen Anteil, der von rechts einléuft.
Auf der linken Seite andererseits soll die Welle die Form a;e*1*4b,e~ %1% haben, d.h. eine
Superposition einer nach rechts einlaufenden (incoming) und einer nach links laufenden
(reflektierten, outgoing) Welle. Das Ziel ist es, den reflektierten und den transmittierten
Anteil der Welle zu bestimmen, d.h. die Koeffizienten b; auf der linken Seite und a1
auf der rechten Seite.

AUFGABE 1: Wir fordern Stetigkeit von ) (z) und seiner Ableitung v (x) bei x = ;.
1. Zeige, daB fiir Losungen der stationéren SG in d = 1 fiir ein endliches Potential V' (x)
Stetigkeit der Ableitung ¢'(x) an allen Stellen = gelten mus.

2. Zeige nun, daf sich zwei Gleichungen ergeben, die sich in der Matrix-Form

w =Tluy, w; = ( i ) . i=1,2, (1.120)

1 i(ka—k1)z1 _ —i(k1+k2)z1
T < (k1 + ka)e (k1 — ko)e > (1.121)

= T (k1 — ko)eikatk)zn () o fo)eilka=ki)or

schreiben lassen.
AUFGABE 2: Zeige, daf} sich die Wellenfunktion auf der linken Seite mit der auf der
rechten Seite des Streugebiets mit Hilfe der Transfer-Matrix M verbinden 1&t, wobei

u, = Muyy, M=1'71?.TN (1.122)

und die 7" sowie uy1 analog zu oben zu definieren sind.
AUFGABE 3: Benutze die Stromdichte

ih h ,
j@) = g W) (@) — ()0 @) = —Im [v* @) (@)] . (1.128)
und zeige
Jo>an) = lmlikyalanal?) = lay P
i <z1) = %[\aﬂQ—]bl\Q]. (1.124)

Die Stromdichte j(xz > xy) beschreibt eine Fluf§ rechts vom Streugebiet nach x — oo.
Auf der anderen Seite ist j(z < z1) auf der linken Seite die Differenz eines einflieen-
den, positiven Stroms (einfallende Teilchen) und eines ausfliefenden, negativen Stroms
(reflektierte Teilchen).
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AUFGABE 4: Definiere den Transmissions- Koeffizienten T als das Verhiltnis vom
Strom rechts vom Streugebiet zum einfliefenden Strom links vom Streugebiet, d.h.

knit |ans|?
T = 1.125
n | o (1.125)
Zeige damit, dafl
kv 1
= 1.126
ki | My |? ( )
gilt, wobei M7 das obere linke Matrixelement der Transfer-Matrix M ist.
AUFGABE 5: Definiere den Reflexions-Koeffizienten und zeige die Form
b |° | My |
R=|—| =|—/— 1.127
ay My ( )

wobei Moy, das untere linke Matrixelement der Transfer-Matrix M ist. Zeige weiterhin
durch Benutzung von Gl. (I.124) die Gleichung

T+R=1. (1.128)

Im Folgenden wenden wir diese Ergebnisse an, um den Transmissionskoeffizienten T,
GL.(I120), fiir zwei Beispiele zu berechnen

1.7.4 Potential-Stufe

Die Stufe bei 1 = 0 ist der Fall N =1, V4 =0 und Vo, =V > 0 in (LIIS).
a) Fiir £ >V gilt ky = \/(2m/h2)E und ke = \/(2m/h2)(E — V), und die Transfer-
Matrix 77 = M, Gl. (LIZ21) liefert

1 ]{52 (ko — 1 kQ
My = (T == (14 2 ) eiltheker = Z (7 4 22) 1.129
1= (T1)n 2(+k1>€ 5 +l<:1 ( )
Daraus erhélt man 7" und R,
po_ k1 4/T-(VE
kq ‘MH‘Q (1++1- (V/E))2
p - |Mz 2 _ |k =R ? (=i (V/E))? (1.130)
My, ki + ko (1++/1—(V/E))?’
insbesondere gilt
T+R=1 (1.131)

b) Fiir E <V wird ke imaginér und es gibt keine laufenden Wellen in der klassisch
verbotenen Zone = > 0, denn hier reicht die Gesamtenergie nicht aus! Mit ky = iko,
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ke = \/(2m/h?)|E — V|, wird die WF rechts 1(x > 0) = age™ 2% + bye"?? = age 27,
denn by = 0 (Streubedingung). Es folgt fiir den Reflexionskoeffizienten
kl—kg 2_ kl—’ilﬁig 2_

ki +ko| ki tike|

R (1.132)

Da es fiir > 0 keine laufenden Wellen im Fall E < V gibt, lafit sich Gl. (L126) fiir den
Transmissionskoeflizienten 7" nicht mehr direkt anwenden. Die Teilchenstromdichte GI.
(L123) wird jedoch j(x > 0 = 0, was T' = 0 bedeutet. Wiederum gilt also T+ R = 1,

wie es sein muf.

1.7.5 Der Tunnel-Effekt

Der Tunnel-Effekt (F. Hund, zwanziger Jahre) ist eins der frithen, spektakuléren Ergeb-
nisse der QM. Er liegt zahlreichen Phénomenen in Physik und Chemie zugrunde, bis hin
zu Anwendungen wie der Tunnel-Diode.
In unserem Transfermatrix-Formalismus betrachten wir eine Rechteck-Barriere (SKIZ-
ZE). In Gl (LII8)), setzen wir N =2, 9 = —x1 =a, V1 = V3 =0, und Vo =V > 0.
Ausmultiplizieren der Matrizen T} and Ty liefert M = T1T>, (AUFGABE)

My Mo
M =
( Moy Mo )
. k2 k.2
My = ke gisin(—QkQa) + cos(2kqa) | = My,
2k ko
M ki — k22 sin(2kga) = — M. (1.133)
12 4]{11]{52 7 sin 2a ) = 21- .
Fall: £ > V.
Hier sind k; und ks beide reell, und man erhilt (AUFGABE)
1 1 2mVa?
T = a= 0 (1.134)
B3 2 2ay/E/V—1) 2
( ik%g) sin?(2kga) +1 14 54(E/2V g/g/ 11)) g
Fall: E < V.
Hier wird kg = irg = i1/(2m/h2)(V — E) imaginir, und man erhiilt (AUFGABE)
1 1 2mVa?
T = = a= =L (1.135)
(k3+52)2 b111}12(2'%201) +1 1+ sinh? (2a4/1— E/V) h2

4k? k2 4(E/V)1-E/V)

AUFGABE: Skizziere den Transmissionskoeffizienten 7T'(F) als Funktion der Energie.
Fiir bestimmte Werte von E wird T'(F) = 1. Die Bedingung fiir diese Transmissions-
Resonanzen hat die Form
2,22

sin(2kqa) = 0 ~ 2koa = nr ~ E, = ;MTV + V. (1.136)
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Die Energien F, sind gerade die moglichen Energiewerte eines Teilchens der Masse m
in einem Kasten der Breite 2a mit unendlich hohen Wénden, dessen Energie-Nullpunkt
um V nach oben verschoben ist.

Fiir Energien £ < V wichst 1" mit der Energie E an. Insbesondere ist die WF
unterhalb der Barriere, d.h. im Intervall [—a,a], von Null verschieden: man hat also
eine endliche Wahrscheinlichkeit, das Teilchen unter der Barrier zu finden. Ein klassi-
sches Teilchen kann sich nirgends befinden, wo seine potentielle Energie grofler als seine
Gesamtenergie wiire.

1.7.6 Transfer-Matrix fiir beliebige Potentiale

Die Transfer-Matrix M verkniipft die Amplituden der Zustéinde (ebenen Wellen) links
und rechts des Streugebiets,

uy, ZMUR, uj, = < Zﬁ ), uRr = < Zf: >, (1.137)

vgl. Gl. (LII8), wobei wir jetzt uy statt u; sowie ug statt uy41 schreiben und kr =
kr, = k voraussetzen (SKIZZE), d.h. Potential V' = 0 aulerhalb des Streugebiets [x1, z].
Den Transmissionskoeffizienten T fiir Streuung von links nach rechts erhielten wir aus
der Streubedingung bp = 0 iiber

2
ar

ar,

a; = Myjap ~T = (1.138)

2_' 1
My

Wie ist es bei Streuung von rechts nach links, d.h. mit Streubedingung ar = 0, d.h.
einfallende WelNIen von rechts und keine einfallgnden Wellen von links? Der Transmissi-
onskoeflizient T und der Reflexionskoeflizient R sind in diesem Fall iiber

B by 2 B an 2
T=|= = |—= 1.139
. k= (1139)
zu definieren.
Die stationdre SG
h2
— o (@) + V(@)() = Be() (1.140)

habe Losungen v (z). Dann ist die konjugiert komplexe WF 1)*(z) ebenfalls Losung dieser
SG, denn E und V(x) sind reell. Konkret heifit das fiir unser stiickweise konstantes
Potential

(1, aje e o preikie —oco <z <1
Vo, aée_lk” + béemﬂ, T <z <xo
V- ate thsr 4 pxeikse ro<x<uw
V(x) = 35 w*(x) _ 3 3 > 2 S X3 ’
VN a}‘\,e*“”"“ + b}‘Ve““N“, N1 <z <N
L Vg a*NHe_ZkN“g” + b*NHe’kNHm, Ny <x <00

(1.141)
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d.h. alles ist wie vorher in Gl. (I.II]]), bloB mit vertauschten und konjugierten Koeffizi-
enten by — aj, a; — b] etc. Insbesondere gilt

(2)-(4)

mit derselben Transfer-Matrix M, denn die Bedingung an die Stetigkeit der WF und
ihrer Ableitung ist ja dieselbe. Wir schreiben das als

a; '\ _ ap _ (01
Jx(bz)—MJx(b*R>, O'x_(l 0>. (1.143)

Zusammen mit dem urspriinglichen

( Zﬁ ) = M( 2‘2 > (1.144)

fiihrt das auf

a; a;
oM B ) =Mo, | F (1.145)
Ok bR
oder
o.M* = Moy, (1.146)

was ausgeschrieben eine Bedingung fiir die Matrixelemente der Transfermatrix M liefert,
Mgy = My, My = M. (1.147)

Mit 0 = a} = Ma1b,; + Maza}, folgt fiir den Reflexionskoeffizienten R damit

- lar|® | Mn|® | My |
Rzﬁ :M_z; :M—i =R (1.148)
und wegen der aus der Kontinuitdtsgleichung divj = —p = 0 fiir stationére Zustédnde
erhaltenen Summenregel (AUFGABE 5 oben),
1=T+R=T+R (1.149)
folgt weiterhin
T=T. (1.150)

Die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten hangen also nicht davon ab, ob man von
links nach rechts streut oder umgekehrt! Das gilt fiir beliebige Formen des Potentials
V(z) und ist insbesondere fiir unsymmetrische Potentiale (z.B. dreieckiger ‘Keil® etc.)
ein iiberraschendes Ergebnis.

SchlieBlich folgern wir fiir die Determinante der Transfermatrix

L R_1-R_
= _

_ | M My,
My My,

det (M) = [Muf* = Myl = 7 - = = — =1. (1.151)

N
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V()

-L/2 -a/2 a/2 L/2

Fig. 1.1: Symmetric potential V(x) within a one-dimensional potential well.

1.7.7 *Zusatzmaterial: Doppelmuldenpotential

We consider a particle of mass m confined in a one—dimensional potential well with
infinitely high walls at © = +L/2. Within the well, i.e. within the interval [—a/2,a/2],
a < L, there is a symmetric potential V(z) = V(—xz) > 0, see Fig. [LT We wish to
determine the stationary bound states with energy E and the possible energy eigenvalues
FE for this potential. Because the potential is symmetric around the origin, the eigenstate
wave functions must have even or odd parity ¢4 (z) = £¢(—x). For |z| > a/2, the wave
function must be a superposition of plane waves that has to vanish at the boundaries
+L/2. Therefore, we can set

Asink(z + L/2) = a1e™ + bie™*  —L/2 <z < —a/2
Yy(x) = ¢+ (x) —a/2<zx<a/2 , (1.152)
+Asink(L/2 — ) = aze™™ + bze™ ™  a/2 <z < L/2

where A is a complex constant, k = \/(2m/h?)E and ¢4 (x) the wave function within
the potential region |z| < a/2. It is convenient to write the even (+) and odd (—) wave
functions within one line, using the definitions

Yi(r) = Pp(x) + é+(z) £ (),
wL(x) — {ASIH]C(CCJ‘L/Q): —L/Q <el‘§e< —CL/2

Asink(L/2 —x)= a/2 <z <L/2

Yr(x) = { 0 (1.153)

else

Here, 91 (z) is localized only in the left part x < —a/2 and ¥r(z) is localized only in
the right part « > a/2 of the well.

We now use our transfer matrix formalism to obtain the equation that determines
the possible energy values E: The solution on the left of the potential V' (z) is connected
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to the solution on the right

ar \ _ [ Mun Mg as \ etkL/2 _( My My TeikL/2
bl B My Moo b3 —G_ikL/2 N My Moo :I:eikL/2 ’

which yields two linear equations
¢RLI2 — 0 e L2 4 Ny etR
—e WE2 = Ny e L2 £ Mype'RL/2, (1.154)
Here, the upper sign always holds for the even solution ¢ (x) while the lower sign holds
for the odd solution ¢_ (). In fact, for a symmetric potential V(x) = V(—x), M3, = M
and Mo = Mo such that the second of the above equations is just the conjugate complex

of the first. The condition that determines the possible wave vectors k£ and therewith the
energies E = h%k?/2m is

+1 = —My(k)e L + My (k), (1.155)

where we explicitly indicated the k—dependence of the transfer matrix elements.

1.7.7.1 Case of no potential V(z) =0

In this case,

My Mo\ (10 kL [ m3m5bm,...  (+)even
( My Mas > - ( > w A== kD= o un 6 (=)odd 1Y)

1.7.7.2 Tunnel barrier potential within well

For a rectangular tunnel barrier of width a and height V, that is V(z) = V8(a/2 — |z|),
we have calculated the transfer matrix M before (note that now the width is a and not
2a, sin(ix) = isinh(x), and cos(iz) = cosh(z):

My = ¢k {cosh(/ia) + 2% sinh(/ia,)]
My = z%r sinh(ka)
k
ey =+ k=\/2m/R)E, k=+2m/RA)V —E). (1157)

koK
From this and Eq. (LI55), we obtain
+1 = —¢klasl) [cosh(fm) + z% sinh(ma)] + z%r sinh(ka) (1.158)

We multiply this equation by e~#(@=L)/2 and take the real part to obtain two equations
for the even and the odd case. We can check that taking the imaginary part leads to the

same result. Using

sinh z coshz +1
th(x/2) = = 1.1
coth(z/2) coshz — 1 sinhz (1.159)




1. Einleitung 29

we obtain
K a—L Ka .
1 = z tan <k: 5 ) tanh (7) , even '+
Ly th(@> dd -’ (1.160)
= 7 a 5 co 5 ), odd ™. .

Case V' — oo: In this case, kK — oo and

_ L I —
0 = tan(ka2 )wk 2a:n7r, n=1,23,.., (1.161)

where (L — a)/2 is the length of the two infinite potential wells that are completely
separated by the infinitely high barrier. The wave functions in the two wells and the
energies are just the ones that we have calculated for an infinite potential well.

Case V < oo large, L = 2a: We wish to see how the energies and wave functions change
if we lower the central barrier from its infinite value to finite V. We already expect that
due to the tunnel effect, the left and the right well, which for V' — oo were completely
separated from each other, must become coupled now. We already know the limiting
cases

k‘g = nm, n=123,., V-0
k2a = nm, n=12,3,..., V=0
k=7 0<V<oo. (1.162)

Introducing dimensionless variables

x=ka/2, «a:=+/ma?V/2h?, (1.163)
the transcendent equations (LI60]) become

2 2

—1 = Y "% tan z[tanh(v/ a2 — 22)]%L (1.164)

X

We expand this for large « > 1 around the lowest energy solution for the case V — oo,
that is around z; = 7 by setting x = x1 + vy, y < 1. This yields

-1 = x1(f|— , tan(z; + y)[tanh(a)] ! ~ %y[tanh(a)]i
-z (1 - é[tanh(a)]qﬂ) . (1.165)

The corresponding wave vectors for the lowest energy solution therefore are

ke~ Q_W(l #) km2—ﬂ<1—M>. (1.166)

a  atanh(w) a «
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Since tanh o < 1, we recognize ki < k_. Compared with the case V — oo where the
lowest k was k = 27/a, we now have a splitting into two different k’s. The lowest
symmetric (even) wave function has an energy Ey = h?k? /2m that is lower than the
energy E_ = h%k% /2m of the lowest odd wave function. This level splitting is an
important general feature appearing when two regions in space become coupled by the
tunnel effect.

For very large V', the wave functions that belong to k1 below the barrier must be very
small: we see that as o — oo, ¥y (x = +a/2) — 0 whence by continuity also the central
part of the wave function ¢4 (z) must become very small. Then, we can approximate the
wave functions for the two lowest energies F1 as

Yi(x) = yYp(z) £ Yr(z), (1.167)

where in the definition of the left and right part wave functions ¢7,/r(z) we have to use
k4 for the even and k_ for the odd solution. In fact, for large V, Eq. (I.16G) tells us
that the ki are very close to the wave vector k = 27 /a of the infinite-barrier limit, cf.
Eq. (LI62), and therefore the 1 r(x) are very close to the lowest sin-wave functions
of the left and right well.

1.8 Ort und Impuls in der Quantenmechanik

Ort und Impuls sind in der klassischen Mechanik die zentralen Variablen bei der Be-
schreibung im Phasenraum. Entsprechend wird man untersuchen, was aus ihnen in der
QM wird. Mathematisch gesehen sind ungliicklicherweise Ort und Impuls, insbesondere
auf unbeschréinkten Gebieten, etwas diffizile Groflen. Fiir die Entwicklung der QM sind
sie jedoch unverzichtbar, und wir werden deshalb zunéchst etwas heuristisch vorgehen.

1.8.1 Korrespondenzprinzip

Wir hatten das Betragsquadrat der WF |¥(x,#)|? fiir ein Teilchen im Potential V(z) als
W-dichte interpretiert. Das Ergebnis einer einzelnen Messung des Ortes x kann nur mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit vorausgesagt werden. Bei hdufiger Wiederholung der
Messung unter identischen Bedingungen hat man dann einen Mittelwert (Erwartungs-
wert) des Ortes zur Zeit ¢,

(x)y = /d:c|\IJ(ac,t)|2:c. (1.168)

Hier haben wir wiederum der Einfachheit halber eine eindimensionale Situation ange-
nommen, in d Dimensionen hat man analog

(x) = /ddac|\ll(x,t)|2x. (1.169)

Der Erwartungswert ist nun ein d-dimensionaler Vektor als Funktion der Zeit ¢, wie
durch die Notation (...); gekennzeichnet wird.
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Als néchstes mochten wir den Erwartungswert des Impulses p des Teilchens berech-
nen. Da wir in bis jetzt nur die WF und die entsprechende W-Dichte |¥(z,)|? vorliegen
haben, postulieren wir fiir den Erwartungswert von p (wieder in d = 1) das, was wir aus
der klasssischen Mechanik erwarten,

(p)r =m—(2):. (1.170)

Wir schreiben
W = ma)=m [deg Ve 0P =—m [ dal izt

= [p.1]= m/dmj(x,t) = [Definition j]

= ol 00,9 0 8) — (00,9 (2.8 = [p. 1
_ _% U (2, )0, U (x, 1) + 0y U (2, £)U* (x, 1)]

- /dx[\Il*(x,t)hT(?z\I/(x,t)], (1.171)

wobei p. L. fiir partielle Integration steht. Durch Vergleich erhalten wir

(x)y = /dx\IJ*(x,t)x\IJ(x,t), (p)r = /d:clll*(x,t)hT@\Il(x,t) (1.172)

und stellen fest, dass der Ort = mit der (etwas trivialen) Operation ‘Multiplikation
mit &’ korrespondiert. Weiterhin korrespondiert der Impuls mit der ganz und gar nicht
trivialen, da unerwarteten Operation —ihd,. Wiederum kann alles auf d Dimensionen
verallgemeinert werden, wenn man z — x und 9, — (01,09,...,04) = V (Gradient
oder Nabla—Operator) setzt. Wir erkennen also: in der QM werden Ort und Impuls zu
Operatoren. Wir formulieren das als unser zweites Axiom:

Axiom 2: Der Ort x entspricht in der Quantenmechanik dem Operator ‘Multiplikation
mit x’, und der Impuls p entspricht dem Differential-Operator —ihV, angewendet auf

die Wellenfunktion wie in ((LI72)),(LI84),(I84), d.h.

X—X, p— EV. (1.173)
1

Man bezeichnet diese Vorschrift auch als Korrespondenzprinzip.

Bemerkungen:
1. Das Korrespondenzprinzip ist ein wichtiges Mittel, um eine klassische Theorie zu
quantisieren. Allerdings erkennen wir bereits Probleme: wir sind hierbei auf kartesische
Koordinaten angewiesen. Schon bei den verallgemeinerten Orts- und Impulskoordinaten



1. Einleitung 32

der klassischen Hamilton-Theorie (kanonische Trafos) ist nicht ohne Weiteres klar, wie
man vorgeht.
2. Eine alternative Quantisierungsvorschrift, die nur die Lagrange- und nicht die Hamilton-
Funktion benutzt, ist das Feynmansche Pfadintegral, das auflerdem eine enge Ver-
bindung zu den Extremalprinzipien der klassischen Mechanik hat.
3. Es gibt daneben noch andere, z.T. auch relativ abstrakte Quantisierungsverfahren,
die auf algebraischen Methoden beruhen, auf die wir hier aber nicht eingehen.

Es soll aber betont werden, daf alle diese Verfahren letztendlich keine ‘Herleitung
der Quantenmechanik’ aus irgendwelchen physikalisch tieferen Prinzipien bringen.

1.8.2 Wellenfunktion im Impuls- und Ortsraum

Die Normierung einer WF ¥(z) im Ortsraum kénnen wir mittels Fouriertransformation
auf den Impulsraum iibertragen. Wir setzen der Ubersichlichkeit halber i = 1, so da8 die
de-Broglie-Beziehung einfach p = k wird und wir nicht zwischen Impuls und Wellenvektor
zu unterscheiden brauchen. Spéater kénnen wir dann durch Dimensionsanalyse in allen
Gleichungen das & wieder installieren. Es ist

/ U () U(z) — / / U T /
= / ap / dpT* (p

= 3 / dpU*(p)¥(p), Parsevalsche Gleichung , (1.174)
T

1S

b

\_/[\3

p)2md(p —p')

wobei wir einfach die Fourierdarstellung eingesetzt und

/d:ceip/zeipx =2n85(p — p') (1.175)
ausgenutzt haben. Es gilt also fiir die Normierung
/dx\I!*(x)\I!(x) = 2‘; dp*(p)¥(p) =1, (1.176)
d.h. wir haben folgende Interpretation:
|¥(x)[?, Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum (1.177)
iﬂ\ﬁl(p)lz, Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum . (1.178)

Um Erwartungswerte von Funktionen F'(x) des Ortes oder von Funktionen G(p) des
Impulses zu berechnen, kénnen wir also die iibliche Definition Gl. (IL40)) mit den ent-
sprechenden W-dichten verwenden, d.h.

(F(z)) = /dm\\I!(x)\QF(x) (1.179)
W) = [ FIEPCE). (1.180)
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Wir testen die zweite dieser Beziehungen gleich fiir G(p) = p,
dp = 2 dp I * (o DT’ —ipx
(p) = —|U(p)*p= [ — [ d"¥*(x")e* p | dx¥(z)e P*.  (1.181)
27 27
Hier schreiben wir
p/dm\I/(x)eipz = /dm@(x)(i@x)eim = [p.I.]/dmeim(—i@m)\D(m) (1.182)
und erhalten
0y
p) = / iU (o) / do(—i0,)U(2)0(x — 2) = / AW (@) w(z). (1.183)

Bis auf das h, das wir ja gleich eins gesetzt hatten, stimmt das mit unserem alten Ergebnis
Gl. (LI72) tberein und bestérkt uns deshalb, das die Interpretation von g—£|\il(p)|2 als
W-Dichte im Impulsraum konsistent ist.

Eine &hnliche Rechnung fiihrt nun auf

ho.

(p™)e = /dac\IJ*(x,t) [Tm]nlll(:c,t), n=1,23. (1.184)

Fiir Taylor-entwickelbare Funktionen G(p) konnen wir das gliedweise anwenden und
haben

7

(G = /dx\Il*(x,t)G (ﬂ) U(z,t). (1.185)

Hierbei wird die Taylor-Reihe der Funktion G(p) in jedem Term durch Potenzen des
Differentialoperators h‘?’“ , der auf die nachfolgende Wellenfunktion ¥ (x,t) wirkt, ersetzt.

Wiederum kann alles auf d Dimensionen verallgemeinert werden, wenn man z — x
und 9, — (01,04, ...,0;5) = V (Gradient oder Nabla—Operator) setzt. Wir erkennen also:

in der QM werden Ort und Impuls zu Operatoren. Wir fassen zusammen:

Erwartungswerte von Funktionen F'(x) des Ortes oder von Funktionen G(p) des Impulses
fiir ein quantenmechanisches System mit Wellenfunktion ¥(x,t) sind gegeben durch

(F(x)) = / Bl (x, t)F (%) T (x, t)

(G(p)): = /d?’w*(x,t)a(p)q/(x,t), pzh—,. (1.186)

7

Merkregel: bei der Bildung von Erwartungswerten von Funktionen werden in diesen
Ort und Impuls durch die entsprechenden Operatoren ersetzt, anschliessend die Funktio-
nen zwischen ¥* und ¥ ‘ge-sandwiched’ und dann iiber den Ort integriert. Wir werden
spéter in der Formalisierung der QM die Ausdriicke Gl. (I.I86) in natiirlicher Weise als
Matrixelemente von Operatoren identifizieren.
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1.8.3 Beispiel: Wellenpaket

Wir betrachten das Wellenpaket

1 2
U(x) = exp (——) (1.187)
und berechnen

(x) = /00 dx ™ (x, )z (z,t) =0, (p)= /00 dx\IJ*(m,t)hT?x\Il(:c,t) =0. (1.188)

—0o0 —00

Weiterhin gilt (AUFGABE)

h? a?
2y 2y _ 4~
W) = o =% (1.189)
Damit ergibt sich fiir die Varianzen
h? a?
AP = (R — )P =P = 5y A=) - @ =(h =S (1190)
deren Produkt gerade
h2
Ax? - Ap? = T (1.191)

ergibt. Dieses Wellenpaket erfiillt also die Heisenbergsche Unschérferelation
2

Az? . Ap? > hz. (1.192)

gerade mit dem Gleichheitszeichen. Wir werden weiter unten Heisenbergsche Unschérferelationen
fiir beliebige Paare von Operatoren (und nicht nur x und p) entwickeln.

1.8.4 Der Kommutator [z, p]

Das Korrespondenzprinzip wird auch auf weiter abgeleitete Groflen ausgedehnt: Insbe-
sondere ist das die Gesamtenergie, die in der klassischen Mechanik fiir ein konservatives
System durch die Hamilton-Funktion

2
H(p,x) = ;)—m +V(x) (1.193)

gegeben ist. Das Korrespondenzprinzip besagt dann, dafl die Hamilton-Funktion durch
den Hamilton-Operator (Hamiltonian) H ersetzt werden mu$,

H=-—=4+V(%). (1.194)
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Hierbei ist in d Dimensionen der Laplace-Operator A = V-V = 97 +...8§ in kartesischen
Koordinaten, auf die wir uns hier zunéchst stets beschrinken. Der ‘Hut’ steht dabei fiir
Operatoren, wird aber oft weggelassen.

Mit Hilfe des Hamilton-Operators 148t sich die Schrédinger-Gleichung in folgender
Form schreiben:

ih%lll(x, t) = HU(x,1). (1.195)

Das ist die allgemeinste Form der Schrodinger-Gleichung in der QM.

Probleme beim Ubergang von der klassischen Hamiltonfunktion zum quantenmecha-
nischen Hamilton-Operator treten nun auf, wenn man Produkte von Orts- und Impuls-
variablen vorliegen hat, d.h. Terme wie xp, 2%p? oder Ahnliches.

Ort z und Impuls p werden in der QM nach Axiom 2 zu Operatoren. Angewendet
auf eine beliebige Wellenfunktion ¥ erhélt man fiir das Operator-Produkt zp, d.h. die
Hintereinanderschaltung der Operatoren, den Ausdruck

p¥(z) = ?m%\ll(x) = ?x\ll’(x)
pr¥(x) = ?%x\ll(x) = ? (V(z) + 29/ (z)) (1.196)

Das Ergebnis héingt also von der Reihenfolge von & und p ab: beide Operatoren kommu-
tieren nicht (vertauschen nicht). Das ist eine Eigenschaft, die man z.B. aus der linearen
Algebra von Matrizen kennt. Es gilt

(zp — p2)¥(x) = ih¥Y(x) (1.197)
Durch Vergleich beider Seiten erhélt man die kanonischen Vertauschungs-Relationen

[#,p] = 4p—p2 = ih. (1.198)

Hierbei ist der Kommutator zweier Operatoren A und B allgemein definiert als
[fl, B] = AB — BA, Kommutator . (1.199)

Verallgemeinert auf drei Dimensionen mit den Komponenten Zj von X und p; von P,
k =1,2,3, hat man

[Tr, 1] = ihop, [Zg, 2] = [Pr, 1] =0 (1.200)

wobei dg; das Kronecker-Symbol ist.



2. GRUNDZUGE DER QUANTENMECHANIK

2.1 Einfithrung in Hilbertraume

2.1.1 Teilchen im Kastenpotential, Dirac-Notation(I)

Wir beginnen mit dem Beispiel der eindimensionalen SG auf dem endlichen Intervall[zy, zo] =
[0, L], L > 0. Ein Teilchen der Masse m sei in diesem Intervall eingesperrt (am Rand seien
unendlich hohe Potential‘winde’). Die stationdre SG habe also ein Potential der Form

oo, —oco<x<0
Viz) = 0, O<x< L (2.1)
© L<r<o

Das Teilchen ist in [0, L] eingesperrt und kann nicht nach auBlen. Auflerhalb ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit Null und damit

0, —oco<x <0
P(z) =< ae®® 4 be 0 <ax <L (2.2)
0, L<zr<oo

1. Wir verlangen das Verschwinden der WF bei = 0 und « = L, so dafl man Stetigkeit
hat. Es folgt

P0) = 0~ 0=a+b~ ¢(x)=csin(kzr), 0<x <L, c=const.
P(L) = 0~ sin(kL) =0. (2.3)

Die erste Bedingung besagt, dafl die WF eine Sinus-Funktion sein mufl. Die zweite Be-
dingung ist interessanter: sie stellt eine Bedingung an die moéglichen Werte k,, des Wel-
lenvektors k, namlich

kL:mr«A»kEkn:%, n=1,2,3,.. (2.4)
Die zweite Randbedingung bei x = L schrinkt die méglichen Werte der Energie E ein,

denn k = \/(2m/h?) (E — V) = \/(2m/h?)E. Deshalb kann die Energie nur die Werte

K2 n?R2r
 2m 2mL?’

E, n=1,23,.. (2.5)

annehmen. Wir begegnen hier also einem Beispiel einer Quantisierung der Energie. Der
Grund fiir diese Quantiserung ist offensichtich: Die WF mufl in den Potential-Kasten
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hineinpassen, genauso wie es z.B. bei klassischen akustischen Wellen in Resonatoren der
Fall ist, wo nur bestmmte Wellenldgen zugelassen sind. Die erlaubten Wellenvektoren
k, sind dann mit der Energie tiber die de-Broglie-Beziehung p = hk ~~ p, = hk,
verkniipft, und diese Energie ist schlichtweg die kinetische Energie E = p?/2m des
Teilchens innerhalb des Kastens, wo das Potential ja Null ist, so daf§ automatisch (2.3])
folgt.

2. Es gibt offensichtlich nur diskrete Eigenwerte der Energie, man spricht von einem
diskreten Energiespektrum. Im Gegensatz hierzu kénnen z.B. die ebenen Wellen
et eines freien, nicht durch ein Potential eingeschrinkten Teilchens beliebige Wel-
lenvektoren k& haben und damit auch beliebige, kontinuierliche Werte der (positiven)
Energie E = h%k?/2m. In einem solchen Fall spricht man von einem kontinuierlichen
Spektrum.

3. Um das Betragsquadrat der WF v, (z) = csin(k,x) als W-dichte interpretieren zu
kénnen, mufl gelten

L L
— 2 _ 2 2
1 = /0 dz |, (x)] —/0 dzx|c|” sin“(nmx /L)

1 [k L
= —/ dz|c|*[1 — cos(n2rz/L)] = 'L
2 /o 2

lc]? = % ~C= \/%eid’ ~ iy (z) = \/%sin(mrsc/L)ew, (2.6)

wobei ¢ € R ein reeller Phasenfaktor ist. Diese Normierungs-Bedingung bestimmt
die WF 9, (z) eindeutig bis auf einen Phasenfaktor: falls ¥ eine normierte Losung der
stationéiren SG ist, so ist We'® ebenfalls eine Losung. Man hat also Aquivalenzklassen
von Ldsungen.

Definition Eine Losung ¢, (x) einer stationéren Schrodingergleichung

wird als Eigenzustand (stationdrer Zustand) zum Eigenwert F,, bezeichnet.

Wir haben hier bereits das Argument x in der Wellenfunktion v, (x) weggelassen, da
wir uns im Folgenden nicht so sehr mit der speziellen Form von %, sondern mit seiner
Eigenschaft als Element eines Funktionenraumes (Vektorraum der Wellenfunktionen,

Hilbertraum) beschiftigen mochten. Um das zu unterstreichen, fithrt man in der QM
die Dirac-Notation ein.

Definition Dirac-Notation (I)
Stationdre Zusténde einer stationéren Schrodingergleichung werden abstrakt als Di-
rac Kets |n) notiert. Man schreibt

H|n) = E,|n). (2.8)
Die zugehorigen Wellenfunktionen 4, (z) schreibt man dann im Ortsraum als

Yn(x) = (x|n). (2.9)
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Fiir das Kastenpotential lauten diese also explizit

(x|n) = Yp(z) = \/%sin (n_zx) , (2.10)

wobei wir den Phasenfaktor gleich Eins gesetzt haben. Die Dirac-Notation ist am An-
fang gewohnungsbediirftigt, sie ist aber aulerordentlich flexibel und niitzlich und sollte
deshalb gleich von Anfang an eingeiibt werden.

AUFGABE: Bestimme die Wellenfunktionen 1, (z) der stationdren Zusténde eines
Kastenpotentials in d = 1 rdumlicher Dimension mit endlicher Tiefe. Es sollen nur
die Wellenfunktionen bestimmt werden, fiir die 1, (+o00) = 0 gilt, d.h. die gebundenen
Zustdnde.

2.1.2 Wiederholung: Fourier-Analyse

Das obige Beispiel erinnert uns bereits stark an die uns bereits bekannten Fourier-Reihen.
Insbesondere sind die stationdren Zustdnde Gl. (ZI0) genau die Basisfunktionen bei der
halbintervalligen Fourierreihen-Entwicklung einer Funktion ¢ (x) auf dem Intervall (0, L)
(SKRIPT MMP),

Y(x) = ngl by, sin (n%x) , halbintervallige Sinus-Reihe (2.11)
9 L
b, = E/o dxi(zx) sin (%x) (2.12)

Wir schieben deshalb zur Wiederholung den entsprechenden Teil aus MMP ein. LITE-
RATUR: Forster, Analysis 1. Als Visualisierung weiterhin web-animationen: z.B. wiki-
pedia ‘Fourier series’; http://www.falstad.com/fourier/ (05/2008). Zunéchst betrachten
wir allgemeiner Fourierreihen.

Definition Fourier-Reihen einer Funktion ¢ (z) auf dem Intervall [—L, L] sind definiert
als unendliche Reihe der Form

P(z) = % + i (an cos (n—;x> + by, sin (%x)) . (2.13)

mit reellen Koeffizienten a,,, b,. Man bezeichnet diese Darstellung von (x) auch als
Entwicklung nach stehenden Wellen. Die so definierte Funktion ist periodisch, ¢ (z) =
(x4 2L).

Allgemeiner definiert man die komplexe Fourier-Reihen einer periodischen Funktion
Y(z) = (x + 2L) auf dem Intervall [-L, L] als

[e.9]

Plx) = D T (2.14)

n=—oo

mit komplexen Koeflizienten c,,.


http://www.falstad.com/fourier/
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Man bezeichnet diese Darstellung von ¢ (z) dann als Entwicklung nach ebenen (laufen-
den) Wellen.
Die Fourier- Koeffizienten dieser Entwicklung bestimmt man durch Integration,

1 [F L[t

a, = Z/_ dxi(x) cos (n%x), bn = z/_L dzip(z) sin (%Tx) (2.15)
1 [F .

¢ = 57 . dxip(z)e "L *. (2.16)

Das folgt, indem man die Reihen jeweils mit cos (”—L”x), sin (%x) bzw. e T % multipli-

ziert und integriert unter Benutzung von (NACHRECHNEN!)

1 /L dzx cos (Tx> cos (mx) = Onm (2.17)

LJ_ L L
1/L nmw mm
— dmsin(—m)sin(—x) = 4 (2.18)
L), L L o
1/L nmw mr
— dz cos (—m)sin(—x) =0 (2.19)
LJ_, L L
1 L . (n—m)m
E dre' T T = 5nm (220)
L

Bei halbintervalligen Fourier-Reihen (Sinus und Cosinus) ist die Funktion ¢ (x) hier
auf dem Intervall (0, L) definiert (im Gegensatz zu (—L, L)), und zwar mittels

P(z) = an sin (%x), halbintervallige Sinus-Reihe (2.21)
n=1
9 L
b, = f/o dzi)(x) sin (n%x) (2.22)
P(x) = Zan cos (%x), halbintervallige Cosinus-Reihe (2.23)
n=0
9 L
a, = z/o dzi(x) cos (nL—ﬂx) (2.24)

Den Fall ¢(z) = Y_7° | by sin (% z) ist fiir das Problem des Teilchens im Kasten relevant:
hier wird eine beliebige Wellenfunktion v nach stationdren Eigenzustdnden Zustdnden
Fourier-entwickelt. In Dirac-Schreibweise liest sich das

) = baln), (2.25)
n=1

wobei hier auch die WF 1 (x) als Vektor aufgefafit wird. Das bringt uns zum
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2.1.3 Vektorraum der Periodischen Funktionen

Periodische, komplexwertige Funktion ¢ mit ¢ (z) = ¢)(x+2L) auf dem Intervall [-L, L]
bilden einen Vektorraum H (Hilbertraum, wird spéter in der Quantenmechanik sehr
wichtig)). Eine Basis dieses Vektorraum sind die Funktionen

en:R—C, ep(z)=eT% n=04+1,42,.. (2.26)

Da es unendlich viele n gibt, ist diese Basis und damit der Vektorraum unendlichdimen-
sional. Analogie zu gewthnlichen Vektoren y im C%:

e Vektoren y im C¢

d
y = chen, Basisdarstellung (2.27)
n=1
d
Cn = (en,y)EZ(en)fyi, Skalarprodukt (2.28)
i=1
d
(en,em) = Zéméimzénm, Orthonormalbasis . (2.29)
i=1

e Vektoren (Funktionen) ¢ in H: Funktionen ¢ (nicht ihre Funktionswerte) wer-
den als abstrakte Objekte, d.h. Vektoren ausgefasst. Die Fourier-Koeffizienten ¢,
entsprechen den Komponenten des Vektors in einer Orthonormalbasis.

Y = Z Cnen, Basisdarstellung (2.30)
- o
e = (en,¥) = E/ dxe) (z)y(x), Skalarprodukt (2.31)
-L
(én,em) = Opm, Orthonormalbasis . (2.32)

In der Dirac-Schreibweise der QM schreibt man die Basisdarstellung als

[e.9]

lv) = Z cnln), Basisdarstellung (2.33)

- o
Cn = <n|@b>zﬁ/ dzey (x)y(x), Skalarprodukt (2.34)

~L
(n|m) = dpm, Orthonormalbasis . (2.35)

Endliche Fourierreihen
N . 1 L .

Yn:R—C, yn(z)= Z LT ey = 5L/, daip(z)e " L® (2.36)
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konvergieren im Allgemeinen nicht punktweise (fiir jedes x) gegen die Funktion (),
sondern nur im quadratischen Mittel:

Jm [y =] =0, (2.37)

wobei der Abstand (Norm) zwischen ¢ und 9y durch das Skalarprodukt gegeben ist,

L
o= inlP= @b v - = 5; [ delvle) —un@P. @39)

Beispiel: Gibbsches Phénomen (web-animation) an Sprungstellen.
AUFGABEN:
1. Man beweise die Parsevalsche Gleichung (Vollstéindigkeisrelation) fiir die kom-
plexen Fourier-Reihen periodischer, integrierbarer Funktionen ¢ auf [—L, L],
2 _ 2
> leal =57 [ defite) (239

n=—oo

2. Wir betrachten den quantenmechanischen Zustand |®) eines Teilchens im Kastenpo-
tental der Breite L. Der Zustand sei durch die WF

(x|®) = ®(z) = Nz(L — x) (2.40)

gegeben. Bestimme die Konstante IV so, dafl der Zustand normiert ist.
3. Beweise die Formel

7T3 _ (_1)n
32 nzo (2n +1)3 (241)

Hinweis: Entwickle hierzu den Zustand |®) aus Aufgabe 2 nach den stationéiren Zustéinden
|ny, Gl (ZI0).
2.1.4 Linearitit und Zeitentwicklung in der QM (I)

Wir beschiéftigen uns mit dem Zusammenhang zwischen der stationdren SG und der
vollen zeitabhéngigen SG und behalten als Beispiel das Teilchen im Kastenpotential mit
den stationdren Zustinden |n) mit WF ¢, (z) im Auge, die Losungen der stationéren
SG sind,

Hpp(2) = Epion (). (2.42)
Wir betrachten nun die zeitabhéngige SG

. 0Y(z,t)

ih— = HU(z,t), U(z,0) = Ty(z) (2.43)

als Anfangswertproblem, d.h. mit vorgegebener Anfangsbedingung (AB) Wy(z).
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2.1.4.1 Stationare Zustande

Falls Wo(z) = ¢, (x), d.h. die AB einer der stationéren Zustéinde v, (z) ist, gilt

Wo(2) = thp(x) ~ U(x,t) = e Ent/hy (), (2.44)
denn
—iBnt/h A A N
Zhae ;t wn(fﬂ) _ C_ZEnt/hEnT,Z)n(x) — G_ZEnt/hHT)Z)n(CC)
= He "Ent/hy (1), (2.45)

Im letzten Schritt haben wir benutzt, daff der Hamiltonian H nicht auf den Faktor
et Ent/M wirkt, der ja nur von der Zeit ¢ und nicht vom Ort z abhéingt. Wir haben damit

Satz 3. Die Zeitentwicklung eines stationdren Zustandes |n) ist ‘trivial’ durch Multipli-
kation mit dem Phasenfaktor e “Ert/" gegeben, wobei E, der Eigenwert der Energie in
H|n) = E,|n) ist:

(¢ =0)) = |n) ~~ (1)) = e F/Pn) (2.46)

Hierbei haben wir in Gl. (2:46]) die Gl. (2:44) in Dirac-Schreibweise notiert. Der Pha-
senfaktor e~*Ent/M igt hierbei insofern trivial, als daf er nicht aus der Aquivalenzklasse
des Zustands |n) herausfiihrt. Insbesondere gilt hier

U(x,t) = e_iE”t/hwn(x) :e_iE”t/h\Il(x,O)
w Uz, )P = [W(z,0), (2.47)

d.h. die W-dichte héngt nicht von der Zeit ab, d.h. ist stationdr.

2.1.4.2 Beliebige Zusténde

Das dndert sich, wenn wir als AB keinen stationiren, sondern einen beliebigen An-
fangszustand |¥(¢t = 0)) vorliegen haben, dessen Wellenfunktion ¥(z,0) wir ja in eine
Fourierreihe nach den stationiren Zustdnden |n) entwickeln kénnen. Allgemein lautet
solch eine Fourierreihe

U (t=0)) = ch\m — U(z,0) = chwn(x), Wellenpaket (2.48)

mit komplexen Koeffizienten ¢,. Dieser Anfangszustand ist also eine Linearkombinati-
on (Superposition) von stationéren Zusténden. Dieser Fall ist fiir die Zeitentwicklung
wesentlich interessanter:

Satz 4. Die Zeitentwicklung einer Superposition von stationdren Zustinden ergibt sich
aus der Superposition der einzelnen zeitentwickelten stationdren Zustdinde,

Uz, t=0) = cathn(a) ~ U(z,t) = > cpe Fri/p, (z) (2.49)

n n
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oder in Dirac-Notation

Wt =0) =3 caln) ~ [E() = 3 e B/ ). (2.50)

n n

Dieses folgt aus der Linearitdt der SG, die fiir die QM iiberhaupt von zentraler
Wichtigkeit ist. Wir setzen also wieder in die zeitabhéngige SG ein,
oV (z,t)

: _ —iBEnt/h _ —iBnt/h
th = ;cne / E,n(z) = ;cne / Hy ()

- H <che_iE”t/hwn(x)> = HU(z,1), (2.51)

d.h. U(z,t) erfiillt in der Tat die zeitabhéingige SG. Entscheidend ausgenutzt haben wir
hierbei, das der Hamiltonoperator H ein linearer Operator ist. Wir erinnern uns,
dafl in der bisher betrachteten Einteilchen-QM in d Dimensionen H explizit durch einen
Operator der Form

H= 5 TV (2.52)

gegeben ist, wobei A der Laplace-Operator (ein linearer Differentialoperator) und V' (x)
der Operator ‘Multiplikation mit der Funktion V'(x) ’ ist. Bei Anwendungen auf Linear-
kombinationen gilt also

H (10 (2,t) + coaUs(x, 1)) = et HU (2, t) + co HUo (2, 1) (2.53)

und entsprechende fiir beliebige Linearkombinationen.
AUFGABEN
1. Betrachte das Kastenpotential der Breite L und die Zeitentwicklung des Anfangzu-
stands W (z,t = 0) = c191(z) + c3wb3(x). Skizziere die W-dichte |¥(x,t)|? fiir ¢; = cs.
2. ZEITENTWICKLUNG

2.2 Der Hilbertraum

Jetzt ist es an der Zeit, die bisher benutzten mathematischen Konzepte (Hilbertraum,
lineare Operatoren) in etwas geschlossenerer Form darzustellen.
2.2.1 Vektorrdume

Wir wiederholen:

Definition (komplexer Vektorraum) Eine Menge V' von Elementen heifit komplexer
Vektorraum (komplexer linearer Raum), wenn gilt: 1. Mit x € V, y € V ist auch die
Summe z +y € V und V ist beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe, es existiert
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ein Nullelement 0o € V it 0o + x = « fiir alle x € V, und zu jedem x € V existiert ein
—x € V mit x4+ (—z) = o.

2. Mit z € V und einer komplexen Zahl oo € C ist auch az € V und es gilt mit z,y € V
und «, f € C

alz+y) = ar+ay, (a+pf)r=ar+ Pz (2.54)

(af)z = o) (2.55)

lz = = (2.56)

Fiir die Definition ‘Basis’ und lineare Unabhéngigkeit, vgl. Lineare Algebra (1. Semester)

Beispiele:
e V = (C", der iibliche n-dimensionale komplexe Vektorraum mit Basisvektoren e,
ey €.

e Der Vektorraum der Polynome in einer Variablen x mit komplexen Koeffizienten
vom Grad n, p(x) = ¢o+c12+...cp,x". Beachte: hierbei wird nichts iiber die Natur
von x ausgesagt.

e Der Vektorraum C/([a, b]) der komplexwertigen, auf dem reellen Intervall [a,b] de-
finierten stetigen Funktionen f : [a,b] — C, z — f(x).
2.2.2 Normierte Raume, Banach-Riume

Definition (Norm) Eine Norm eines komplexen Vektorraums V' ist eine Abbildung
V =Ry, ¥ — [[¢] so daB fiir ¢, ¢ € V gilt

¥l = 0, flY=0ed=0 (2.57)
el = lelllvll, ceC (2.58)
v+ ol < |||l +]¢ll, Dreiecksungleichung . (2.59)

Ein Vektorraum mit Norm heift normierter Raum.

In einem Vektorraum kann es mehrere verschiedene Normen geben.
Beispiele:

e VV = C", der iibliche n-dimensionale komplexe Vektorraum mit Vektoren x =
r1€e1 + ... + T,e,. Beispiele fiir Normen sind

x| = [xl2= \/]xl\Q + ...+ |zn?, 2-Norm (2.60)
1
x|l =[xl = (lz1|? + ... + |zn|P)?, p-Norm (2.61)

Fiir reelle Vektoren entspricht die 2-Norm der iiblichen Lénge eines Vektors.
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e Der Vektorraum C/([a,b]) der komplexwertigen, auf dem reellen Intervall [a,b] de-
finierten stetigen Funktionen v : [a,b] — C, x — f(x). Beispiele fiir Normen sind

ol = \WHmaXEmaxxe[mbW(x), Maximums-Norm (2.62)
b

ol = vl = /dx]w(x)\Q, ‘Quadrat-Norm’ (2.63)

(2.64)

Als Nichstes bendtigen wir den Begriff der Konvergenz von Funktionsfolgen. Wir
mochten ja, wie wir es bereits von den Fourierreihen her kennen, z.B. eine gegebene
(Wellen)-Funktion ¢(z) durch eine unendliche Linearkombination von Basisfunktionen,
wie z.B. die ¢, (x) des Kastenpotentials, darstellen.

Definition (Cauchy-Folge) Eine Folge v, n = 1,2, 3, ... von Vektoren eines normierten
Vektorraums V' heifit Cauchy-Folge, falls es fiir alle € > 0 eine ganze Zahl N (&) gibt, so
daf fiir alle n,m > N(e) folgt ||ty — ]| < e.

Der Abstand zwischen den Elementen der Folge wird also zu grofien n hin beliebig klein.
Allerdings kann es passieren, dass im Limes n — oo der Grenzwert der Folge nicht
mehr innerhalb des Vektorraums V' liegt! Ob das passiert oder nicht, hangt stark von
der Norm ab, mit der der Abstand gemessen wird. Man zeichnet deshalb durch folgende
Definition die normierten Rdume V' aus, in denen jede Cauchy-Folge gegen ein Element
aus V konvergiert:

Definition Vollstindige normierte Rdume V', d.h. Rdume, in denen jede Cauchy-Folge
konvergiert, heiflen Banach-Raume.

Beispiele:

e V =C = C""!, die komplexen Zahlen selbst als Vektorraum mit der Norm ||z|| =
|z| fiir z € C. Hier konvergiert jede Cauchy-Folge gegen einen Grenzwert in C, also
ist V' = C ein Banach-Raum.

e Der Vektorraum C([a,b]) der komplexwertigen, auf dem reellen Intervall [a, b] de-
finierten stetigen Funktionen f : [a,b] — C, x — f(z) mit der Maximums-Norm
Il f |l max ist ein Banach-Raum:

Satz 5. (Satz von der gleichmdfigen Konvergenz) In der Mazimums-Norm || f||max
konvergiert jede Cauchy-Folge f, in C([a,b]) gegen eine stetige Funktion f aus
C([a, b)),

lim |[fn — fllmax = 0. (2.65)
n— 00

Beweis vgl. FORSTER 1.
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e Der Vektorraum C/([a,b]) der komplexwertigen, auf dem reellen Intervall [a,b] de-
finierten stetigen Funktionen f : [a,b] — C, x — f(z) mit der ‘Quadrat-Norm’

l]le = \/f; dx|f(x)]? ist kein Banachraum, d.h. nicht vollstindig, denn es gibt
Cauchy-Folgen, die gegen unstetige Funktionen f ¢ C(][a,b]) konvergieren.

AUFGABE: Konstruktion eines solchen Beispiels.

2.2.3 Unitiare Riume

Die fiir die QM wichtigsten Rdume sind solche, in denen es ein Skalarprodukt gibt:

Definition (Skalarprodukt) Ein Skalarprodukt eines komplexen Vektorraums V' ist ei-
ne Abbildung V x V' — C, die zwei Vektoren [¢)) € V, |¢) € V eine komplexe Zahl

(Ih),16)) = (¥|¢) so zuordnet, dafl gilt

(1), 19)) = (Wly) = 0 (2.66)

(1) + 1), 1x) = (19 1)) + (19), ) (2.67)
(), cld)) = (Wleg) = c(l),|9) = c(@lg), ceC (2.68)
(), 19)) = (Wlo) = (1), [¥)" = (el¢)*. (2.69)

Hierbei haben wir gleichzeitig mit der iiblichen Mathematiker-Schreibweise des Skalar-
produkts die Dirac-Notation der Physiker benutzt, d.h.

(1), 1)) = (Pl¢). (2.70)

Diese Notation wird spéter nochmals verstéirkt motiviert durch Auffassen vom Dirac-Bra
(¢| als Funktional, s.u.

Mit der obigen Definition kann ein Skalar ¢ € C aus der rechten Seite des Skalarpro-
dukts herausgezogen. Steht ein Skalar im linken Argument, so folgt

(cl¥), [6) = (19}, clv))” = (c(|8), [¥)" = c"([¥), |9)), (2.71)
d.h. er kommt konjugiert komplex heraus. Es gilt offensichtlich also auch
(1), cl@)) = (<"[¥), 1)), ceC. (2.72)

Definition (Unitdrer Raum) Ein normierter komplexer Vektorraum V', dessen Norm
durch ein Skalarprodukt

) = vl (2.73)

definiert wird, heifit unitdrer Raum.

Beispiele:
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e VV = C", der iibliche n-dimensionale komplexe Vektorraum mit Vektoren x =
rie1 + ... + Then, Yy = y1€1 + ... + yne, und den iiblichen Basis-Einheitsvektoren
e;. Ein Skalarprodukt wird definiert durch

(x,y) = foyz (2.74)
i=1

Wir iiberpriifen, dafl mit dieser Definition (x,cy) = Y i, zicy; = ¢(x,y), wie es
sein muf.

e Der Vektorraum C([a,b]) der komplexwertigen, auf dem reellen Intervall [a, b] de-
finierten stetigen Funktionen ¢ : [a,b] — C, x — ¢(z) mit der ‘Quadrat-Norm’

l]l2 = 1/ fab dz|¢(x)|? ist ein unitdrer Raum. Das Skalarprodukt zweier Funktio-
nen ), |¢) ist definiert durch das Integral,

b
(19, 16)) = (w]6) = / da* (2)(2). (2.75)

Satz 6. In unitiren Raumen V gilt fir alle |¢) € V, |¢) € V,
(W) < (W|)(p|¢), Schwarzsche Ungleichung . (2.76)

AUFGABE: 1. Beweis der Schwarzschen Ungleichung. 2. Uberpriifung, da die Skalar-
produkt-Norm in unitdren Rdumen die Dreiecksungleichung

|z +y| < |lz|| + ||y|], Dreiecksungleichung (2.77)
erfiillt.
Definition Ein vollstindiger unitdrer Raum V heifit Hilbertraum.
Beispiele:
e Wieder V =C".
e Der Vektorraum Iy der Vektoren mit unendlich vielen Komponenten f = (f1, fa,...)
mit f; € C und Y 32, |fi|* < oo. Mit dem Skalarprodukt

(f,9) = o (2.78)
i=1

ist [ ein unitdrer Raum. Er ist auch vollstindig (AUFGABE).
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2.2.4 Orthonormalsysteme

Ahnlich wie im endlichdimensionalen unitéiren Raum C" wollen wir fiir jeden unitéren
Raum Basisvektoren definieren, nach denen wir jeden Vektor entwickeln kénnen: das
ist ganz analog zu den Fourierreihen. Im Gegensatz zum C" tritt in Funktionenrdumen
aber die Frage nach der Konvergenz auf. Wir wissen z.B. bereits, dafy Fourierreihen zwar
konvergieren, die Grenzfunktion i.a. aber nicht mehr stetig zu sein braucht.

Wir definieren zunéchst

Definition Eine abzéhlbare Menge von Vektoren x; eines unitdren Raums heifit Or-
thonormalsystem, wenn

(.%'Z', .%'j) = (51] (2.79)
Es gilt

Satz 7. (Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren) Sei A eine abzihlbare Men-
ge von linear unabhingigen Vektoren x; eines unitiren Raumes V. Aus den x; lGfit sich
ein Orthonormalsystem rekursiv ausrechnen,

k—1
T Yk
e = —5, €ep=-—, =1xL — €i, TL)e;. 2.80
el T Tl = e (280)

Die eq, ..., ex des Orthonormalsystems erzeugen denselben Unterraum von V wie die ent-
sprechenden x1, ...,z der Menge A.

Wir erinnern uns jetzt an unsere Basisdarstellung im Vektorraum C¢,

d d
Yy = ) cnen=) (en,¥)en (2.81)
n=1 n=1
(en,em) = Opm, Orthonormalbasis . (2.82)

und definieren allgemein

Definition In einem unitéren Raum V heilen die Skalarprodukte (e;,y) eines Vektors
y € V mit den Vektoren e; eines Orthonormalsystems Entwicklungskoeffizienten
(Fourier-Koeffizienten) von y beziiglich des Orthonormalsystems.

Wie im C", méchte man jeden Hilbertraum-Vektor beziiglich eines Orthonormalsystems
(Basis) entwickeln kénnen. Das funktioniert in separablen Hilbertraumen (s.u.):

Definition Ein Hilbertraum H heifit separabel, wenn er eine abzéhlbare Menge M =
{x;}52, enthélt, die in H dicht ist, d.h. falls es zu jedem y € H ein z; € M, das y beliebig
gut approximiert, also ||y — x;|| < ¢ fiir beliebig kleines «.

Damit sind wir vorldufig am Ziel angekommen:
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Axiom Zustéinde quantenmechanischer Systeme werden durch Vektoren separabler Hil-
bertrdume beschrieben.

BEISPIELE: ...
Separable Hilbertrdume haben eine groflartige Eigenschaft: in ihnen existiert eine
abzahlbare Basis, nach der man jeden Vektor entwickeln kann. Wir prézisieren:

Definition Ein Orthonormalsystem {e;} (abzdhlbar oder iiberabzéhlbar) eines Hilbert-
raums H heifit vollstindiges Orthonormalsystem (VOS) oder Basis, wenn nur der
Nullvektor und kein anderes Element aus H zu allen e; orthogonal ist.

Es gilt nun das

Satz 8. Ein Hilbertraum H ist genau dann separabel, wenn er ein vollstindiges abzdihlbares
Orthonormalsystem enthdlt.

BEWEIS: vgl. GROSSMANN, Funktionalanalysis:
— Wenn H separabel ist, wende man auf die in H dichte abzéhlbare Menge M = {z;}7°,
das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren

k—1
T Yk
e =+—, €ep=-—-, =1xL — €i, TL)e;. 2.83
Tl T g T e (25

an, und zwar unter Weglassen aller durch linear abhéngige Vektoren erzeugten y;, (SKIZ-
ZE). Die damit entstehende Menge {e;} ist ein VOS, denn jeder zu allen e; orthogonale
Vektor x # o mufl auch zur Menge M orthogonal sein, muf sich aber andererseits belie-
big gut durch einen Vektor aus M approximieren lassen, was ein Widerspruch ist. Also
muf} z der Nullvektor sein, und damit ist {e;} ein VOS.
«— ist die hier nicht besonders interessante Richtung, fiir deren Beweis man auf die
Dichtheit der rationalen Zahlen p/q in den reellen Zahlen zuriickgreift.

Der folgende Satz stellt noch einmal die wichtigsten Eigenschaften eines vollstdndigen
Orthonormalsystems (Basis) zusammen, die man bei Rechnungen in der QM héaufig
ausnutzt.

Satz 9. Sei {e,}°, ein abzihlbares Orthonormalsystem eines separablen Hilbertraums
H.
Die Fourier-Koeffizienten (en,y) erfillen die Besselsche Ungleichung

k
> len ) < (v,v) (2.84)
n=1

fiir jedes k.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. {en}22 ist ein VOS.



2. Grundziige der Quantenmechanik 50

2. y=> "1 (en,y)ey fir jedesy € H.

8. Fiir alle x,y € H gilt

o0
Z Y, en)(en,x), Vollstindigkeitsrelation (2.85)
n=1

4. Es gilt fiir jedes x € H

|z||? = Z |(en, )|, Parsevalsche Gleichung . (2.86)

BEWEIS: ...

2.2.5 Die Dirac-Notation (II)

Die Dirac-Notation ist eine bequeme Schreibweise fiir Zusténde 1, Skalarprodukte (1, ¢),
Fourierkoeffizienten etc. in einem Hilbertraum H. Wir fassen zunéchst alle Definitionen
zusammen:

e Zustéinde ¢ € H werden geschrieben als Dirac-Kets [¢).

e Das Skalarprodukt (¢, ¢) wird geschrieben als
(¥, 0) = {¥l9). (2.87)
e Fourierkoeffizienten beziiglich einer Basis mit Basisvektoren e,, = |n) werden zu

(en, f) = (nlf) (2.88)

e Die Vollstéandigkeitsrelation mit Basisvektoren e, = |n) wird

(flg) Z(f’m (n|g) ~ 1= Z |n)(n|, vollstindige Eins .  (2.89)

n=1 n=1
oo

l9) = 1lg) =) In)(nlg) =D (nlg)n). (2.90)
n=1 n=1

Die letzte Gleichung ist nichts anderes als die Fourierzerlegung von |g) in der Basis
n).
e Die Parsevalsche Gleichung lautet dann

[e 9]

(F1f) :Z (nlf)? (2.91)
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Insbesondere die vollstéandige Eins ist ein niitzliches Werkzeug, um Skalarprodukte ex-
plizit nach Fourierkoeffizienten aufzuspalten, i.e. durch Einschieben der Eins wie in
der Vollsténdigkeitsrelation,

(flg) = (flilg) = f!Z!n (nlg) = Z(f!n><n\g>- (2.92)

n=1

Beispiel:

e Sei der Hilbertraum H = CF, der iibliche k-dimensionale komplexe Vektorraum
mit Vektoren x = x1e1 + ... + xre,. Wir schreiben diese als Dirac-Kets

k
= el =
n=1

Die vollstdndige Eins ist hier nichts anderes als die Einheitsmatrix in, d.h. in der
Basis der |n) haben wir

Mw

= (n|x)|n). (2.93)

n=1

O =
—= O

(2.94)

k
=3 In)nl=

o O O

Woher kommt jetzt aber der Name Dirac-Kets? Aus dem englischen bracket fiir ‘Klam-

er’, d.h. das Skalarprodukt (¢|¢). Die |¢) sind dort die oben definierten Kets, die (1|
heiflen Dirac-Bras oder einfach Bras. Die Bras sind Elemente des Dualraums H' des
Hilbertraums H

Definition Der Dualraum H’ eines Hilbertraums H ist der Raum aller linearen (und
beschrinkten) Funktionale

F:H—-C, |¢)— F(¢)). (2.95)

Nach einem Satz aus der Funktionalanalysis kénnen alle solchen Funktionale mit Hilfe
des Skalarprodukts dargestellt werden, d.h. fiir jedes Funktional F' gibt es einen Vektor
|1y, so dafl

F(l¢) = (19),|9) = (¥l9) (2.96)
In der letzten Gleichung haben wir hierbei also die Identifikation
F-H-Ce @W:H—-C (2.97)

gemacht: das Funktional (1| bewirkt nichts anderes als die skalare Multiplikation mit
dem Vektor |1).
Beispiel:
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e Sei der Hilbertraum wieder H = C¥, der iibliche k-dimensionale komplexe Vektor-
raum mit Vektoren x = z1e1 + ...+ zex. Dann sind die Dirac-Kets |z) die iiblichen
Spalten- Vektoren, die entsprechenden Dirac-Bras hingegen sind die Zeilen- Vektoren
mit komplex-konjugierten Eintrégen,

I
|x) = v |, (x| = (21, m). (2.98)
In
Damit werden die (z| tatsdchlich zu linearen Funktionalen in der Form von Ska-

larprodukten, d.h.

(@[ :C" = C, |y) — (z]y)

k
(|2, 19)) =D @5m
n=1

Y1
= (a7,...,2}) .. . (2.99)

» n
Un

AUFGABE: Betrachte den reellen Vektorraum R?3. Was ist die Wirkung der linearen
Funktionale (e1], (e2|, (es|, deren Dirac-Bras zu den iiblichen Basis-Dirac-Kets |e;), |e2),
lez) (Einheitsvektoren des R3) dual sind?

2.2.6 Funktionenrdume in der QM

Als Beispiel fiir einen Funktionenraum hatten wir bereits den Vektorraum C([a, b))
der komplexwertigen, auf dem reellen Intervall [a,b] definierten stetigen Funktionen
Y i [a,b] — C, x — f(x), kennen gelernt. Mit der Maximums-Norm || f|lmax ist dieser
Funktionenraum vollsténdig, also ein Banachraum. Diese Norm ist aber, im Gegensatz

zur ‘Quadrat-Norm’ [|f]l2 = 4/ f; dx|f(x)|?, nicht durch ein Skalarprodukt induziert -
also ist C'([a, b]) mit der Maximums-Norm kein Hilbert-Raum. Andererseits ist C([a, b])
in der ‘Quadrat-Norm’ nicht vollstdndig, da es Funktionenfolgen mit Grenzfunktionen
in der Quadrat-Norm gibt, die nicht mehr stetig sind.

Um trotzdem sowohl Vollstédndigkeit als auch die Quadratnorm (und damit Hilber-
trdume) zu bekommen, weitet man den Funktionsbegriff etwas aus und geht zu sogenann-
ten messbaren Funktionen iiber. Im Wesentlichen beinhaltet diese Funktionenklasse auch
solche Funktionen, die nicht mehr stetig zu sein brauchen, die aber quadratsintegrabel
sind. Den entsprechenden Funktionenraum bezeichnet man als den Funktionenraum
Ly(Q2) der quadratintegralen, komplexwertigen Funktionen iiber einem Gebiet
2 e R Fur Q = [a,b] € R ist das ein endliches Intervall in den reellen Zahlen. Hiufig
hat man in der QM dreidimensionale Probleme - dann ist 2 = R3. Es gilt nun folgender
Satz:
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Satz 10. Der Funktionenraum Lo(2) der quadratintegralen, komplexwertigen Funktio-
nen mit der Lo-Norm

1£ll = ( / d”w!f(X)\2>% (2.100)

st ein separabler Hilbertraum.

Wir werden diesen Satz hier allerdings nicht beweisen. Weiterfithrendes Material in
den mathematischen Gebieten MajStheorie (insbesondere zum verallgemeinerten Integra-
tionsbegriff: das Lebesgue-Integral, das das Riemannsche Integral fiir messbare Funk-
tionen verallgemeinert, vgl. z. B. FORSTER III) sowie Funktionalanalysis. Beides ist
niitzlich, aber nicht wesentlich fiir ein tieferes Verstdndnis der QM.

Im Ly(€2) gibt es nun, da es sich um einen separablen Hilbertraum handelt, vollstéindige
Orthonormalsysteme. Fiir Q € R! (reelles Intervall) handelt es sich dabei um unter-
schiedliche Basisfunktionen, die alle fiir bestimmte Modellsysteme der QM eine grofie
Rolle spielen. Kennen gelernt haben wir bereits die folgenden:

2.2.6.1 Trigonometrische Basisfunktionen
(vgl. GROSSMANN)

e Im endlichen Intervall Q = [~L, L] € R! sind das die Basisfunktionen der komple-
xen Fourierreihe,

VET o =0,41,+2, ... (2.101)

. . . 1
hier mit Normierungsfaktor eTs versehen, so daB |le,|l2 =1 .

e Alternativ kann man in Q = [ L, L] als Orthogonalsystem auch die reell-wertigen
Basisfunktionen (Fourier-Entwicklung nach Sinus- und Cosinus-Funktionen) ver-
wenden,

1 1 nmw 1 . nm
sin —zx. (2.102)

——, ——cos—uz, ——
V2L VL L VL L
e Im Intervall Q = [0, L] € R! sind die Basisfunktionen Gl. ([210)

Un(z) = \/%sin(”—?), n=1,2,3,.. (2.103)

vollstandig. Dieses sind die Basisfunktionen des Teilchens im Kastenpotential mit
unendlich hohen Wénden! Sie haben gleichzeitig die schone Eigenschaft, dafl sie
am Rand des Kastens verschwinden, d.h. ¢,,(0) = 1, (L) = 0.

e Ebenfalls vollstindig im Intervall Q = [0, L] € R! sind die Cosinus-Funktionen,

2
dn(z) = ,/Zcos(”—?), n=0,1,23,.. (2.104)
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2.3 Physikalische Bedeutung der Fourierkoeffizienten

2.3.1 Diskretisierte Schrédinger-Gleichung

Als Vorbereitung betrachten wir eine diskretisierte Version der eindimensionalen stati-
onéren SG auf einem endlichen Intervall,
h2

Hy(z) = 5

Wir ersetzen hierzu die Wellenfunktion ¢ (z) durch einen (komplexen) Vektor [¢) €
C"*!1 dessen Komponenten die Werte von ¢(x) an n + 1 diskreten Stiitzstellen x; sind,

Yo .
i
[y = vy i =0(xg),  x :a+E(b—a), i=0,..,n. (2.106)
Un
Es ist also gerade ¢y = a und x,, = b.
Wir approximieren weiterhin die zweite Ableitung 1" (x) durch einen Differenzen-
ausdruck (vgl. BRONSTEIN oder Vorlesungen zur numerischen Msthematik),
Y(@iv1) — 20(i) + (@iz1) _b-ua

' (z;) — 52 , 5:7, i=1,.,n—1.  (2.107)

" (z) + V(x)(z) = Ev(z), z € [a,b]. (2.105)

In der diskretisierten Version wird die SG damit zu einem linearen Gleichungssystem fiir
die Komponenten ¢ (z;),

W2 p(@i1) — 20(xi) + P(xi1)
C2m 52
Fiir ¢ = 0 und ¢ = n héngt die Form dieser diskretisierten Gleichung von den Randbe-
dingungen bei z = a und = = b ab. Wir kénnen in Gl. ([2.I08) z.B. formal ¢(z_1) =
Y(xp+1) = 0 setzen (WF verschwindet auflerhalb des Intervalls [a, b]), oder periodische
Randbedingungen fordern, also in Gl. (2.108]) formal

+ V(z)(z) = E(x;), i=1,..,n—1. (2.108)

Y1 =1vpn, Ynt1 =10, periodische Randbedingungen . (2.109)

In beiden Féllen schreiben wir Gl. (ZI08) mit den Komponenten 1; des Vektors |¢)) in
Matrixform

€0 T 0 r wO wo
T ¢ T ... 0 )
i} = Bl | (2.110)
. . T eg,1 T . )
r 0 T En wn wn
Hierbei ist
hz h2
= m52+v(mi)’ TE_2m52 (2.111)
0 feste RB
"o {T periodische RB (2.112)
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Die Matrixform der diskretisierten SG Gl. (2108 hat also die Form
H[p) = E[p), [¢) € C™H (2.113)

mit einer quadratischen (n + 1) x (n + 1)-Matrix. Als Eigenwertgleichung hat diese
Gleichung mit der symmetrischen Matrix H nun n+1 Eigenlésungen, d.h. Eigenvektoren
|a) mit Eigenwerten E,,

Hla) = Ey|a). (2.114)

AUFGABE 1: Betrachte die diskrete Version der SG in einer Dimension. Bestimme
zunéichst die normierten Eigenvektoren |o) und die zugehorigen Eigenwerte E, von
Gl. (2I14) fir den Fall von nur zwei Stiitzstellen ¢ = 0 und ¢ = 1. Nimm hierzu fiir
die Matrix H an, dal eg = ¢1 = 0.

AUFGABE 2: Bestimme die normierten Eigenvektoren |a) und die zugehorigen Eigen-
werte E, von Gl. (2114 fiir ¢; = 0 periodische Randbedingungen r = T'.

a) Fiihre die Rechnung numerisch aus (MATHEMATICA), z.B. fir n = 5. Stelle das
‘Spektrum’ der Eigenwerte E,, fiir n = 100 graphisch dar. Setze 7' = 1 in der Matrix des
Hamiltonians H.

b) Zeige, dafl sich die Matrix H in Dirac-Notation als

n—1

H=TY (IN{+1]+ 1+ 1)) +10)(n| + [n)(0] (2.115)
=0

schreiben 1a8t.
¢) Mache fiir die Eigenvektoren |a) den Ansatz [a) = >, €!|l) mit den Basis-Kets |I)
und bestimme damit die moéglichen Werte fiir o und E,.

2.3.2 Die Wahrscheinlichkeitsamplituden

In Dirac-Notation sind die Basisvektoren des C"*! die Kets |i), i = 0,...n. Die Kom-
ponenten v; eines normierten Zustandes [¢)) entsprechen in der urspriinglichen SG den
Werten der WF (x;). Das Betragsquadrat |i(z;)|? ist die W-dichte, das Teilchen am
Ort z; zu finden. Im diskreten Fall konnen wir jetzt von Wahrscheinlichkeiten (und nicht
Wahrscheinlichkeitsdichten) sprechen:

)P = (1D, [9)I? = [Glw)* = pi
= Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an Stiitzstelle ¢ zu finden(2.116)

Bei einer Messung des ‘Ortes’, der hier ja disktretisiert ist, sind die Fourierkoeffizienten
(i]1) in der Entwicklung

n

[0) = (ilv)li) (2.117)

=0
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nach den Basisvektoren [i) also Wahrscheinlichkeitsamplituden, d.h. deren Betragsqua-
drat gibt gerade die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an der Stiitzstelle ¢ zu finden. Da
die Stiitzstelle i genau dem Zustandsvektor |i) € C™*! entspricht, kann man von der
Wahrscheinlichkeit sprechen, das Teilchen im Zustand |i) aufzufinden. Wir stellen fest,
daf3 es hier nur abzéhlbar viele, ndamlich sogar endlich viele, und zwar n+ 1 Moglichkeiten
gibt, denn es gibt ja nur n + 1 Stiitzstellen. Fiir die Summe der Wahrscheinlichkeiten
gilt natiirlich

S o= SO10 NP = (el = 1, (2.118)
=0 =0

was natiirlich nichts anderes als die Parsevalsche Gleichung ist.
In Analogie zu dieser ‘Ortsmessung’ postulieren wir nun, daf§ entsprechendes bei
einer Messung der Energie des Teilchens gilt:

Axiom 3 Sei |¢)) ein normierter Vektor eines Hilbertraums, in dem es eine Basis aus
Eigenvektoren der Energie H gemifl

Hla) = Ea) (2.119)

gebe. Dann wird bei einer Messung der Energie einer der Eigenwerte E,, gemessen, und
zwar geschieht das mit der Wahrscheinlichkeit |(a|t)|?. Tritt Entartung auf, d.h. gibt es

mehrere |o;) zu einem E,, so ist diese Wahrscheinlichkeit durch 3, [{;|1))|? zu ersetzen.

Insbesondere gibt es also keine ‘Zwischenwerte’ - es werden ausschlieflich Eigenwerte
gemessen.

Wir erkennen, daf§ das Skalarprodukt sowie die Parsevalsche Gleichung > [(a[t))[* =
(Y|py = 1 eine ganz entscheidende Rolle bei der Entwicklung dieser physikalischen In-
terpretation spielt. Das ist der Grund, warum Hilbertrdume in der QM so wichtig sind.

2.4 Der Harmonische Oszillator

Wir betrachten eins der wichtigsten Modellsysteme der QM {iberhaupt: den harmoni-
schen Oszillator. In d = 1 lautet der Hamiltonoperator

S AR
H=—H+- 2.12
T + gmwTe”, (2.120)

und wir wollen hierfiir die stationdre SG
Heseth = Etp ~ <__m7 + —mw x2> Y(x) = EY(x), (2.121)

16sen.
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2.4.1 Stationire Zustinde

Um (2.I2I)) zu losen, fithren wir dimensionslose Groflen ein,

mw E

—F T, 55%’

- o(q) == (). (2.122)

q=

Damit wird (ZI21]) zu
¢"(a) + (2 — ¢*)¢(q) = 0. (2.123)

Fiir grofle ¢ — oo argumentieren wir, dal man den Term x & vernachléssigen kann. Das
ergibt asymptotisch fiir ¢(q¢ — £00),

b(q — £00) o X072, (2.124)
was wir durch Differenzieren iiberpriifen,
¢ (q — £00) oc £qet /2, ¢ (q — £oo) oc £tV /2 4 2eEC/2  2eFC/2 . (2.125)

Dieses ist ein einfaches Bespiel einer asymptotischen Analyse einer DGL (BEN-
DER,ORSZAG).

Offensichtlich gibt es zwei verschiede Losungen: die eine wéchst gegen Unendlich mit
q — £oo, wihrend die andere gegen Null geht. Nur der letzte Fall fithrt zu normierbaren
Wellenfunktionen, deshalb schreiben wir

é(q) = e 7/2h(q) (2.126)

mit einem Ansatz fiir die bis jetzt unbekannte Funktion h(q), die bestimmt wird, indem

man in Gl. (2123)) einsetzt:
h"(q) — 2qh’(q) + (2¢ — 1)h(q) = 0. (2.127)

Diese Gleichung versuchen wir, durch einen Potenzreihenansatz zu 16sen,

hg) = Y ard®
k=0

Wig) = > kag"!
k=0

Mg = Y k(k+Dagd =D (k+1)(k + 2)arpaq”. (2.128)
k=1 k=0

Einsetzen in Gl. (2127 ergibt die Rekursion

[e.o]

[(k + 1)(k + 2)apse — 2kay + (26 — Dag] " = 0. (2.129)
k=0
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Die linke Seite muf} fiir alle Werte von ¢ verschwinden, deshalb muf§ die Klammer |...]
ebenfalls Null sein, was auf

2k —2e+1

a = —a 2.130
fiithrt. Fiir grofie £ — oo ergibt sich
2
Qo R 7 ks k — oo, (2.131)

Falls die Folge der a; nicht oberhalb eines bestimmten k& = n abbricht, ndhert sich damit
die entsprechende Potenzreihe h(q) asymptotisch der Funktion e?” fiir groBe ¢ (AUFGA-
BE). Dann ist allerdings die WF ¢(q) = e~ 7"/2h(¢) — €7/2 nicht mehr normierbar. Als
einziger Ausweg bleibt zu fordern, dafl die Folge der aj oberhalb eines n = k abbricht
und damit h(g) ein Polynom endlichen Grades wird. Das bedeutet, dafl der Zéhler in Gl
([2.130) fiir ein bestimmtes k = n verschwindet, also

1

25:2n+1w555n:n+§. (2.132)

Diese Bedingung legt in der Tat die moglichen Werte der Energie E fest, ndmlich
1
EEEn:ﬁw<n+§), n=20,1,2,3,.. (2.133)

Damit haben wir die beriihmte Quantisierung der Energiewerte des harmonischen Os-
zillators hergeleitet, die Planck ja bereits bei der Herleitung seiner Strahlungsformel
angenommen hatte!

Fiir jede ganze Zahl n ergibt sich ein Eigenwert der Energie F, mit der entsprechen-
den Eigenfunktion ¢, (¢q) = hy,(¢q)e~7/? aus der endlichen Rekursions-Formel (ZI30) fiir
das Polynom h,,(q). Die Polynome h(q) erfiillen die DGL ([2.I127) mit 2e = n, also

h"(q) — 2¢h'(q) + 2nh(q) = 0, Hermite-Differentialgleichung (2.134)

und heiflen Hermite-Polynome H,(q), wenn sie so normiert werden, dafi die WF
Yn(z) = ¢n(q) als Funktion der echten Ortsvariable x geméf

/OO dz|, (z)* =1 (2.135)

—0o0

normiert sind. Explizit findet man als Losung von Heg|n) = Ey,|n) also die Eigenwerte
E, =hvw (n + %) und die Eigenzustidnde

1/4 1 o

dn
Hu(q) = (=1)"e” we*‘f (2.136)
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Die Hermite-Polynome H,,(x) fiir die ersten n folgen mittels (ZI36]) (wir schreiben fiir
q jetzt x)

Ho(z) = 1

Hi(z) = 2z

Hy(z) = 42% -2

H3(z) = 8z° —122

Hy(z) = 16z —482% 4 12. (2.137)

2.4.2 Orthonormalitit und Vollstindigkeit

Die Hermite-Polynome H,(z), —o0 < x < 0o, kann man durch eine erzeugende Funktion

 Ha(2)
)
ete—t" — g T;L! ", —oo <z, t< oo (2.138)
n=0

definieren.
AUFGABE 1: Zeige hiermit die Formel

Hy(z) = (1) d‘i—ne—IQ. (2.139)

AUFGABE 2: Bestimme den Normierungsfaktor IV, der Eigenzustinde

22

Yn(x) = NpyHy(z)e” T (2.140)
des harmonischen Oszillators (wir haben "2 = 1 gesetzt). Hierzu benutze man das
folgende Kurvenintegral in der komplexen Ebene,

1 dz

— [ — =0 Z 2.141
omi Jo v Y "e ( )

wobei die Kurve um den Ursprung lauft, und zeige damit zunéichst die Darstellung

2

n! 622&:—2
Zeige damit, dafl die 1, (x) orthogonal sind und daf§

.

/2

AUFGABE 3: Beweise die Vollsténdigkeit der v, (z). Nimm hierfiir an, daf es eine WF
2

¢(x) gibt mit [ dzH,(x)e™"Z ¢(x) = 0 fiir alle n. Definiere hierzu die Fouriertransfor-
mierte

N, = (2.143)

F(z) = /OO dme_éei”qﬁ(x). (2.144)
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2.5 Lineare Operatoren in der QM

Mit dem Ortsoperator z, dem Impulsoperator p und dem Hamiltonoperator H haben wir
bereits lineare Operatoren kennengelernt, die jeweils zu bestimmten Groflen der klassi-
schen Mechanik korrespondieren (Korrespondenzprinzip). Wir wollen einige Definitionen
und Eigenschaften linearer Operatoren in Hilbertrdumen zusammenfassen.

2.5.1 Lineare Operatoren in Hilbertrdumen

Das Folgende bezieht sich auf Hilbertrdume, obwohl analoge Definitionen auch in anderen
Réumen (z.B Banachrdumen) funktionieren.

Definition Ein linearer Operator A in einem Hilbertraum H ist eine lineare Abbildung
zwischen Unterrdumen von H,

A : D(A) — W(A), T — flx, fl(clxl + 621‘2) = 6114.%'1 + CQA.%'Q. (2.145)

Das ist also genau wie in der linearen Algebra im C”, wo die linearen Operatoren durch
endliche Matrizen dargestellt werden kénnen. Zusétzlich kommt in allgemeinen Hilber-
triumen (die ja auch unendlich dimensonal sein konnen) der Begriff des beschrinkten
Operators hinzu.

Definition Ein linearer Operator A heiBt beschriinkt, wenn es eine Konstante C' > 0
gibt, so dafl

[Az] < Cll«| (2.146)
fiir alle 2 € D(A) gilt. Die Norm eines linearen Operators A ist die kleinste Schranke

il — 1Az|
IAll = sup,g.c pia) R (2.147)

Beispiele:

— VI L
tor beschrankt, der Impulsoperator aber unbeschrankt.

e Auf den Zusténden ¢, (x) = \/5 sin ( m) des Kastenpotentials ist der Ortsopera-

Wie bei Matrizen im C" sind die hermiteschen Operatoren mit ihren reellen Eigenwerten
besonders interessant:

Definition Der zu einem linearer Operator A mit in H dichtem Definitionsbereich D(fl)
adjungierte Operator A' ist iiber das Skalarprodukt

(y, Az) = (ATy,z), 2,y € D(A) (2.148)
definiert. In Dirac-Notation lautet das

(y|Az) = (ATy|z), x,y € D(A). (2.149)
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e Im Hilbertraum H = C" ist die zu einer quadratischen Matrix A adjungierte Matrix
Al = (AT (konjugiert komplex, Zeilen und Spalten vertauscht).

Es gilt fiir das Produkt zweier Operatoren A, B,
(AB)' = BTAT, (2.150)

d.h. die Reihenfolge kehrt sich um (AUFGABE).
Weiterhin definieren wir

Definition Ein linearer Operator A mit in 4 dichtem Definitionsbereich D(A) heiBt
hermitesch, wenn

(y, Ax) = (Ay,z), w,y € D(A). (2.151)
Beispiele:
e Im Hilbertraum H = C" die Matrizen A = AT = (4*)7

e Im Hilbertraum H = Ls([a,b]) der quadratintegrablen Funktionen auf dem Inter-
vall [a, b] ist der Ortsoperator & hermitesch. Fiir den Impulsoperator p = —ih% ist
die Situation etwas diffiziler: Hier mufl man den Definitionsbereich auf Funktionen
einschréinken, die am Rand verschwinden.

Man verschérft die Bedingung ‘hermitesch’ noch etwas, indem man definiert:

Definition Ein hermitescher Operator A heiBt selbstadjungiert, wenn fiir die Defini-
tionsbereich gilt: D(A) = D(A").

Fiir beschrénkte Operatoren fallen die Begriffe hermitesch und selbstadjungiert zusam-
men.
Es gilt

Satz 11. Die Figenwerte selbstadjungierter Operatoren A sind reell, und Eigenvekto-
ren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal. Weiterhin sind alle Skalarprodukte
(x,Az), x € D(A) hermitescher Operatoren A reell.

Selbstadjungierte Operatoren sind also immer hermitesch, haben reelle Eigenwerte,
und (z, Az) ist immer reell.
In Verallgemeinerung unserer bisherigen Axiome postulieren wir deshalb

Axiom Physikalische MessgroBen werden durch selbstadjungierte Operatoren A be-
schrieben.

Beispiele:

e Orts- , Impuls- und Hamiltonoperator.
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Orts- und Impulsoperator sind leider mathematisch gesehen etwas schwierige Operatoren
(Unbeschranktheit).
Das vorerst letzte Axiom betrifft die Messwerte:

Axiom Der Erwartungswert <A>|w> der entsprechenden MessgroBe A fiir ein System im
Zustand |v) ist durch das Skalarprodukt

(A)y) = (V] Ay) (2.152)

gegeben. Weiterhin habe A Eigenvektoren |)), die im Hilbertraum H ein VOS bilden.
Die moglichen Messwerte sind die Eigenwerte A von A, die mit der Wahrscheinlichkeit
pa = [(\|[9)|? auftreten. Tritt Entartung auf, d.h. gibt es mehrere |\;) zu einem ), so ist
diese Wahrscheinlichkeit durch py = Y, [(\i[¢)|? zu ersetzen.

2.6 Erzeuger und Vernichter, Phononen und Photonen

Wir wollen hier den eindimensionalen harmonischen Oszillator

21
H=o—+ §mw2502, (2.153)

mit einer algebraischen Methode behandeln, die fiir die Weiterentwicklung und Interpre-
tation der QM ein grofie Rolle spielt.

2.6.1 Auf- und Absteigeoperatoren af und a

Wir definieren zwei Operatoren

P,  Vernichter (2.154)

al p, Erzeuger . (2.155)

2mhw

Weil # und p selbst hermitesch sind, ist der Erzeuger a (‘a dagger’) der zum Vernichter
adjungierte Operator. Aus dem Kommutator von Ort  und Impuls p finden wir leicht

[Z,p] = ih ~ [a,al] = 1. (2.156)
Wir definieren nun den Besetzungszahl-Operator N

N =ala, (2.157)

der hermitesch ist wegen NT = (ata)" = af(a")f = N, vgl. Gl. ZI50). Der Hamiltonian
(ZI53) schreibt sich damit als (AUFGABE)

N 1 1 -1
H:p—+§mw2@2:m)<aTa+§> :hw(N+§>. (2.158)
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Da H als Messgrofle selbstadjungiert sein muf, gilt dieses offenbar auch fiir N, dessen
Eigenwerte also reell sein miissen und die wir als n bezeichen, um nun zu zeigen, dafl

n =0,1,2,3,.... Wir bezeichnen die entsprechenden normierten Eigenvektoren von N
mit |n),
N|n) = n|n). (2.159)
SCHRITT 1: Wir zeigen n > 0: dazu bemerken wir
0 < [lajn)||> = (n|a'a|n) = (n|N|n) = n(n|n) = n. (2.160)

SCHRITT 2: Wir steigen die Leiter hinunter: wenn |n) ein Eigenvektor von N mit
Eigenwert n ist, dann ist auch a|n) ein EV von N mit EW n — 1, a?|n) ein EV von N
mit EW n — 2, a3|n) ein EV von N mit EW n — 3,...

Na = a'aa = (aaT - [a,aT])a: (aaT - 1) a:a(N— 1)

~

S (N ~ 1) In) = (n — 1)aln)

w]\?aln

~ Na?[n

~

(2.161)

SCHRITT 3: Fiir n mit 0 < n < 1 liefert die Eigenwert-Gleichung Na|n) = (n — 1)a|n)
negative Eigenwerte n — 1, was nach Schritt 1 nicht sein kann, es sein denn a|n) = 0 ist
der Nullvektor. Das kann aber nicht sein, denn ||a|n)|| = y/n > 0. In derselben Weise
fiihrt 1 < n < 2 durch Anwendung von a auf einen Widerspruch. Als einzige Mglichkeit
bleibt, dafl das Absteigen bei n = 0 beim Zustand |n = 0) aufhért und nur die Werte
n =0,1,2,3... zugelassen sind.

Schritt 4: Der Zustand a|n) ist ein EV von N mit EW n—1 und muB deshalb proportional
zu [n — 1) sein,

aln) = Cyln—1)~n= <naT|an> = |Cn|2<n —1n—-1) = |C'n|2
~aln) = +/n|n—1). (2.162)

Ein moglicher Phasenfaktor e’® wird hier gleich Eins gesetzt. Entartung wird hier aus-
geschlossen durch explizite Konstruktion der Zusténde |n), ausgehend vom Grundzu-
stand |0).
AUFGABE: Berechne die WF des Grundzustands vg(z) = (x| = 0) explizit durch
Ausnutzen der Gleichung a|0) = 0.

Wegen a|n) = y/n|n — 1) heifit der Operator a Absteigeoperator, Vernichtungsopera-
tor oder kurz ‘Vernichter’. Der normierte Zustand a'|n) andererseits ist (AUFGABE)

a'ln)y = Vn+1jn+1). (2.163)

Der Operator al heiit deshalb Aufsteigeoperator oder Erzeuger.
Alle normierten Eigenzustinde |n) kénnen aus dem Grundzustand |0) durch sukzes-
sive Anwendung des Erzeugers a' erzeugt werden (AUFGABE),

iy = @
Vn!

(Na)aln) = a (]\7 — 1) aln) = a(n — 1 — 1)aln) = (n — 2)a?|n)

|0). (2.164)
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2.6.2 Phononen und Photonen

Der Eigenzustand |n) des harmonischen Oszillators mit Energie fuv(n + 1/2) heifit auch
Fockzustand. Seine Energie entspricht n ‘Quanten’ der Energie Aw plus die Null-
punktsenergie 7w/2. Diese Quanten werden als Phononen bezeichnet, wenn der
Oszillator-Hamiltonian einen mechanischen Schwingungsfreiheitsgrad beschreibt. Der
Fock-Zustand |n) heifit dann entsprechend n-Phononen-Zustand.

|n) «— n-Phononen-Zustand. (2.165)

Die Schwingungsfreiheitsgrade des elektromagnetischen Feldes fithren in der QM eben-
falls auf einen Oszillator-Hamiltonian. Die entsprechenden Energiequanten werden dann
als Photonen und die Fockzustéinde als n-Photonen-Zustinde bezeichnet. Diese spie-
len in der Quantenoptik eine grofie Rolle.

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren spielen weiterhin eine zentrale Rolle bei der
Quantisierung klassischer Felder (wie der elektromagnetischen Felder), was ihm Rahmen
der 2. Quantisierung und Vielteilchen-Quantenmechanik systematisch behandelt wird
(weiterfithrende VL zur QM).

2.6.3 Kohirente Zustinde

Wegen der grofen Bedeutung der Leiteroperatoren ¢ und a! kann man nach deren Ei-
genzustinden fragen. Wir beginnen mit dem Absteigeoperator a und fordern

alz) = z|z) (2.166)

mit dem zu bestimmenden Zustand |z) und dem Eigenwert z, der i.a. komplex sein kann,
denn a ist ja nicht hermitesch. Wir setzen |z) als Linearkombination der Fock-Zustdinde
|n) (Eigenzusténde des Hamiltonians Hos. des harmonischen Oszillators) an,

2) = enln). (2.167)
n=0

Wir erhalten eine Iterationsgleichung fiir die Koeffizienten ¢,
o0 oo
alz) = ch\/ﬁ]n -1)= chn\m
n=0 n=0
o0 zn
v V1 = ze, ~ |2) :C()Z—‘n>, (2.168)
n=0 m

und die Forderung nach Normierung fithrt auf

1= (2]2) = |co|?e*, (2.169)
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was insgesamt den koh#renten Zustand (Glauber-Zustand )
11,2 s 2"
) =e 20y " ——|n) (2.170)
n=

ergibt (der freie Phasenfaktor ist wieder gleich Eins gesetzt worden).

Ein spezieller kohérenter Zustand ist natiirlich der Grundzustand |z = 0) = |0) des
harmonischen Oszillators, insgesamt gibt es aber (iiberabzéhlbar) viele (fiir jedes z € C).
Im Ortsraum erhélt man deren Wellenfunktionen direkt aus

alz) = z|z) ~ (@x—z—f—“%&v) |z) =0
W(q—\/iz+aq)‘1’z(Q) = 0, qz\/?x

aw 1
g = (V22-qdg—~Inl. = —¢® +V22q +c
z
~W,(q) = Cze_%q2+‘/izq, C, Normierung . (2.171)

Das ist, wie man durch quadratische Ergénzung des Exponenten sieht, eine verschobene
Gauf$- Funktion im Ortsraum! Fiir z = 0 erhalten wir wieder die Wellenfunktion des
Grundzustands, (z|0) = Yo(x).

Die Iteration Gl. (2.I68]) funktioniert allerdings nur bei den Eigenzusténden |z) des
Absteigeoperators a: Es gibt keine Eigenzustiinde des Aufsteigeoperators af (AUFGA-
BE). Wir kénnen allerdings das hermitesch konjugierte der Definitionsgleichung a|z) =
z|z) schreiben als

(z|aT = 2* (2| (2.172)

im Sinne des mit den Bra-Vektoren (Funktionalen) definierten Skalarproduktes: Das
Skalarprodukt von a|z) mit einem beliebigen Ket |f) des Hilbertraums ist

(al2), 1)) =B(12), a1 £)) =Blal| ).

Man bezeichnet (z| dann als linker Eigenvektor von af. Beachte, dass das z in (z| nicht
konjugiert komplex geschrieben wird, sondern explizit

(2| = e 3N @w. (2.173)

n=0

Es gilt also z.B. in Skalarprodukten

(zlalz) = (z|2)2 = 2z, (z|al|z) = 2*. (2.174)

! Roy J. Glauber, *1925, Nobelpreis 2005 fiir die Entwicklung der Theorie der kohirenten Zustinde
in der Quantenoptik

2 Definition des adjungierten Operators

3 ‘Mathematiker-Skalarprodukt’ in ‘Physiker-Skalarprodukt’ umschreiben
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Wir schreiben den Orts- und Impulsoperator als

= %(a—f—cﬁ), =i @(af—a). (2.175)

Fiir deren Erwartungswerte in den kohérenten Zustédnden gilt dann also

()]z) = \/%((z|a|z>+<z|a”z>):\/Z(z+z*):\/%2l%ez
ww>:iJ@?«mwwwmmyﬂJ@Ew—@:J@?%m

(2.176)

Die kohérente Zusténde haben weiterhin ein minimales Produkt der quantenmecha-
nischen Unschdrfe in Ort x und Impuls p. Wir formulieren zunéchst allgemein (BEWEIS
als AUFGABE)

Satz 12. Seien A, B zwei Observablen (selbstadjungierte Hilbertraum-Operatoren) und
|W) ein Hilbertraum-Zustand. Dann gilt die Heisenbergsche Unschirferelation

(A= (A)(B - B = 7 (A () = (wllw). (2177)
Fiir die kohérenten Zusténde gilt nun (AUFGABE)
2 ~ ~
(@~ @PH o~ ) = 2 (A) = (eldl2), (2178)

d.h. fiir die |z) wird das Produkt der Unschérfen {(z — (x))? und ((p — (p))?) von Orts-
und Impulsoperator in der Heisenbergschen Unschérferelation minimal.

AUFGABE 1: Beweisen Sie die Heisenbergsche Unschérferelation.

AUFGABE 2a) Berechnen Sie fiir den 1d harmonischen Oszillator die Zeitentwicklung
|¥(t > 0)) eines kohdrenten Zustandes |¥ (¢ = 0)) = |z) fiir ein gegebenes komplexes z.
Skizzieren Sie die Zeitentwicklung in der komplexen Ebene.

AUFGABE 2b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(n), im koh#renten
Zustand |U(t)) eine Anzahl von n Energie-Quanten (Photonen, Phononen) zu finden.
AUFGABE 3a) Zeigen Sie, daf die kohérenten Zusténde |z) eine vollstdndige Basis im
Hilbertraum des 1d harmonischen Oszillators sind. Zeigen Sie hierzu

d?z >
[ S =3 Iyl (2.179)
n=0

wobei das Integral iiber die gesamte komplexe Ebene liuft (Mass d?z = dady fiir z =
x +iy) und Y 7 [n)(n| die vollstindige Eins in der Basis der Fockzusténde ist.
AUFGABE 3b) Zeigen Sie, daf§ die kohdrenten Zusténde |z) keine Orthogonalbasis bil-
den.

AUFGABE 4) Betrachte Zustéinde im Hilbertraum H = L(R) (WF auf der reellen
Achse). Sind die kohdrenten Zusténde |z) die einzigen Zusténde, fiir die das Produkt
der Unschérfen von Orts- und Impulsoperator in der Heisenbergschen Unschérferelation
minimal wird?
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2.6.4 * Zusatzmaterial: Verschobener harmonischer Oszillator

We shift the harmonic oscillator potential,

- p* 1 9.9 5 p? 1 2
H = o + §mw °— Hy, = o + §mw (Z + Azo)
2h
T = —, (2.180)
mw

where zq is a length and A € R a dimensionless real number. Using the ladder operators
a and af, we can write H as

Hy = H+Mw(a+al)+no’ (2.181)
= fw <<aT + /\> (a+ X+ %) (2.182)
= fw <b*b + %) : (2.183)

where in the last line we introduced shifted ladder operators according to
b=a-+ A\ (2.184)

The shifted Hamiltonian has eigenstates
A 1

with eigenstates |n), that refer to the new shifted ladder operators b, bt as usual, i.e.
blnyx = v/n|n — 1)) etc. since the commutation relations are

[b,b7] =1 (2.186)

as for the original a,al. The eigenvalues of the energy E, are the same as before.
How are the shifted eigenstates |n)) related to the unshifted ones? The groundstate
|n = 0)) of Hy is defined as

b0}y = 0 ~ (@ + A)[0)x = 0 ~ a|0)y = —A|0). (2.187)

The last equation, however, is just the eigenvalue equation of a coherent state, a|z) =
z|z), of the unshifted oscillator. By comparison we therefore have up to a phase factor

Cipz e (FA)"
09y = |2 = —\) = e~ 31V nzo o, (2.188)

In the basis of the unshifted oscillator, the ground state of the shifted harmonic oscillator
is a coherent state.
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2.7 Das Elektron im Magnetfeld

2.7.1 Das Prinzip der Eichinvarianz

Wir erinnern uns zunéchst, dafl sich das elektromagnetische Feld der Maxwellschen
Gleichungen mit Hilfe eines skalaren Potentials ® = ®(x,t) und eines Vektorpotenti-
als A = A(r,t) schreiben 148t als

B = rotA, Magnetfeld (2.189)
E = —V@—%A, Elektrisches Feld |, (2.190)

wobei E = E(x,t) und B = B(x,t) dreidimensionale Vektorfelder sind. Die Potentiale
sind allerdings nicht eindeutig festgelegt: E und B sind invariant unter Eichtransfor-
mationen,

A(x,t) — A(x,t) + Vx(x,t) (2.191)
d(x,t) — @(x,t)—%x(x,t), (2.192)

wobei x(x, t) eine beliebige (differenzierbare) skalare Funktion sein kann, was man direkt
durch Einsetzen nachpriift (AUFGABE). In der klassischen Mechanik baut man E und
B in die Hamiltonfunktion H eines freien Teilchens mit Masse m und Ladung e ein durch
die Ersetzungsvorschrift

p’ (P — £A(x, 1))

H=——->H=
2m 2m

+e®(x,t), (2.193)

was iiber die Hamiltonschen Gleichungen zu den korrekten Newtonschen Gleichungen
mit der Lorentzkraft fiihrt,

mX =e(x x B4+ E), Lorentzkraft. (2.194)

Man sagt, die Newtonschen Gleichungen sind eichinvariant, da in ihnen nur E und
B auftreten und sie sich unter Eichtransformationen, Gl. (ZI91]), nicht dndern. Diese
FEichinvarianz wird in der QM eine noch gréBere Rolle spielen (s.u.).

Definition Die Ersetzungsvorschrift
e
p—p—-A (2.195)
c

heiit minimale Kopplung.

Uber das Korrespondenzprinzip

p— -V (2.196)
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erhalten wir den quantenmechanischen Hamiltonoperator fiir die Schrédingergleichung
eines Teilchens mit Masse m und Ladung e im elektromagnetischen Feld,

. p — ¢A)?

mgg; — HU = M

ot 2

+ ecb} v (2.197)
m

Fiir A = 0 kennen wir das bereits als SG eines Teilchens im (skalaren) Potential V' (x,t) =
e®(x,t), wobei wir bisher nur zeitunabhéngige Potentiale V' (x) betrachtet haben.
Was wird aus der Eichinvarianz in der QM? Wir beweisen folgenden

Satz 13. Die Schridingergleichung Gl. (2-197) eines Teilchens mit Masse m und Ladung
e im elektromagnetischen Feld ist invariant unter

A(x,t) — Axt)+ Vx(x,t) (2.198)
o(x,t) — @(X,t)—%x(x,t) (2.199)
U(x,t) — U(x,t)e X, (2.200)

wobei x(x,t) eine differenzierbare skalare Funktion ist.

Zum Beweis miissen wir zeigen, dafl die umgeeichte WF \Il(x,t)ei%X(x’t) die umge-
eichte SG

{ (p — eA — eVy)?

2m

0 o 0 o
_ _ TEX _ o h EX ) —
+ ed e(atx>} We'n ih . (\I!e Iz ) =0 (2.201)

erfiillt, wobei W¥(x,t) die urspriingliche SG Gl. (ZI97) erfiillt. Hierzu ist nach der Pro-
duktregel

e h e
(p—eA —eVx)¥e'nX = (;V —eA —eVy)Ue'rX

= ei%X(;ﬁv —eA — eVY)U + (%v%x) TelhX = hX(p — eA)T  (2.202)
v (p—eA —eVy)2UeliX = (p — eA — eVy)e i X(p — eA) U

N GLV%X) ¢ X(p — eA)T +€'iX(p — eA — eVx)(p — cA)T

= €WX(p—eA)?VU (2.203)

Entsprechend gilt

—e (%X) YeliX — ih% (\Ilel%x>
0 . . 0 e O e, 0
= —e <§X) Pe'nX — elﬁX\I/ihi%aX — ihelﬁxa\ll = —ihelﬁxa\ll (2.204)
Insgesamt ist die linke Seite von Gl. (2.201]) also tatsichlich

. 2
e X [{M + ecb} v — ih%\ﬂ} =0, (2.205)

2m
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denn W(x,t) erfiillt die urspriingliche SG Gl. (ZI97). QED.
Die umgeeichte WF W(x,t)e’# X% liefert dieselbe W-Dichte wie die urspriingliche
WF U(x,t),

U(x,t) = U(x, t)e' X&) o |§2 = |0)?, (2.206)

also dieselbe Physik.
AUFGABE: Wir wollen die allgemeine Form des Hamiltonoperators H in Gl. (2197
132

aus dem freien Hamiltonian H = 2, und dem Prinzip der lokalen Eichinvarianz

herleiten: Lokale Eichtransformationen der Wellenfunktion

U(x,t) — W(x,t) = V(x, )P (2.207)

sollen nichts an der Physik éndern, d.h wenn ¥(x, t) Losung einer zeitabhéngigen Schrodinger-
gleichung SG ist, so soll auch \il(x, t) eine dquivalente Losung einer dquivalenten zeitabhingigen
Schrodingergleichung SG sein.

Zeige, dal durch Verallgemeinerung der Ableitungen V und % zu kovarianten Ableitun-

gen

0

b - _
o — Dy, SG (2.208)

D D
- 0 (SG)a VvV — ) at

vV — D,
das Prinzip der lokalen Eichinvarianz erfiillt werden kann. Mache hierzu den Ansatz

~ ~ 0
D=V +f(x,t), Dy= e + g(x,1) (2.209)
mit den Eichfeldern £(x,t) und g(x,t) und berechne damit, wie sich die Eichfelder trans-
formieren miissen, wenn man

DU = DY, Dy = 50 Dy (2.210)

fordert. Ersetze nun in der urspriinglich freien SG, i0; ¥ = %VZ\II die Ableitungen durch
die entsprechenden kovarianten Ableitungen. Schreibe die neugewonnene SG sowie SG
auf. Identifiziere die Eichfelder f(x,t) und g(x,¢) durch Umbenennung als Vektorpoten-
tial A bzw. skalares Potential ® der Elektrodynamik.

Aus der Forderung nach lokaler Eichinvarianz der SG haben wir damit aus der ur-
spriinglich freien Theorie eine Theorie mit Eichfeldern hergeleitet, deren Existenz ein
Indiz fiir die Existenz elektromagnetischer Erscheinungen ist. Dieses Prinzip spielt wei-
terhin eine grofle Rolle bei der Formulierung moderner, ‘fundamentaler’ Theorien der
Materie als Eichtheorien (z.B. Quantenchromodynamik).

2.7.2 Landau-Niveaus

Wir betrachten hier die einfachsten Grundlagen des Quanten-Halleffekts, fiir den K. v.
Klitzing 1985 (ganzzahliger QHE) sowie Stérmer, Tsui und Laughlin 1998 (gebrochen-
zahlinger QHE) Nobelpreise bekommen haben. Wir behandeln zunichst ein einzelnes
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Elektron in einer zweidimensionalen (z-y)-Ebene mit einem konstanten Magnetfeld B
in z-Richtung. In z-Richtung wird ein starkes confinement-Potential angenommen (z.B.
Kastenpotential mit sehr hohen Winden), was auf eine Separation der Wellenfunktion
in der Form

\I/(:c,y,z) = ¢(m,y)¢(z) (2211)

fithrt, wobei fiir ¢(z) der Grundzustand des Confinement-Potentials angenommen wird.
In der folgenden SG kann dann ¢(z) stets absepariert werden, und man braucht nur
noch eine zweidimensionale SG fiir ¥ (z,y) zu betrachten.
Der Hamiltonoperator eines Teilchens mit Ladung e und Masse m ist
g ( CA( ))2 B = rotA (2.212)
=—|(p—-A(r = rotA. .
om \P 7 ¢ ’

Wir haben jetzt unterschiedliche Moglichkeiten der Eichung, um das Magnetfeld aus
dem Vektorpotential zu erzeugen:

A(r) = —Bye,, Landau-Eichung (2.213)

B
A(r) = 3 (—ye, +zey), zirkulare Eichung . (2.214)

Wir UBERPRUFEN, daf mit diesen Definitionen jeweils rotA (r) = Be,. In der Landau-
Eichung lautet die stationdre SG in der z-y-Ebene

1

LB w2 wey) = Boy) (2.215)
2m px c y 2mpy CC,y - :E)y 9 .

aus der wir durch einen Separationsansatz

P(x,y) = ™ x(y) (2.216)

eine Gleichung fiir x(y) erhalten,

eB

1 9 1 2 C 2 _ _eB
[Qmpy +gmwe (eBk + y) ] X(y) = Ex(y), we= (2.217)

mit der Zyklotron-Frequenz w,. Das ist gerade die Gleichung des linearen harmonischen
Oszillators - nur verschoben um -5k, d.h. die Wellenfunktionen sind durch Gl. ([2.136])
gegeben. Die stationdren Zusténde und die entsprechenden Eigenwerte lauten also

c mw\1/4 1 mw mw ~2 c
= e = _ _ - ~—2n Y Uy = e
Xn(y) ¥ (y+eBk) <7rh> \/WHTL(\/ h y>e e y+eBk
1
E, = hw <n + 5) , n=0,1,2,3,..., Landau-Niveaus. (2.218)
Insgesamt lauten die Wellenfunktionen also

4 1
(x,y\nk> _ €Zkz'¢n (y + ék) , FE,=hw <n + 5) . (2.219)
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Da die Energien E,, gar nicht von der Quantenzahl & (Impuls in z-Richtung) abhéngen,
hat man eine hohe Entartung, d.h. alle Zusténde |nk) zum selben n haben die gleiche
Energie FE,. Dies ist ein wesentliches Merkmal der Bewegung im konstanten Magnetfeld.
Wir wollen den Hamiltonian Gl. (22I2]) nun auch in der zirkularen Eichung, und
zwar algebraisch mit Hilfe von Leiteroperatoren behandeln, dhnlich dem harmonischen
Oszillator. In d = 2 entspricht die Bewegung im Magnetfeld klassisch der Uberlagerung
zweier harmonischer Schwingungen, d.h. einer Kreisbewegung. Deshalb brauchen wir
zwei Sorten von Leiteroperatoren, die wir zunichst als a(f) und () bezeichnen.
AUFGABE 1a): Zeigen Sie, daB sich H in folgender Form schreiben lift (h = 1),

1
H = —(B'8+ala—sL.), L.=azp,—yps (2.220)
2ml
1
a = 2—l(x +isy), B =I(ipy — spy), s=sign(eB), =, /—\e;]' (2.221)
AUFGABE 1b): Beweisen Sie L, = —s(af3+ a3") und berechnen Sie den Kommutator
(3T, a]. Zeigen Sie damit, daB

T = w ioﬂ Tia L wzg
o= (gt gs@rmg), w=l2l o

Die Winkelfrequenz w, bezeichnet man hierbei als Zyklotronfrequenz.
AUFGABE 1c): Definieren Sie

(a+p) (2.223)

Sl

und zeigen Sie [a,a] = 1. Damit bekommt der Hamiltonian die bekannte Form des
harmonischen Oszillators, H = welala + %), der also nur von den a und af, aber nicht
von den b und b' abhéngt.

In den folgenden Aufgaben wollen wir uns nun mit den Eigenzustéinden des Hamil-
tonians H (Elektron im Magnetfeld, d = 2, zirkulare Eichung) beschéftigen. Sei L, die
z-Komponente des Drehimpuls-Operators (s.u.).

AUFGABE 2a) Zeigen Sie, daB [H,L.] = 0 und es folglich Eigenfunktionen |nm) gibt

mit

N 1
Hlnm) = w, <n + 5) |[nm), L.lnm) = sm|nm). (2.224)

Welche Eigenwerte haben die Operatoren afa und b'b ? Welche Werte kann n dabei
annehmen? Welchen Werte kann m fiir gegebenes n annehmen?

AUFGABE 2b) Driicken Sie a und b durch z, y, 9, sowie d, aus (setzen Sie die magneti-
sche Linge | = (c/|eB|)Y/? der Einfachheit halber gleich Eins). Definieren Sie z = x +isy
und zeigen Sie

al =2 (—az + %) C b =v2 (—az* n Z) (2.225)
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mit den Wirtinger-Ableitungen 8, = 5(8, — is0y) und 0.» = (9, + isdy).

AUFGABE 2c) Benutzen Sie die Darstellung |nm) = (n!(n + m)))~/2(at)™ (67" |00)
und leiten Sie damit die explizite Form der WF im untersten Landau-Niveau n = 0 her,
1
V2mtlom]

Hinweis: beginnen Sie mit dem Fall m = 0.
BONUS-AUFGABE 2d) Berechnen Sie den Erwartungswert (r?),, = (0m|r?|0m). Fiir

endliche Systemfliichen A (Scheibengeometrie) sollte sinnvollerweise 7(r?),, < A gelten.
Zeigen Sie, daf} sich damit eine Oberschranke fiir m mit der Entartung N ergibt,

A l=+/c/leB]. (2.227)

= om2
2.7.3 Bedeutung des Vektorpotentials, Aharonov-Bohm-Effekt

(xy|Om) = Zmem 1l (2.226)

m< Ng—1, Ng

In der QM sind nicht nur die Felder E und B, sondern auch die Potentiale (Vektor- und
skalar) physikalisch wirksam. Wir zeigen das am Beispiel des Vektorpotentials A mit
dem Aharonov-Bohm-Effekt [1.

Ein Elektron bewege sich in der z-y-Ebene, in der der Ursprung senkrecht in z-
Richtung von einer undurchléssigen Spule durchstoflen sei. Das Elektron bewege sich
nur in einem Gebiet 0 auflerhalb der Spule - topologisch gesehen ist dieses Gebiet also
nicht einfach zusammenhdngend (man kann keine Schleife um die Spule legen und die
Schleife ganz auf einen Punkt zusammenziehen). Eine einfache Idealisierung ist eine sehr
diinne Spule mit Magnetfeld

B = &%) (z,y)e.. (2.228)

Hierbei ist ® der magnetische Fluf$ durch die Spule, d.h.
/dxdyBez = . (2.229)

Das Magnetfeld wirkt nur innerhalb, aber nicht aulerhalb der Spule und deshalb nicht
direkt auf das Elektron. Insbesondere wirkt keine Lorentzkraft auf das Elektron. Trotz-
dem hat das Magnetfeld einen Effekt, aber nur iiber sein Vektorpotential: In ebenen
Polarkoordinaten (r,6) schreiben wir dieses als

2rr

P
A = —ey~rotA=0, r#0, %Adr = /dxdyBeZ =d, (2.230)

d.h. wir erhalten {iber den Stokesschen Integralsatz den korrekten Flufl mit dieser Wahl
von A.

%Y. Aharonov and D. Bohm, Phys. Rev. 115, 485 (1959).
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Wir 16sen nun die stationére SG auf einem eindimensionalen Ring mit Radius r > 0,
auf dem sich das Elektron in in der z-y-Ebene bewege: man braucht dann nur die 6-
Richtung des Impulsoperators,

hl ®
€y (p - SA(r)) — 2oy ———, (2.231)

i c2nr

also ist der Hamiltonian

A 1 e 2 K2 ed \2 K2 o\ 2
H pr— < — _A_ ) == — —_— ) == — —_— '—
2m \P (x) 2mr? (86 Zc%’h) 2mr? <89 Z(I)())
21l
o, = T FluB-Quant . (2.232)
e

Wir erhalten also die SG

W(0) =0 (2.233)

. D N\?  2mr?
Hep(0) = Ep(0) ~ [<89—zao> + 7;;7“ E

Mit dem Ansatz () = ¢ mit n € Z erhalten wir auf dem Ring eindeutige Losungen,

$(8) = (6 + 27m),

d\?  2mr? h? P \?

Das Spektrum der Eigenwerte hingt also von ®/®y ab, obwohl klassisch gar kein Ma-
gnetfeld auf das Elektron wirkt! Fiir ®/®; = 0 oder ®/®y = k mit k£ € Z sind die
Eigenwerte einfach die uns bereits bekannten FE, des freien Teilchens auf einem ‘zu-
sammengebogenen Kasten’ der Lénge 2L = 2nr (Intervall [—L, L], Wellenfunktionen
x €%, periodische Randbedingungen),

h2 2 2 h2n2

omLZ  2mr?’
Man kann jetzt auch die Streuung eines Elektrons berechnen, das sich frei in der z-y-
Ebene bewegt. Zwischen Trajektorien von Wellenpaketen, die oberhalb bzw. unterhalb
der Spule laufen, entsteht dann eine Aharonov-Bohm-Phase, die in Interferenzexpe-
rimenten beobachtet wird. Wiederum ist das ein reiner Quanteneffekt, denn es wirkt

ja nirgends ein Magnetfeld auf das Elektron. Die Interferenz ist hier von topologischer
Natur.

E, = (2.235)

2.7.4 Kann man das Vektorpotential wegtransformieren?

Diese Frage kénnen wir uns z.B. im obigen Beispiel des Teilchens auf dem Ring stel-
len, der von einem Aharonov-Bohm-Flul ® = [ dxdyBe, durchstofien wird. Man wére
versucht, die Wellenfunktion ¢ (6) umzutransformieren durch Einfiihren eines neuen Vek-
torpotentials A mit gleicher Rotation rotA = B = 0 wie in Gl. (Z198)

2mr?

0(0) = ez‘@%@&( 0) ~ [89 + — 2 ] 1;( ), funktioniert nicht! (2.236)
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wobei 1; die SG ohne den Aharonov-Bohm-Fluf§ erfiillt. Das funktioniert nicht, denn
damit wire die WF (6) nicht mehr eindeutig: Bei Ersetzen von § — 0 + 27k, k € N
hétte man

. P - 2 o0
W(O + 2nk) = €00 TG () = 157 (0) # 4(0), (2.237)
ausgenommen die Spezialfille, wo (}% ganzzahlig ist und wir bereits aus Gl. ([2:234])

wissen, dafl sich gegeniiber dem Fluf-freien Fall nichts am Spektrum &ndert.

Allgemein stellen wir uns die Frage, wann wir in einem Magnetfeld-freien Gebiet €2
ein Vektorpotential A mit rot A = B = 0 auf Null umeichen kénnen, um z.B. mit dem
einfacheren Hamiltonian H = % +e® arbeiten zu kénnen. Die Eichinvarianz-Bedingung
Gl. (2198)) lautet dann explizit (wir betrachten hier nur den zeitunabhéngigen Fall)

A(x) + Vx(x) = 0. (2.238)

Das ist eine DGL fiir die gesuchte skalare Funktion y(x), die in der klassischen Mechanik
der Definition des Potentials V' einer Kraft F(x) = —VV(x) entspriche. Es gilt

Satz 14. Ein Vektorfeld F(x) auf einem Gebiet Q des R® hat ein Potential, F(x) =
—VV(x), wenn gilt: a) rot F =0 in Q, b) Q ist einfach zusammenhingend. Explizit hat
man

V(x) =— /X dsF(s), (2.239)

0

ein wegunabhingiges Kurvenintegral zwischen einem Aufpunkt xg und dem Punkt x.

Punkt b) ist hier entscheidend: im Beispiel eines Ring-formigen Gebiets  in der z-y-
Ebene um einen Aharonov-Bohm-Fluf} ist 2 z.B. nicht einfach zusammenhingend, und
es existiert deshalb kein eindeutiges y(x), dessen Gradient das Vektorpotential A (x) des
Flusses wegtransformieren konnte.

2.8 Das Wasserstoff-Atom

2.8.1 Kugelsymmetrische Potentiale in d = 3
Die stationdre SG in d = 3

A
——+V(x)| ¥(x) = EV¥(x) (2.240)
2m
enthélt den Laplace-Operator
0? 0? 0?
A_W+@+@' (2.241)

Fiir ein allgemeines V(x) ist es meist sehr schwierig, diese Gleichung exakt zu lésen.
Einfacher wird es, wie in der klassischen Mechanik, bei zentralsymmetrischen Problemen,
d.h.

Vx)=V(r), r=]|x|. (2.242)
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FEin Beispiel ist das Coulomb-Potential, das durch eine fest am Ursprung x = 0 sitzende
Punktladung Ze > 0 erzeugt wird und auf ein Teilchen der Masse m und Ladung —e im
Abstand r vom Ursprung wirkt,

Ze?

Vi(r)=- pr— (2.243)

Hier ist es natiirlich vorteilhaft, Polarkoordinaten geméif
x=rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcosl (2.244)

einzufithren und damit den Laplace-Operator auszudriicken,

10 ov 171 0 ov 1 9*0
A= =2 (2 o L (sine )+ -2 . 2.24
r2 Or <T 61") + 7r2 [sin@@@ (Sm 89) * sin2 0 8902] ( 5)

Die WF ¥ = U(r, 0, ¢) hingt jetzt ebenfalls von Polarkoordinaten ab. Wir multiplizieren
die SG mit 72,

0 <r26—qj) L 2[E—V(r)]\ll—[ Lo (sin@a—qj) T 82\11} =0,

or or 2 sin 6 06 00 sin? 0 Op?
was man mit Hilfe zweier Operatoren A und € als

A+ QU = 0

o= o (r 8r> + 23 B = V(n))v

i ) v 1 v

v = —|— 2 (nel) 4+ L 271
[sin@ 26 (Sm@ aa) T SmZe &A

schreiben kann. Das suggeriert einen Separationsansatz der Form
U(r,0,¢) = R(r)Y (0, ). (2.246)

Die Gleichung hW 4+ Q¥ = 0 bedeutet

~

hR(r)Y (0,9) + QR(rY (0,¢) = Y(0,9)hR(r) + R(r)QY (8,¢) =0

1 -

——hR = ————O0Y(0,p) = —c. 2.247

- Fy ) (0,0) = —c (2.247)

Damit haben wir den Radial-Teil R(r) vom Winkel-Anteil Y (6, ¢) absepariert, und

beide Anteile konnen getrennt behandet werden. Der Winkel-Anteil kann exakt gelost

werden - er hiangt mit dem Drehimpuls zusammen. Der Radial-Anteil kann fiir ein allge-

meines Potential V' (r) i.A. nur numerisch bestimmt werden. Fiir das 1/r-Potential gibt
es aber wie beim Kepler-Problem eine exakte Lésung.
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2.8.2 Der Winkel-Anteil

Der Winkel-Anteil von (Z247) fiihrte uns auf das Eigenwertproblem QY = ¢V, ausge-
schrieben also

1 0 (. 0Y(0,¢) 1 9°Y(0,9)]
[sin@@@ (sm@ 00 )+sin20 0p? =Y (0,9). (2.248)

An dieser Stelle werden wir die Eigenfunktionen Y des Operators Q) nicht explizit kon-
struieren, sondern nur das Ergebnis angeben und hierauf im néchsten Kapitel iiber den
Drehimpuls zuriickkommen.

Ahnlich zum harmonischen Oszillator stellt sich heraus, daf8 es Losungen von (2.248))
nur fiir Werte ¢ = —[({+1) gibt, wobei | = 0,1,2,3, ... eine ganze Zahl ist. Alle Losungen
konnen durch zwei Quantenzahlen | und m charakterisiert werden, wobei m eine ganze
Zahl mit Werten —I, -+ 1,...,1 — 1,1 ist.

Die Losungsfunktionen werden als Kugelflichenfunktionen (spherical harmo-
nics) bezeichnet und haben explizit die Form

20+ 1 (1 — |m|)! Im| :
Y. (6 — 1)(m+Im))/2,1 p 0)eime
lm( 590) ( ) AT (l+|m|) 1 (COS )6
I+|m|
Im| _ 1 L 2\|m|/2 d 2\l
AMw) = g1 a L
I = 01,23,... m=—l,—l+1,—142,....1—1,1. (2.249)

Die Pl|m| hierin heiflen assoziierte Legendre-Polynome. Die Kugelflichenfunktionen
bilden ein vollsténdiges Orthonormalsystem (VOS) auf der Oberfliche der Einheitskugel
|x| = 1. Wir schreiben die Vollstandigkeitsrelation explizit auf,

llm) «—— Y},(0 (2.250)
2w
(I'm/|lm) = 8y Sy —— / / Y ( Y. (0, @) sin0dOdy = & dmm’.

Die Kugelflichenfunktionen mit [ = 0,1, 2, 3,4, ... werden hiufig als s-, p-, d-, f-, g-,...
Orbitale bezeichnet, vor allem in der Quantenchemie. Ihre explizite Form lautet

1 3 3 .
Yoo = —=—=, Yip=iy/— Yid1 = Fiy/ —sin - e 2.251
00 i 0 =1/ cosf, Y141 = Fi . sinf - e (2.251)

Kugelflichenfunktionen werden in vielen Bereichen der Wissenschaft benutzt, wenn es
um die Entwicklung von Funktionen im dreidimensionalen Raum geht.

2.8.3 Der Radial-Anteil

Der Radialanteil der SG folgt aus ([2.247) mit ¢ = —I(l + 1),

R(r) = 0. (2.252)
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Fig. 2.1: Absolute squares of various spherical harmonics. From
http://mathworld.wolfram.com/SphericalHarmonic.html

Fiir das Wasserstoff-Atom lautet das anziehende Coulomb-Potential, das vom Proton
mit Ladung +e > 0 erzeugt wird (Z = 1),

2

Vi) =~ (2.253)

ZWEIKORPERPROBLEM, REDUZIERTE MASSE.

Streng genommen ist die Schridinger-Gleichung hier schon nicht mehr giiltig, denn
sie beriicksichtigt keine relativistischen Effekte. Letztere fithren zu weiteren interessanten
Feinstruktur-Effekten und werden u.a. in QM II behandelt. Weiterhin ist das Proton kein
Elementarteilchen, sondern aus Quarks zusammengesetzt. Die Struktur des Protons wird
in der obigen SG also auch nicht beriicksichtigt.

Wir geben fiir die Eigenwerte der Energie und die Radialfunktionen zunéchst nur das
Ergebnis an: fiir Zustéinde, in denen das Elektron an das Potential ‘gebunden’ ist (analog
zu den Kepler-Ellipsen im Kepler-Problem), sind die méglichen Eigenwerte £ = E,
durch eine Hauptquantenzahl n charakterisiert,

1 e 1

E, = ——————, n=1,2,3,... Lyman-Formel
2 4mwegag n?
47T€0h2

ay = Bohr Radius. (2.254)

me2
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Die Radial-Anteile der WF fiir gebundene Zusténde sind

2 [(n—1-1) _ 2\ 2
Rn - _= N T/nao - L21+1 - | = 0.1.... —1 2.255
i) 2\ [ P (n0> i \nag )7 P (2259

! dn—m
L(z) = (—1)m%ezx*mme*zx" verallgemeinerte Laguerre-Polynome.
n—m)! x

Die gesamte WF fiir gebundene Zusténde des Wasserstoff-Problems lauten deshalb geméf
unserem Separationsansatz (2.246]),

\I]nlm(rv 07 QO) = Rnl(T)YZm(@’ 90)- (2'256)

In Dirac-Notation schreiben wir die stationdren Zusténde als [nim), d.h.
[nlm) < (rinlm) = W, (r). (2.257)

Der Grundzustand des Wasserstoffproblems ist der Zustand |GS) = [100) mit der Energie
Ey = —13.6 €V fiir ein Elektron. Die Entartung der Energieniveaus E,, d.h. die Anzahl
linear unabhéngiger stationédrer Zustéinde mit gleicher Energie F,,, ist

n—1

> @+1) =n’ (2.258)

=0
Hierbei sind der Spin sowie Feinstruktur-Effekte durch relativistische Korrekturen noch

nicht beriicksichtigt.

2.9 Der Drehimpuls

Symmetrien spielen in der Physik eine wichtige Rolle. Die oben betrachteten Zentralpo-
tentiale V(r) haben Rotations-Symmetrie. In der klassischen Mechanik folgt deshalb mit
dem Noether-Theorem die Existenz einer Erhaltungsgrofie (Drehimpuls). Beim Kepler-
Problem folgte daraus der Flidchensatz (Keplers zweites Gesetz).

2.9.1 Definitionen

In der klassischen Mechanik ist der Drehimpuls einer Punktmasse am Ort x und mit
dem Impuls p definiert als

L =xxp, (2.259)
in kartesischen Komponenten also

L=|x 2 a3 |= (T2p3 — T3p2,T3p1 — T1P3, T1P2 — T2p1)” - (2.260)
b1 P2 D3



2. Grundziige der Quantenmechanik 80

Der entsprechende quantenmechanische Ausdruck folgt aus dem Korrespondenz-Prinzip,

X= (-%17@27'%3)717 p = —1hV = _Z‘h(ampaxgv 8£3)T = (ﬁ17ﬁ27ﬁ3)- (2261)

Fiir den Operator des Drehimpulses bedeutet das
L = —ih& x V = (Zap3 — &3pa, £3P1 — 1P3, B1p2 — T2P1)” - (2.262)

2.9.2 Drehimpulsquadrat und Kugelflichenfunktionen

In Kugelkoordinaten hat man

L, = —ih <— smgo— — cos p cot 92>
dp
L, = —ih( cosp— —sinpcot Hi
y = ‘P 12 Do
L, = —zhi (2.263)
z - 890 N
sowie fiir das Quadrat
iy iy sy 1 9 o) 1 02
=102+ 12+ 1%=-1 — 0= | + ———|- 2.264
w iyt sn000 \""%0 ) T snZa 02 (2:264)

In Kugelkoordinaten ist die z—Achse die zentrale Achse, um die die Winkelkoordinate
o rotiert. Die Drehimpuls-Komponente L. entspricht Drehungen um die z-Achse, der
entsprechende quantenmechanische Ausdruck wird deshalb sehr einfach: er ist durch eine
Differentiation nach ¢ gegeben.

Der Operator fiir das Quadrat des Drehimpulse, L2, ist gerade das —h2-Fache des
Ausdrucks fiir 2, Gl. (2246)), im Winkelanteil des Laplace-Operators, d.h.
”? 20 Q
E— + - —
or2  ror r?
9 20 L2

~ o2 +7“87“ h2r2’ (2.265)

Insbesondere sind also die Eigenfunktionen Y7, von Q) auch Eigenfunktionen von L2, vgl
Gl. 2248)) mit ¢ = —I(l + 1),
L2V (0, 0) = A1+ 1Y, (0,¢), 1=0,1,2,3,... (2.266)

Weiterhin besteht die Abhéngigkeit der Kugelflichenfunktionen Y;,,(6,¢) vom Winkel
¢ nur iiber den Term e"#: daraus folgt

L.Yim(0,9) = hmYiu,(0,9), m=—l,—1—1,..,1—1,, (2.267)

A:

was bedeutet, dafl die Y},,, (0, ¢) auch Eigenfunktionen der z-Komponente des Drehimpul-
ses sind. Das ist Ausdruck eines allgemeineren Theorems iiber gemeinsamer Eigenfunk-
tionen, das wir gleich weiter unten diskutieren. Wir fassen aber zunéchst noch einmal
zusammen:
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Satz 15. Der Hamiltonian eines Teilchens der Masse m im kugelsymmetrischem Po-
tential in d = 3 Dimensionen lifit sich mit Hilfe des Drehimpuls-Quadrats L? schreiben
als

~ R2A R 9% 20
H = _%—'—V(T): mork | ror + Verr (1)
L2
Ver(r) = Sy + V(r), Effektives Potential. (2.268)

Die entsprechenden Eigenfunktionen U, (r, 0, @) sind auch Eigenfunktionen des Drehimpuls-
Quadrats L2 und der z- -Komponente des Drehimpulses LZ,

ﬁanlm(ra ‘97 (P) = En\I]nlm(rv 07 (P)
i‘2anlm(ra‘97¢) = h2l(l + 1)\Pnlm(r707§0)
ffz \I/nlm(ra 0, 90) = hm\pnlm(ra 0, 90)- (2'269)

Das effektive Potential Vg (r) kennen wir bereits aus der Behandlung zentralsym-
metrischer Probleme in d = 3 in der klassischen Mechanik, vgl. MECHANIK-SKRIPT
Gl (1.74). Dort kann man es gebrauchen, um sich zunchst einen ersten Uberblick iiber
die klassische Bewegung zu verschaffen, die wegen Drehimpulserhaltung in einer festen
Ebene ablduft (vgl. Kepler-Problem). Aus dem Energieerhaltungssatz

_ L _ M2 22 _m.o ?
E = 5 MV —|—V(’I“)—2(T +r¢>+V(T)—2T —|—2 5+ V(r)
- %fﬂ + Vegr () (2.270)

folgt ja eine DGL fiir 7(¢)(0 < r < o0). Der Term % heifit Drehimpulsbarriere
und entspricht einem abstoffenden Potential. Wir betrachten als Beispiel ein anziehendes
1/r-Potential (Gravitationspotential oder Coulombpotential), also

L? o

- — 2.271
2mr? r ( )

Vet (1) =

mit « > 0. Die Schnittpunkte von Veg(r) mit der Gesamtenergie E bestimmen die
Umkehrpunkte der Bahn, d.h. die Radii » mit verschwindenden Radialgeschwindigkei-
ten 7 = 0. Je nach Wert vom Drehimpuls L und Gesamtenergie E gibt es gebunde-
ne Losungen (sie entsprechen den Kepler-Ellipsen der Planeten) und nichtgebundene
Losungen, bei denen die Korper aus dem Unendlichen kommen, am Potential gestreut
werden und dann wieder im Unendlichen verschwinden. Entsprechend unterscheidet man
auch in der Quantenmechank zwischen gebundenen Zustéinden und Streuzustinden.

2.9.3 Gemeinsame Eigenfunktionen kommutierender Observablen

Wir kommen jetzt auf die oben diskutierten gemeinsamen Eigenwert-Gleichungen L2V}, =
R21(1 4+ 1)Yy,, und L.Y},, = hmY, zuriick. Hierzu benotigen wir folgendes Theorem:
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Satz 16. Zwei miteinander kommutierende Observablen (selbstadjungierte Operatoren)
A und B haben gemeinsame Figenfunktionen.

Zum Beweis schreiben wir die EW-Gleichung zum EW «,
Ala) = ala) ~ AB|a) = BAla) = aB|a), (2.272)

also ist B|a) EV von A zum EW «. Falls « nicht entartet ist, mufl Bl«) in der linearen
Hiille von « liegen, also proportional zu « sein, was Bla) = f|a) mit § € C bedeutet,
d.h. |o) ist EV von B zum Eigenwert £3.

Falls o n-fach entartet ist, lautet die EW-Gleichung fiir A

Aley) = aloy), i=1,...,n.~ AB|ay) = BAlay) = aBlayg),

und wieder mufl B|ay) in der linearen Hiille aller Eigenvektoren |a;) von A liegen, die
den Unterraum zum Eigenwert « aufspannen:

Blag) =Y (culBag)lai),  Alas) = ales), (ailog) = bij. (2.273)
i
Da B = BT selbstadjungiert ist, mufl gelten
cik = (og|Bag) = (Boy|ag) = (ag|Bay)™ = ¢y, (2.274)

d.h. die Matrix C' der Koeflizienten c¢;; ist selbstadjungiert. Dann kann man sie aber mit
Hilfe einer unitidren Transformation diagonalisieren geméfl

C=SDS™", ~Blag) = > SipuDuS,;lai)
iy

> SuBlax) = > SiuDuS Sulei) =Y SuDilos)
K ik i

~ Blay) = Dila), ) => Salar), 1=1,...n.
Aleg) = Z&'lﬂ%‘) = aZSu\ai> = alay)”. (2.275)

Damit sind die neuen Basisvektoren der unitér transformierten Basis |«;)’ Eigenvektoren
von B mit Eigenwerten D;, und gleichzeitig Eigenvektoren von A mit dem Eigenwert a.
QED.

2.9.4 Drehimpuls-Kommutatorrelationen

(Wir in Teilen in den UBUNGSAUFGABEN behandelt). Als Operatoren vertauschen
die Komponenten L, L,, L. des Drehimpulsoperators nicht, sondern es gelten die
Drehimpuls-Vertauschungsrelationen, die man direkt durch nachrechnen bestétigt
(UBUNGSAUFGABE)

[Ls, Ly] = ihL., plus zyklische Vertauschung , (2.276)
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was man mit Hilfe des epsilon-Tensors als
[Lj, L] = icjmly (2.277)
schreiben kann. Weiterhin gilt fiir den Kommutator von L2,
L2, L,] = [L% L, = [L% L.]=0. (2.278)

Nach Sat4I6 haben z.B. L2 und L, also ein gemeinsames System von Eigenfunktionen.
Umgekehrt stellen wir jetzt die Vertauschungsrelationen (VR) von Operatoren J;

(i, Jk] = i€y,  J.k,01=1,2,3 (2.279)

als abstrakte algebraische Relationen an den Anfang. Wir fragen nach mdoglichen Dar-
stellungen dieser VR durch Hilbertraum-Operatoren. Dabei st6t man auch auf halb-
zahlige Drehimpulse, z.B. den Spin 1/2. Wir gehen dabei wie folgt vor: Zunéchst gilt
(UBUNGSAUFGABE)

(J2, 5] =0, J?>=J2+J2+J2, (2.280)
damit haben J? und J3 nach Satz (I6]) ein gemeinsames System von Eigenfunktionen,
J2\) = Ny, J3|Av) = my,|\v). (2.281)

Hierbei kénnen die Eigenwerte A von J? im Allgemeinen entartet sein, die Eigenzustéinde
|A\v) werden deshalb mit weiteren Quantenzahlen v gekennzeichnet.

Jetzt definiert man Schiebeoperatoren, um analog zum harmonischen Oszillator
eine algebraische Behandlung durchzufithren. Wir definieren

Jy=J1xidy, [Js,Ji] = +Jy, (2.282)
und es gilt ((BUNGSAUFGABE)

J_J W)y = A=m2—m,)|\), A—m2—-—m, >0

v v

JsJo Ay = (my + 1)Av). (2.283)

Mehrfaches Anwenden von J; auf |Av) gibt immer hohere Werte m,,, obwohl m,, be-
schrinkt sein muss. Es existiert also ein maximales m,, = j, fiir das man

jzmy, A=j(+1) (2.284)

erhélt. Analog findet man durch Anwenden des Schiebeoperators J_ ein minimales m, =
—j. Es gilt also

—Jj<my <. (2.285)

Von —j gelangt man nach j in ganzzahligen Schritten nur, falls j entweder ganz oder
halbzahlig ist! Die Quantenzahl j des Drehimpulses hat also nur die moglichen Werte

1 3
j:07_717

— .. 2.286
21,2, (2256)
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Fiir gegebenes j gibt es 25 4+ 1 Eigenwerte m von Js, wir haben also
J2jm) = j(G + Dljm),  Jslim) = m|jm). (2.287)

Damit haben wir die méglichen Eigenwerte von J? und .J; gefunden! Bis auf einen
beliebigen Phasenfaktor hat man weiterhin (UBUNGSAUFGABE)

Jeljm) = /(G Fm)(G £m + 1)|jm + 1). (2.288)

2.10 Der Spin

2.10.1 Empirische Hinweise auf den Spin

(GASIOROWICZ) Erste empirische Hinweise kamen {iber Atomspektren und die Idee
W. Paulis (1924), neben den Quantenzahlen n, [, m eine weitere zweiwertige Quantenzahl
einzufithren. Goodsmit und Uhlenbeck schlugen daraufhin das Konzept des intrinsischen
Drehimpulses eines Elektrons mit dem Wert s = % vor. Ein weiterer empirischer Hinweis
ist der Stern-Gerlach-Versuch.

Der Stern-Gerlach-Versuch benutzt einen Atomstrahl mit Ag-Atomen, die in z-
Richtung fliegen. Dabei treten sie durch ein inhomogenes Magnetfeld B = B(z)e,, das in
z-Richtung zeigt. Wenn die Atome ein magnetisches Moment p == (fiz, fly, p-)T haben
(vgl. Magnetostatik), so ist die potentielle Energie im Magnetfeld B durch das Potential
V(z) = —uB gegeben, was zu einer Kraft F in z-Richtung fiithrt gemif

F=-VV(z) = (0,0, B'(2))". (2.289)

Nach der klassischen Mechanik wiirde das eine kontinuierliche Ablenkung der Atome in
z-Richtung geben. Beobachtet werden aber nur zwe: Flecke. Weitere dhnliche Untersu-
chungen fiihren zu folgendem Schlufi: Das magnetische Moment der Atome ist letztend-
lich auf die einzelnen Elektronen zuriickzufiithren. Weiterhin existiert der Effekt auch fiir
ein einzelnes Elektron.

2.10.2 Pauli-Matrizen

Aus der Drehimpuls-Algebra im vorherigen Kapitel hatten wir bereits die Moglichkeit
halbzahliger Werte fiir die Drehimpulsquantenzahl j erkannt. Mit j = % gibt es dann
zwei Moglichkeiten fiir die entsprechende Quantenzahl m, ndmlich m = :l:%. Deshalb
postulieren wir: Das Elektron hat einen Eigendrehimpuls (Spin) vom Betrag i/2 mit
zwei Projektionen +h/2, der mit einem magnetischen Moment verkniipft ist. Es gilt
dann

Satz 17. Der Operator des Spin-Drehimpulses S des Elektrons erfillt wie alle Drehim-
pulse [Sj, Si| = i€jiSi; insbesondere gilt

S%sm) = s(s+ 1)|sm), Sz|sm) =m|sm), s=-, m= :I:%. (2.290)



2. Grundziige der Quantenmechanik 85

Eine explizite Darstellung der Spinoperatoren erfolgt durch die Pauli-Matrizen o; mit-
tels S; = gai (mit o1 = 0, 09 = 04,03 = 0;),

01 0 —: 1 0
O'x—(l 0), O'y—<2, O>’ O'Z—(O _1). (2.291)

Die Pauli-Matrizen haben die Eigenschaft

or=or=0r = 1 (2.292)

020y +0yo, = 0, 0,0,+0.0,=0, o0,00+0y0.=0 (2.293)

Der Beweis der Vertauschungsrelationen [S;, Si] = i€jiS; mit S; = gai sowie der
angegebenen Eigenschaften der Pauli-Matrizen erfolgt durch direktes NACHRECHNEN.
Im Gegensatz zu den ganzzahligen Drehimpulsen [ = 0,1, 2, ..., die wir beim Was-
serstoffproblem kennen gelernt hatten, 148t sich der halbzahlige Spin j = s = % nicht

mittels Differentialoperatoren darstellen, insbesondere 148t er sich nicht auf irgendwelche
Kombinationen von Ort und Impuls zuriickfithren. Er ist eine echte neue, quantenme-
chanische innere Eigenschaft des Elektrons, fiir die es kein Korrespondenzprinzip gibt.

AUFGABE: Der Spin-Operator S = (S, Sy, S,) des Elektrons erfiillt per Definition
die Drehimpulsalgebra [S;, Sk] = ihejiS;. Ein Zustand werde durch |s,s.) dargestellt
(s = 1/2 und s, = £1/2) und geniigt den Eigenwertgleichungen S?|s,s.) = h?s(s +
1)|s,s.) und S;|s, s;) = hs.|s, s,).

1. Wir geben die Spin-Operatoren in der konventionellen {S, }-Darstellung an, in der
S, diagonal ist:
S, = +h/2 0 _
0 —h/2

Leiten Sie nun Ausdriicke fiir die Operatoren S, und Sy her, indem Sie das Ergebnis
von Aufgabe 18 nutzen. Bestimmen Sie dazu zunichst die Matrixelemente der
Operatoren S+ = S, £ 1S, und verwenden Sie die Gleichung

Sils,s.) = h\/(s Fs)(sts,+1) s, s, £1).

Mit der Definition der Pauli-Matrizen o = (04,0y,0)

_ __ (01 _ _ _ (0 — _ __ (10

ldsst sich das Ergebnis kompakt als S = ga schreiben.

2. Zeigen Sie die folgende Eigenschaft der Pauli-Matrizen durch explizites Nachrech-
nen:
0j0K = iejklal + (Sjkl.
Beweisen Sie, dass daraus fiir den Kommutator [0}, 01| bzw. den Antikommutator
{0j,01} = ojo, + oo folgt:

[0, 0%] = 2iejr00, {oj, 01} =20j;1.
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2.10.3 Spin-Hilbertraum C?

In der Quantenmechanik IT wird sich der Spin in natiirlicher Weise aus der relativis-
tischen Dirac-Gleichung ergeben. Von dort werden wir auf die Pauli-Gleichung (nicht-
relativistischer Grenzfall der Dirac-Gleichung) gefiihrt (vgl. SKRIPT Quantenmechanik
Sommersemester 2007).

Das zusétzliche quantenmechanische Potential (Zeeman-Term), das auf ein Teil-

chen mit Spin s = % in einem Magnetfeld in z-Richtung wirkt, lautet

H,p = —gepupBo,=—g.upB ( (1) _01 ) ,  ge =1 in Dirac-Theorie(2.294)
eh

up = —— Bohr-Magneton, (2.295)
2m

wobei g, der g-Faktor des Elektrons ist. Das magnetische Moment wird in der QM also
ein Operator p = g.upo. Proton: g, = 2.79.., Neutron g, = —1.91... In dieser Form ist
der Hamiltonoperator H,p also eine 2 x 2-Matrix, die ausschliefllich die Wirkung bes
Magnetfelds auf den Spin des Teilchens beschreibt. Allgemein gilt

Satz 18. Der Hilbertraum H der inneren Spin-Zustinde ein Spin—%—Tez’lchens (kurz
’sz’n—% ) ist der komplexe Vektorraum H = C?, der z.B. von den zwei Eigenzustinden

VON O,

Me=ited=(g ) 1=lte=(1]) (2.296)

aufgespannt wird. Jeder Spinzustand |x) ist eine Linearkombination |x) = | 7).+ 5] 1)-
mit o, 8 € C. Alle linearen Operatoren A auf H lassen sich durch Linearkombinationen
der Paulimatrizen und der Finheitsmatriz 1 darstellen,

AZCQi—FClUl—f—CQJQ-f—CgUgECOi—i-O'C, ¢ eC (2.297)

mit ¢ = (c1,c2,c3) und dem Vektor der Pauli-Matrizen o = (01, 02,03),

() CN) e

Zum Beweis: Der C? hat die angegebene Basis. Die linearen Operatoren auf C?
sind die linearen Abbildungen, die durch 2 x 2-Matrizen dargestellt werden, fiir die es
eine Basis aus vier linear unabhingigen Matrizen gibt. Die o; und 1 sind aber linear
unabhéngig und bilden deshalb eine solche Basis. QED.

SchlieBlich ist eine weitere niitzliche Eigenschaft der Pauli-Matrizen wie folgt gegeben
(AUFGABE)

Satz 19. Fir den Vektor der Pauli-Matrizen o = (01,02,03), einen reellen Einheits-
vektor n und einen reellen Parameter o gilt

€M — (cos )1 + i(sin a)on. (2.299)
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2.10.4 Kombination von Spin- und Bahnzustinden

‘Bahnzustidnde’ sind die Zusténde |¢)) € Lo(£2) mit quadratintegrablen Wellenfunktio-
nen ¢ (r) im Ortsraum, die wir bisher betrachtet hatten. Hinzu kommt jetzt der innere
Spin-Freiheitsgrad mit den Spinzustinden |y) € C2, die fiir Spin s = 1 einfach zweikom-
ponentige Vektoren sind. Beides kann nun durch Bildung des Tensorprodukts der zwei
Hilbertraume zusammengefafit werden:

Definition Der Hilbertraum der Spinoren besteht aus Elementen des Tensorprodukts
H = Ly(Q) ® C2, d.h. Linearkombinationen der Form

0) = ) @ x), W) € La(Q),  |xi) € C* (2.300)

7

Das Skalarprodukt in H ist
(U[W) = () e (W) (X xg) - (2.301)
(]
Wenn wir den Spin-up- und den Spin-down-Anteil zusammenfassen, bekommen wir eine

Entwicklung in der Basis des C?, d.h. nach Spin-Eigenvektoren | 7)., | |), in der iiblichen
Form

U) =T @[ 1) +[T) @ 1)y [¥o) € La(Q), o=T,]. (2.302)

Wir schreiben damit in Dirac-Notation die Spin-o-Komponenten des Zustands |¥) im
Ortsraum als

(zo|¥) = U, (x), o=T,1, (2.303)

und |(zo|¥)|? ist die W-dichte, das Teilchen am Ort 2 mit Spin in o-Richtung zu finden.
Manchmal schreibt man auch

(|0) = ( v ) (2.300)

als zweikomponentigen Vektor mit Lo-Wellenfunktionen als Komponenten. In konsisten-
ter Dirac-Notation ist dann

(1 [2|¥) = ¥y(z), (| [(2[¥) =¥ () (2.305)

als Projektion auf die jeweiligen Spin-Komponenten.

Sei weiterhin |n) eine Basis des ‘Bahn’-Hilbertraums Lo(Q2). Dann ist {|n) ® |o).},
o =1, | eine Basis des Tensorprodukts (Spinorraum) H, dessen Elemente Linearkombi-
nationen sind,

‘\I]> = Z Z Cna’n> & ’0>27 cno € C. (2.306)

n o=l
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Definition Auf einem Tensorprodukt H = Hi1 ® Hs zweier Hilbertrdume sind lineare
Operatoren durch A = A; ® Ay gegeben, wobei der lineare Operator A; in H; und
entsprechend A, in Ho wirkt geméf

AW) = A | ¥) @ [xi) = D iAW) ® (Aafa)). (2.307)
Im Hilbertraum der Spinoren bedeutet das Folgendes:

Satz 20. Im Hilbertraum H = L2(Q) ® C? der Spinor- Wellenfunktionen (Bahn- und
Spinanteil) eines Elektrons haben lineare Operatoren die Form

A = Oxp)®ice, Ie== ( (1) (1) > , nur Bahnanteil (2.308)
P . a b . .

A = 15, ® ( . d > ,  nur Spinanteil (2.309)
A = Okx,p)® < CCL Z ) , beide Anteile , (2.310)

wobei 1y, der Einheitsoperator (‘unity’) bezeichnet, der ‘nichts’ auf dem Bahnanteil
€ La(Q) der Wellenfunktion bewirkt.

Der Fall ‘beide Anteile’ wird als Spin-Bahn-Kopplung bezeichnet und ist z.B. fiir
die Feinstruktur des Wasserstoffspektrums wichtig (QM II).

Wir betrachten nun den Hamiltonoperator mit dem zusétzlichen Zeeman-Term Gl. (2294]),
das auf ein Teilchen mit Spin s = % in einem Magnetfeld wirkt. Fiir ein Magnetfeld B,
das jetzt in eine beliebige Richtung zeigen soll, verallgemeinern wir den Spin-Anteil

Gl (2293,

h
Hy,p = —gee—Baz, Magnetfeld in z-Richtung (2.311)

h

H,p = ~Yey oB, Magnetfeld in beliebige Richtung (2.312)

mit dem Vektor o = (01, 09,02) der Pauli-Matrizen, Gl. (2:298)). Insgesamt wird dann
mit dem Bahnanteil der Hamiltonian des Elektrons zu

A 52 A~ ~ _eh
H = (p—+V( )>®1C2+1L2®( 296 >UB. (2.313)

2m m

In der Praxis lafit man in der Notation meist die Einheitsoperatoren einfach weg und
schreibt die entsprechende Schrodinger-Gleichung dann als

m—\m = H|D)

-2
2 p geeh
H = — —
2m + V(X) 2m

(2.314)
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2.10.5 Anwendung: Zeeman-Aufspaltung

Wir betrachten die Pauli-Gleichung mit konstantem Magnetfeld B und skalarem Poten-
tial ®(r),

—eA?  eh
00 = gy, H= LA g o). (2.315)
2m 2m

Wir wéhlen das Vektorpotential A als

1
A= §B Xr (2.316)
und erhalten (AUFGABE)
p2 uB e? 2
H:%+€@(r)+?(L+hd)B+8—m(BXI') (2.317)

mit dem Drehimpuls L. Fiir kleine Magnetfelder schreiben wir genéhert

2

H=Hy+V, Hy= ;’—m +ed(r), V=L2(L+ho)B. (2.318)

Seien |nlm) die Eigenzustinde von Hy mit Eigenenergien E? fiir ein Coulombpotential
O (r) (Wasserstoff-Atom). Wir schreiben die Eigenzusténde von H mit Spin als Produkt-
zustinde,

Inlmao) = Inlm) ® |o), (2.319)

wobei |o) ein Spinor-Eigenzustand von on, n = B/B ist. Dann sind die zugehérigen
Eigenenergien Fyjmo

Enlmo = ETOL + MBB(m + 0'), (2320)

d.h. die urspriinglichen EY werden aufgespalten (AUFGABE: Aufspaltung im Term-
schema skizzieren!)

2.10.6 ‘Drehung der Stern-Gerlach-Apparatur’ (I)

Die zwei Spin-Zustéinde

| T,ez), |l ez) (2.321)

mit m = £1/2 sind Eigenzusténde von S, bzw. der Pauli-Matrix o,

ol T,ez) = +1|T,ez><—>((1) _01)<(1)>:+1<(1)) (2.322)

wlte) = —ttede (o S)(])=1(]) e
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und damit Eigenzustéinde des ‘Zeeman-Term’-Hamiltonians H,p = —g.upoB in der
Pauli-Gleichung fiir Magnetfeld B = (0,0, B) in z-Richtung.

Jetzt drehen wir das Magnetfeld in eine beliebige Richtung n, so dal B = Bn . Wir
wollen wieder die Eigenzustéinde von H,p berechnen (der Vorfaktor —g.upB spielt hier
keine Rolle). Dann brauchen wir die Eigenzustinde des Operators

. —id
(on) = <S;O;3¢ Slilf;,g > , 1= (sinfcos ¢,sin fsin ¢, cos ), (2.324)

fiir die gilt (AUFGABE)

cos Le~10/2

(en)| 1.m) = | T.m), |T,n>:( " > (2.325)
_in £ e—it/2

(on)[ I,n) = —[[,n), H,n>:< 5;2§:i¢/2 ) (2.326)

wobei der Index . anzeigt, dafl sich die Komponenten auf die Basis der | 1,e.), | |,e,)
bezieht.

2.11 Zeitentwicklung in der Quantenmechanik (I1)

Mit der Zeitentwicklung hatten wir uns bereits weiter oben in Abschnitt (ZI1.4]) beschiftigt.
Bitte dort WIEDERHOLEN!
2.11.1 Unitérer Zeitentwicklungsoperator

Die Schrédingergleichung
L0 A
i W) = AW@), Bt =0)) =B, |¥(t)) €N (2.327)

beschreibt die Zeitentwicklung von Zustdnden im Hilbertraum H als Anfangswertpro-
blem. Sie wird bestimmt durch (den hier zunéchst zeitunabhéngigen) Hamiltonian H
und den Anfangszustand |¥(¢ = 0)). Formal kann man die SG dann 16sen durch

A

|U(t)) =U®)|w(t=0), Ul = e ht, Zeitentwicklungsoperator . (2.328)

Hierbei ist die Exponentialfunktion eines Operators A iiber die Reihe definiert,
o 4
~ ATL
=) (2.329)

!
n=0

Wir konnen die Zeitentwicklung umkehren,

U~Yt)|w (b)) = |¥(t = 0)). (2.330)
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Dann gilt

~

U~L(t) = etallt = U (—t), (2.331)

denn mit dieser Form werden beide Seiten in Gl. (2330 fiir alle Zeiten ¢ gleich: fiir t = 0
ist das offensichtlich, und die zeitliche Anderung beider Seiten verschwindet,

%eﬂfﬂm(t» = eTHGED(1) + e (—i) T (t)) = 0. (2.332)

Definition Ein unitirer Operator U im Hilbertraum A ist ein linearer Operator mit

~

Definitionsbereich D(U) = H, der das Skalarprodukt invariant 148t, d.h.

(Ule), U19) = wUIU) = (1), 1) = (¢]9). (2.333)
Es gelten folgende Aussagen:

Satz 21. Unitdre Operatoren U erfiillen Uto =1 (Einsoperator), und ihr Inverses ist
U-! = Ut. Sie sind normale Operatoren, d.h. sie erfiillen UtU = UUt. Weiterhin ist

L Ht

der Zeitentwicklungsoperator U (t) = e n"" ein unitirer Operator.

Beim Zeitentwicklungsoperator gilt ndmlich (A = 1)

. (=i YT NiHt g, o
n=0 ’ n=0 ’

2.11.2 Gruppeneigenschaft
Wenn man als Anfangszeit in der Schrodingergleichung ein beliebiges tg wihlt, gilt Ent-
sprechendes:
.0 -
iho [(t) = H[¥(E), [¥(t))=[T)o
“|U(B) = Ult—to)|¥(to)) = e 77| w),. (2.335)

Weiterhin verifiziert man

Ut —t)U(t —ty) = e wltt)e—gHti—to) — o3 H(i~10) — (¢ — t,) (2.336)
Ut)U(ty) = Uty +t2), U(0)=1. (2.337)

Die U(t) bilden also eine Gruppe mit kontinuierlichem Parameter ¢, nach dem man
die Gruppenelemente differenzieren kann. Solche Gruppen werden als Lie-Gruppen
bezeichnet. Die Ableitung bei t = 0 mit U(t = 0) = 1 bezeichnet man als Generator der
Liegruppe,

d iHt




2. Grundziige der Quantenmechanik 92

denn man kann aus ihm iiber die Exponentialreihe die gesamte Zeitentwicklung, d.h. das
U(t), generieren. Wir merken uns: Der Generator der Zeitentwicklung ist der Hamilton-
operator.

Fiir negative Zeit-Parameter, also U(—t) mit t > 0, lduft die Zeitentwicklung riickwdirts.
Wie bei orthogonalen Rotationen im R? ist von vorneherein keine Rotationsrichtung
(vorwérts/riickwérts bzw. nach links/ nach rechts) besonders ausgezeichnet. Das ist ein
wesentliches Merkmal der Quantentheorie und zeichnet sie, wie andere ‘fundamentale’
Theorien (klassische Mechanik, Elektromagnetismus) als mikroskopische Theorie aus.
Im Gegensatz hierzu sind viele makroskopische Theorien, wie z.B. die Thermodynamik,
nicht zeitumkehrinvariant. Der Verlust der Zeitumkehrinvarianz, d.h. die Auszeichnung
einer Zeitrichtung (‘Zeitpfeil’) beim Ubergang von mikroskopischen zu makroskopischen
Beschreibungsweisen, ist ein wesentliches Merkmal bei der Beschreibung komplexer Sys-
teme. Ihr genaues Verstdndnis ist z.T. noch Gegenstand der aktuellen Forschung.

2.11.3 Beispiel: Zweiniveausystem

Als Beispiel fiir die unitére Zeitentwicklung in der Quantenmechanik betrachten wir un-
sere diskrete SG aus Abschnitt (2.108]) fiir ein Zweiniveau-System, d.h. ein System mit
nur zwei Zustdnden. In der Basis der ‘Stiitzstellen-Kets’ |L) (‘links’) und |R) (‘rechts’)
lautet der Hamiltonian dann, vgl. Gl. (2.110)

2 ep Tt
H = < T. cp ) . (2.339)

Wir kénnen diesen Hamiltonian mit Hilfe von Pauli-Matrizen umschreiben,

(eL+er):  (eL —eR)

H = 5 1+ 5 o, + 1.0 (2.340)
Wir vereinfachen das weiterhin fiir den Fall e, = —ep =¢/2 zu
H= Eaz + Teo,, Zweiniveau-System . (2.341)

2

Wir berechnen den Zeitentwicklungsoperator U(t) des Zweiniveau-Systems fiir den ein-
fachsten Fall € = 0,

U(t) = cos(tT,)1 — isin(tT,)o,. (2.342)
Fiir einen Anfangszustand folgt dann
(W (t =0)) = ar|L) + agr|R) ~ [¥(t)) = U(t)|¥(t = 0)). (2.343)

Fiir den Spezialfall o, = 1, ag = 0 erhélt man damit die Wahrscheinlichkeiten, das
System ‘links’ bzw. ‘rechts’ zu finden, als

wr(t) cos®(tT.)

wr(t) = (RIT(t))? = sin®(tT,). (2.344)

Il
—~
=

=
—~

~
~
~
s
|
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Satz 22. Die oszillierenden Wahrscheinlichkeiten wr,(t), wr(t) beim Zweiniveau-System
werden als quantenmechanische Oszillationen bezeichnet. Ihre Frequenz hingt nur
von der Energiedifferenz der zwei Figenzustinde des Hamiltonians H ab.

AUFGABE 1la: Interpretiere die zwei Parameter e, T, im Hamiltonian des Zweiniveau-
Systems, Gl. (Z341]). Schreibe hierzu die Pauli-Matrizen in Bra-Ket- Notation mit den
Basis-Kets |L) (‘links’) und |R) (‘rechts’).

AUFGABE 1b: Betrachte den Spezialfall ¢ = 0. Berechne den Zeitentwicklungsoperator
U(t) mittels Diagonalisierung des Hamiltonians und mittels der Exponentialreihe.
AUFGABE Ic: Berechne fiir ¢ = 0 die Wahrscheinlichkeiten wz,(¢), wr,(t) mit Anfangs-
zusténden |V (t = 0)) = |L), | (¢t = 0)) = |R), und |¥(t = 0)) = |GZ), wobei |GZ) der
Grundzustand des Hamiltonians ist.

AUFGABE 1d: Zeige, daf} die Frequenz der quantenmechanischen Oszillationen nur von
der Energiedifferenz der zwei Eigenzustéinde des Hamiltonians H abhéngt (g, T, beliebig).

2.11.4 Schrédinger- und Heisenbergbild

Wir wissen bereits, wie Erwartungswerte in der QM berechnet werden. Wie ist die Zeit-
entwicklung von Erwartungswerten?

Satz 23. Sei [¥(t)) = U(t)[¥(t = 0)) die Lisung der SG mit Anfangsbedingung |V (t =
0)) und A eine Observable. Dann driickt sich der Erwartungswert (A), = (¥(t)|A|¥(t))
von A zur Zeit t dquivalent in zwei Darstellungen aus,

(A = (T(O)AD)L(0), A)

Beweis: Das Schrodinger-Bild ist nichts anderes als die Definition des Erwartungs-
werte mit dem zeitentwickelten Zustand |¥(t)) = U(t)|¥(t = 0)). Das Heisenbergbild
erhélt man hieraus durch das Skalarprodukt

(A), = (U@OIAT@), W) =U@®)|¥(E=0)), Schrodinger-Bild (2.345)
_ ot

UT(t)AU(t), Heisenberg-Bild . (2.346)

=0))) (2.347)
=0)), A@W)[¥(t = 0)))
durch ‘Hiniiberschieben’ des Zeitentwicklers, der dann zu seinem adjungierten wird.

QED.
Im Heisenberg-Bild zeitentwickeln sich die Observablen A:

(A = (TO)AN@) = (U0 = 0)), AUt
= (|2(t=0)), U (1) AU@)[2(t = 0))) = (|(t

Satz 24. Sei H ein Hamiltonoperator mit Zeitentwicklungsoperator U(t) Eine zeitent-
wickelte Observable A

A(t) = UT()AU(t) = enfltAe=w L 4(0)= A (2.348)

heifst Heisenberg-Operator, sie erfiillt

-~
T
—
~
~
Il
—
s
—
~
~
S

| = ([fl, fI]) (t), Heisenberg-Bewegungsgleichung.  (2.349)
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Der Beweis erfolgt durch Differenzieren nach ¢. In der zweiten Gleichung wird dann
ausgenutzt, dal man U(t) mit H vertauschen darf (NACHPRUFEN mit der Definition
von U(t)),

~

[A(t),H] = U'(WAU®)H — HUT()AU(t) = UT()AHU (t) — UT(H) HAU (t)
- ([A, ff]) (t). (2.350)
Daraus ergibt sich folgende Definition:

Definition Eine Erhaltungsgréfie A ist eine Observable, die mit dem Hamiltonoperator
H vertauscht,

[A,H] =0. (2.351)

Aus den Heisenbergschen Bewegungsgleichungen folgt dann némlich

A(t) =0, Konstante der Bewegung (2.352)

im Heisenberg-Bild ist A(t) = A dann also als Operator eine ‘Konstante der Bewegung’,
die sich zeitlich nicht dndert.

AUFGABE a): Sei der Einteilchen-Hamiltonian H = —%A—H/(r) in d = 3 Dimensionen
mit einem Zentralpotential V(r). Zeige, dass L? und L. ErhaltungsgréBen sind und
miteinander vertauschen.

AUFGABE b): Sei der Einteilchen-Hamiltonian H = 2oy V(z) in d = 1 Dimension.

2m
Stelle die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir Orts- und Impulsoperator und ent-

sprechende Differentialgleichungen fiir deren Erwartungswerte (Ehrenfest-Gleichungen).
Vergleiche diese Differentialgleichungen mit der klassischen Mechanik (Stichwort: Hamil-
tonsche Gleichungen).

2.12 *Zusatzmaterial: Time-dependent Hamiltonians (1)

There are almost no exact analytical solutions when the Hamiltonian, H(t), is time-
dependent. A few exceptions do exist, however.
2.12.1 Spin % in Magnetic Field

This case is, for example, extremely important for NMR (nuclear magnetic resonance).
Even here the Hamiltonian H(#) is in general not exactly soluble, its form is

H(t) = B(t)o = By(t)d, + By(t)o, + B.(t)5.

(BZ@) B (1)
B(t) —B.(t)

(? _0’> &zz(é _01>. (2.354)

> , By(t) = Bi(t) +1iB,y(1), (2.353)

where the Pauli-matrices are defined as

01\ .
O'mzlo,o'y
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Why is that so difficult? Let us write the Schridinger equation

()

(1) = Bt () + B (0)ua(t)

i%@(t) = Byt (t) — Ba(t)ia(t). (2.355)

W00 () = HON®E), [¥(E)

We assume B)| # 0 and write (omit the t-dependence for a moment)

1 = % (2.356)
iy = By1+ Bjhy — Babs — By
By . . .
= F”[Z¢2 + Bzwﬂ - ZBH [Bzwl + B|T¢2] - Bz¢2 - Bz¢2
By . . . . .
= B—::[z‘wg + B.tbg] — iB. ity + B.tbs] — iByBjn — B.tbs — But
_ ‘BII i BII ‘P2 2 7
= Z§”¢2 + B—”BZ —iB2 —i|B)|* - B.| v». (2.357)

This is a second order ODE with time-dependent coefficients, which in general is not
solvable in terms of known functions (it can of course be solved numerically quite easily).

2.12.1.1 Constant B

In this case we must of course recover our usual two-level system:

iy = —i[BZ + |By"g2 = —ilB|*¢2 (2.358)
~ g+ B[Py = 0 (2.359)
2 (0
~ha(t) = 12(0)cos |B|t + ¢|2]§|) sin |B|¢ (2.360)
For constant B, the eigenvalues of the Hamiltonian
B, B
H = I ) 2.361
(o 5 (2.361)

are given by (B, —¢)(—B. —¢) — | B> = 0 or ex = +,/B2 + |B||?> = £|B|. Therefore,
Eq. (2358)) describes quantum mechanical oscillations with angular frequency of half

the level splitting 2|B| between ground and excited state, in agreement with our specific
example B, = 0, B” = T, from the previous section.
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2.12.1.2 Rotating Field

This is defined as for constant field in z direction and an oscillating field in the z-y plane,

B.(t) = By = const, Bj(t) = Bie™". (2.362)
Our equation for i thus becomes
iy = i, ¢ |Plp, iB2 —i|B||* = B | ¢2
By By
= —wiy + i[wBy — B — |B1[*|te
g — dwihy 4 [B2 + |B1|? — wBglty = 0. (2.363)

This can be solved using the exponential ansatz method 15(t) = ce™%*! which yields a

quadratic equation for z,

22 —wz+ [wBy— B2 — |B1]*] =0

w 1 w 1
- —i—\/Q AB2 — 4wBy + 4|By2 = < + -0
24 5 5 w* + 0 wbo + ’ 1’ 5 5 R
Qr = +/(w—2By)?+4|B;? Rabi-frequency. (2.364)

Note that the term 2By in the Rabi-frequency is determined by the level-splitting A =
2By in absence of the time-dependent field B (t). The solution for 1 (t) (from which
11(t) follows immediately) therefore is

i(w i8R i(w_9R
Pa(t) = Clel<2+ 2 )t+0262(2 )"
» 9) Q
= et [c'l cos TRt + ¢4 sin TRt} . (2.365)
We can choose, e.g., the initial condition ¥9(0) = 1 from which follows
L Q Q
Po(t) = e'at [cos 7Rt + ¢y sin 7Rt]
i)y + By ~2 4%, 1+ By
BH By
t=0
— 2B
—d, = 20 (2.366)
Qg

This leads to

Q — 2By)? 0
o = cos? Gt LB e S (2367
R
—2By)?  4|By|? Q
= w 02 0) + |921| cos® TRt Rabi-Oscillations.
R R

Note that the quantum-mechanical oscillations at constant B occur for a time-
independent Hamiltonian. The Rabi-oscillations occur in a time-dependent Hamilto-
nian containing a time-dependent term (‘time-dependent field’). These two often get
mixed up in the literature.
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2.12.2 Landau-Zener-Rosen problem

This is another exactly solvable case for a two-level system. To be discussed later in the
context of adiabatic and non-adiabatic transitions between energy levels.

2.13 Symmetrien in der Quantenmechanik

Symmetrien spielen in der Quantenmechanik eine vielleicht noch gréflere Rolle als in der
klassischen Mechanik, wo wir sie bereits {iber das Noether-Theorem kennen gelernt
hatten.

2.13.1 Translation

Sei |¥) ein Zustand mit Wellenfunktion W(r). Wir verschieben die Wellenfunktion W¥(r)
rdumlich um den Vektor a (aktive Transformation) und erhalten den neuen Zustand |¥’)
mit Wellenfunktion ¥'(r) = ¥(r — a). Wenn wir mehrere Zusténde verschieben, sollen
solche Translationen die Norm und das Skalarprodukt nicht &ndern,

T:¥(r) — ¥(r)=U¥(r—a)
d(r) — d'(r)=d(r—a), (O|T)= (V). (2.368)

Nach einem Satz von E. Wigner funktioniert das genau dann, wenn die Zusténde alle
transformiert werden wie

0y = U, |@)=U|®) (2.369)

mit demselben unitéren oder anti-unitédren Hilbertraum-Operator U. Fiir kontinuierliche
Transformationen wie die obige Translation ist U unitdr (Spiegelungen fithren z.B. zu
antiunitdrem U). Damit haben wir fiir die obige Translation

Ua®(r) = &(r — a). (2.370)
Wir bestimmen U, durch Entwickeln fiir infinitesimal kleines a,

O(r—a) = &(r)—aVeP(r)+..~Ua=1—aV+..
Us = 1— % ¥ (2.371)

mit dem Impulsoperator p = (//i)V als Generator riaumlicher Translationen. Fiir
endliches a folgt dann durch Exponentieren mittels limy_oo(1 + 2/N)Y = % zu

Ua = exp (—%) . (2.372)

Anwenden von U, auf eine Funktion ®(r) liefert mit der Definition der Taylor-Entwicklung
genau die verschobene Funktion U,®(r) = ®(r — a)! Die U, bilden wieder eine Lie-
Gruppe, der kontinuierliche Parameter ist hier die Verschiebung a. Man sagt, die Sym-
metrie ‘rdumliche Translation’ um den Vektor a wird im Hilbertraum dargestellt, und
zwar durch die Lie-Gruppe der unitédren Translations-Operatoren U,.
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Die Generatoren der rdumlichen Translationen erfiillen die (trivialen) Vertauschungs-
relationen

[pispj] =0, i=1,2,3. (2.373)

AUFGABE: Betrachte den unverschobenen Ostzillator, H, und den verschobenen
harmonischen Oszillator Hy in 1d, Eq.(2I80).

1. Zeige durch rdumliche Translation, dass verschobene und unverschobene Eigen-
zustédnde zusammenhéngen geméiss

)y = Xaln), Xy = e (2.374)

mit dem unitdren Verschiebeoperator (displacement operator) X).

2. Transformiere mit Hilfe von X die Eigenwertgleichung des unverschobenen Os-
zillators, H|n) = E,|n), in die des verschobenen Oszillators, Hy|n)y = E,|n)) um.

3. Beweise a + A = X )\aX;r\. Hierbei ist die nested commutator expansion

505 =0 +15,0] + 515,1,0]] + 515,15, [5,0]] + .. (2.375)

niitzlich, die durch Herleitung einer DGL erster Ordnung fiir f(z) = e**0e~*% und
Taylor-Entwicklung in x bewiesen wird.
2.13.2 Rotationen

Jetzt machen wir das gleiche fiir Rotationen: Wir rotieren eine Wellenfunktion ¥(r)
réumlich um die Achse n und den Winkel 6 (aktive Transformation) und erhalten den
neuen Zustand |¥’) mit Wellenfunktion ¥’(r) = W(R~'r), wobei R~! die Riickrotation
darstellt. Wiederum fordern wir

Ur¥(r) = U(R'r), Ugr unitir. (2.376)

Eine infinitesimale Rotation R z.B. um die z-Achse (gegen den Uhrzeigersinn, positiver
infinitesimaler Winkel ) lautet

x—x—0y, y—y+0xr, z-— 2z (2.377)
und damit
U(R'r) = U(x+0y,y—0x,2)=V(r)+0(ydy — xd,) U(r) + ...

Up=1— 0L,

¥ (2.378)

mit der z-Komponente L, des Bahn-Drehimpulsoperators L! Fiir Drehungen um belie-
bige Achsen n und Winkel 6 hat man

OnL
Ug = exp (—Z 2 ) , (2.379)
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d.h. der Bahn-Drehimpulsoperator ist der Erzeuger rdumlicher Rotationen. Wie-
derum gilt: Anwenden von Ur auf eine Funktion ®(r) liefert mit der Definition der
Taylor-Entwicklung genau die zuriick-rotierte Funktion, Gl. (2.376). Die Ur bilden wie-
der eine Lie-Gruppe, der kontinuierliche Parameter ist hier (bei fester Drehachse) der
Winkel . Man sagt, die Symmetrie ‘rdumliche Drehung’ um den Winkel 6 wird im Hil-
bertraum dargestellt, und zwar durch die Lie-Gruppe der unitdren Rotations-Operatoren
Ur.

Bei Drehungen um beliebige Achsen n erfiillen die Generatoren der rdumlichen Dre-
hungen die Vertauschungsrelationen

[Lj, Li] = ieju Ly, (2.380)
siehe Gl. (2277)).

2.13.3 ‘Drehung der Stern-Gerlach-Apparatur’ (II)

Die zwei Spinoren

| T,ez2), |1 es) (2.381)

mit m = £1/2 sind Eigenzusténde von S, und damit Eigenzusténde des Zeeman-Terms
H,B = —ge5-hoB in der Pauli-Gleichung fiir Magnetfeld B = (0,0, B) in z-Richtung.
Jetzt drehen wir das Magnetfeld in eine beliebige Richtung n. Dann brauchen wir die
FEigenzustdnde von

no, n = (sinfcos ¢,sinfsin @, cosh), (2.382)

die wir bereits berechnet hatten:

0 o—i/2 _gin Le—id/2

COS 5€ Sin 5e

| T,n) = ( iy 0 i6/2 > , ln) = ( 7 > : (2.383)
2

cos gew/z
Die Eigenwertgleichung
Ss3lm,e,) = m|m,e,) (2.384)

gilt auch in einem System mit Magnetfeld in n-Richtung, in das wir uns von der z-Achse
durch Drehung um die Achse

n’ = (—sin ¢, cos ¢, 0) (2.385)

und den Winkel 6 drehen (Bild!). Dazu multiplizieren wir die Eigenwertgleichung mit
(zu bestimmenden) unitdren Operatoren (2 mal 2 Matrizen) Uy (6),

Un (8)S3UL (0) U (8)|m,e.) = mUy(8)m,e.)
1 1
<—>§na|m,n> = m|m,n), mz:l:§ (2.386)
1
o, Un (0)|m,e,) = |m,n). (2.387)

Un (0)S5U}, (6)
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Direkter Vergleich liefert (AUFGABE, eindeutig bis auf eine Phase)

Uy (6) = cos (g) — isin <§> n'o = exp (—ign'a) . (2.388)

Hier ist Uy (0) nur fiir spezielle Rotationen konstruiert, es gilt aber allgemein

Un(0) = exp (—igna> . (2.380)

AUFGABE: a) Zeige Un(27) = —1: man sagt, die Darstellung von Rotationen mit
den Spin-Matrizen ist doppelwertig b) Berechne die Mittelwerte von S, Sy, und S, in
den Zustidnden |m,n),m =T, |.

2.13.4 Symmetrien und Erhaltungsgréfien

Wir haben gesehen, dafl bestimmte Transformationen von Hilbertraum-Zusténden die
Skalarprodukte invariant lassen. Solche Transformationen nennt man Symmetrien. Am
Beispiel der Translationen und der Rotationen hatten wir Symmetrien durch unitére
Hilbertraum-Operatoren dargestellt. Allgemein werden kontinuierliche Symmetrien .S in
der QM durch unitére Operatoren U(S) dargestellt. Wenn die Symmetrien eine Gruppe
bilden (Symmetriegruppe), wie es z.B. bei den Translationen und den Rotationen der
Fall ist, so bilden auch die unitéren Operatoren U(S) eine Gruppe (Lie-Gruppe). Deren
Generatoren sind selbst-adjungierte Operatoren G (also Observablen), die wir durch
Taylor-Entwicklung erhalten:

US)=1—ieG+ ..., (2.390)

wobei die explizite Form von ¢ und G von der betrachteten Symmetrie abhéngt.
Was passiert mit Symmetrien U(S) unter der Zeitentwicklung in der Schrédinger-
Gleichung? Sei der Hamiltonian H gegeben. Dann schreiben wir

RO, |U(t)) = H|U (L)) ~ ihd,U(S)|W(t)) = US)HUT(S)U(S)|W(t)), (2.391)

wie wir es bereits frither z.B. bei der ‘Drehung der Stern-Gerlach-Apparatur’ gemacht
haben. Der Symmetrie-transformierte Zustand gentigt einer SG mit dem transformierten
Hamiltonian

H =U(S)HU'(S). (2.392)

Falls nun U(S)H = HU(S), gilt ' = H, und der Symmetrie-transformierte Zustand
U(S)|®(t)) geniigt der SG mit demselben Hamiltonian H' = H: die Zeitentwicklung ist
in diesem Fall fiir beide Zustédnde dieselbe! Beide Zusténde, |¥(t)) und U(S)|¥(t)), sind
also physikalisch vollig dquivalent:

Definition Ein Physikalisches System mit Hamiltonian H besitzt eine Symmetrie S,
falls

[U(S), H] = 0. (2.393)
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Da man U(S) infinitesimal aus seinem Generator G erzeugen kann, gilt
U(S),H] = 0~ (i —ieG + ) -0 (1 —ieG + ) —0
~ [G,H] =0. (2.394)

Wegen der Heisenberg-Bewegungsgleichung bedeutet diese Gleichung aber auch gleich-
zeitig, dafl G eine Erhaltungsgrofie, d.h. eine Konstante der Bewegung ist. Damit haben
wir eine Aussage, die dem Noether-Theorem der klassischen Mechanik entspricht:

Satz 25. Fin quantenmechanisches Systems mit Hamiltonian H habe eine physikalische
Symmetrie S, die durch eine Observable G erzeugt werde. Dann ist G eine Erhaltungs-

grofie.

Translations-Symmetrie hat man z.B. bei einem freien Teilchen (kein Potential): Der
Hamiltonian ist translations-invariant, er vertauscht mit den Erzeugern der Translatio-
nen, d.h. den drei Komponenten des Impulsoperators, die Erhaltungsgrofien sind.

Bei rdumlichen Rotationen erzeugt beispielsweise die Drehimpuls-Komponente L,
rdumliche Drehungen um die z-Achse. Fiir das Wasserstoff-Problem (‘QM Kepler’) gilt
[H,L.] = 0: der Hamiltonian ist wegen des Zentralpotentials Rotations-invariant. Eine
Drehung um die z-Achse ist eine physikalische Symmetrie mit Erhaltungsgrofie L..



3. WEITERER AUFBAU DER
QUANTENMECHANIK

3.1

3.1.1

Messungen (1)

Zusammenstellung der Axiome der QM

Wir fassen die wesentlichen Ergebnisse zusammen (Kopenhagener Deutung):

1.

Ein quantenmechanisches System wird durch einen Zustands-Vektor |¥) in einem
separablen Hilbertraum H beschrieben.

. Die Zeitentwicklung eines Zustands |¥(¢)) wird durch einen Hamiltonoperator H

generiert

Zh%\ﬁl(t)) = H|W(t)), Schrédinger-Gleichung. (3.1)

. Ein Teilchen der Masse m, das sich in einem Potential V' (x) bewegt, hat eine Wel-

lenfunktion im Ortsraum ¥(x,t) = (x|¥(t)). Sie erfiillt die Schrédinger-Gleichung

0 R2A
h—=¥(x,t) = | ———
g = |
Hierbei ist |¥(x,t)|?d®z die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢ im Volu-
menelement d3z um den Punkt x zu detektieren. Die Wahrscheinlichkeit P(£2), das
Teilchen in einem endlichen Volumen {2 zu finden, ist durch das rdumliche Integral

gegeben:

+ V(x)] U(x,t). (3.2)

P(Q) = / BV (x,t)% (3.3)
Q
Es gilt die Normierungsbedingung
/ Bz|U(x,t))? = 1. (3.4)
R3

Der Ort x entspricht in der Quantenmechanik dem Operator ‘Multiplikation mit
x’, und der Impuls p entspricht dem Differential-Operator —iAV,

h
XxX—X, p-— ZV. (3.5)

Man bezeichnet diese Vorschrift auch als Korrespondenzprinzip.
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5. Physikalische Messgrofien (Observablen) werden durch selbstadjungierte Hilbertraum-
Operatoren A beschrieben. Der Erwartungswert <A>|w> der entsprechenden Mess-

grofle A fiir ein System im normierten Zustand |¢) ist durch das Skalarprodukt
(A)yy = (W] Ay) (3.6)

gegeben. Weiterhin habe die Observable A Eigenvektoren |A), die im Hilbertraum
‘H ein vollstiandiges Orthonormalsystem bilden. Die moglichen Messwerte von A
sind dann ihre Eigenwerte \. Sie werden mit der Wahrscheinlichkeit py = [(\[t))?
gemessen. Tritt Entartung auf, d.h. gibt es mehrere |);) zu einem A, so ist diese
Wahrscheinlichkeit durch py = >, [(\i[¥)]? zu ersetzen.

6. Unmittelbar nach der Messung einer Observablen A befindet sich das System in ei-
nem Eigenzustand |A\) zum gemessenen Eigenwert A (Reduktion des Wellenpakets)
durch Projektion auf den Unterraum zum Eigenwert .

Beispiel zum letzten Axiom: Wasserstoff-Problem (ohne Spin) - gemessen werden die
Energie H im normierten Zustand

1
|\Il>:ﬁﬂn:o,l:0,m:O>+|n:1,l:1,m:O>+|n:1,l:1,m:1>). (3.7

Falls das Messergebnis E,—; lautet, kollabiert |¥) durch die Messung auf
W= —=(n=LIl=1,m=0+n=1l=1,m=1)). (3.8)

Insbesondere die beiden letzten Axiome der ‘Kopenhagener Deutung’ der QM
sind ‘schwer verdaulich’ - im Folgenden werden wir untersuchen, ob und wie man hier
in den letzten 80 Jahren etwas weitergekommen ist.

3.1.2 Projektionsoperatoren. Spektralsatz
Zunéchst definieren wir den Begriff ‘Projektion’ genauer.
Definition Ein Projektionsoperator (Projektor) P ist ein Operator mit

P:=P. (3.9)

Projektionsoperatoren sind niitzlich fiir die Spektraldarstellung von Observablen A. Zunichst

gilt in endlichdimensionalen Hilbertrdumen H (NIELSSEN, CHUANG)

Satz 26. Normale Operatoren A, d.h. solche mit ATA = AAT, konnen mit Hilfe von
Projektionsoperatoren dargestellt werden als

A=>"P, (3.10)
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wobei N\, die Eigenwerte von A sind und P, den Projektor auf den Unterraum zum
Eigenwert N\, bezeichnet. Es gilt

P 5nm15n, Orthogonalitit (3.11)
Z]Sn = 1, Zerlegung der Eins . (3.12)

Insbesondere gilt die Spektraldarstellung also fiir Observablen (selbstadjungierte
Operatoren) sowie fiir unitdre Operatoren. In unendlichdimensionalen Hilbertrdumen
gilt ein &hnlicher Spektralsatz.

Die Projektoren haben eine einfache Darstellung in der Dirac-Notation: ist der Un-
terraum von )\, eindimensional, d.h. ist A,, nicht entartet, so gilt

P, = [n)(n|. (3.13)

Ist der Unterraum von A, hingegen d-dimensional, d.h. ist A\, d-fach entartet, so gilt

d
B =Y Inyi){n,l, (3.14)
=1

wobei die Kets |n,i) eine Orthonormalbasis des Unterraums zu A, sind. Im BEISPIEL
des Wasserstoffproblems (ohne Spin) sind die [nlm) ein VOS des Gesamt-Hilbertraums.
Fiir die Quantenzahlen [ und m gilt [ = 0,..,n — 1 sowie —I < m < [. Der Projektor auf
den Unterraum zur Energie F,, lautet deshalb

n—1 1
= Z |nlm)(nlm|. (3.15)
1=0 m=——

Il
o

Wir re-formulieren nun das Axiom zur Messung in der QM mit Hilfe von Projektoren:

e Bei einer Messung der Observablen A = 3 '\, P, im Zustand |¥) erhilt man den
Eigenwert ), mit Wahrscheinlichkeit w, = (¥|P,|¥). Der Zustand reduziert sich
dabei auf den Zustand

)
Wi

wy, = (V| P, |W). (3.16)

Ist der Unterraum von \,, d-dimensional, so gilt explizit mit Gl. (314)),

d

d
wy = (U] Y |nsi)(n, ] 0) =Y |(n, i 0) . (3.17)

i=1 i=1

Man erkennt hieran auch noch einmal, welche zentrale Rolle das Skalarprodukt im For-
malismus der QM spielt.
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3.1.3 Vertriglichkeit von Messungen

Wie konnen wir eine moglichst vollsténdige Information iiber den zu messenden Zu-
stand |¥) erhalten? Sei z.B. |¥) = > . cuime|nmlo) ein Zustand des Elektrons im
Wasserstoff-Problem. Wir fithren hintereinander folgende Messungen aus:

e Messung der Energie H ~ Projektion auf Unterraum zur Quantenzahl n.

e Messung des Drehimpulsquadrats L%~ Projektion auf Unterraum zur Quanten-
zahl [.

e Messung der Komponente L, ~ Projektion auf Unterraum zur Quantenzahl m.

e Messung der Spinkomponente &, ~» Projektion auf Unterraum zur Quantenzahl
.

Die vier Observablen kommutieren miteinander,
[H,L?) = [H,L.)=[L*L.] =0, [,6:]=0, (3.18)

(wobei der Spin mit allen anderen vertauscht), und haben deshalb ein gemeinsames Sys-
tem von Eigenfunktionen |nmlo). Bei der Messung kommen nacheinander die folgenden
Projektoren zum Einsatz:

1

P = Z Z Z]nl’ma)(nlma\, Wert n gemessen (3.19)
=0 m=-1 o

P, = Z Z|nlma><nlmo|, Wert [ gemessen (3.20)
m=—1 O

Py = Z|nlmo>(nlma|, Wert m gemessen (3.21)
lea

P, = |nlmo)(nlmo|, Wert o gemessen (3.22)

Bei Umdrehen der obigen Reihenfolge der Messungen lauten die Projektoren hingegen

oo n—1 1

P = ZZ Z [nlmao) (nlmo|, Wert o gemessen (3.23)
oo n—

P, = ZZ |nlmao)(nlmo|, Wert m gemessen (3.24)
n=0 (=0

Py = Z|nlmo>(nlma|, Wert [ gemessen (3.25)
n=0

Py = |nlmo)(nlmo|, Wert n gemessen . (3.26)

Entsprechend fiir andere Reihenfolgen, bei denen man immer mit einer Projektion auf
den Zustand [nlmo) zu den vier gemessenen Quantenzahlen n, [, m, o endet. Man spricht
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deshalb von simultaner Messbarkeit von Quantenzahlen. Wir fassen das in einer
Definition zusammen:

Definition Eine Menge von paarweise vertauschbaren Observablen, fiir welche die Ei-
genrdume bei einer simultanen Messung eindimensional sind, heiflt ein vollstindiger Satz
vertriglicher Observablen.

3.1.4 Beispiel: Projektoren bei Qubits

Wir fithren folgende Sprechweise ein:

Definition Ein Qubit ist ein quantenmechanisches System mit Hilbertraum C2.

Konkret kénnen wir uns immer ein Spin—%—Teilchen (‘Spin—%’) vorstellen. Wir erinnern

uns an die Eigenwertgleichungen Gl. (2.383]),

(en)[ T,m) = |T,m) (3.27)
(en)[ |,n) = —[],n). (3.28)
Damit definieren wir folgende Projektions-Operatoren:
1.
E(n,+) = 5 (1+no), Projektion auf | (3.29)
1 ..
E(n,—) = 5 (1-no), Projektion auf | . (3.30)

Es gilt z.B.

B(n,+) (ol T,0) + 6] Lm) = 2 (a+a)| Tn)+5(5-5)] Ln)

= a|1,n). (3.31)

Damit gilt: Die Wahrscheinlichkeit, im Qubit-Zustand |¥) bei Messung in n-Richtung
den Wert T bzw. | zu finden, ist durch

wy = (U|E(n, £)|T) (3.32)

gegeben. Diese Projektoren sind spéter bei der Diskussion der Bellschen Ungleichung
zum Thema Verschréankung niitzlich.

Man beachte, dafl wir bis hierher immer noch ‘um den heiflen Brei’ herum geredet und
nicht erklart haben, was eine Messung eigentlich ist bzw. wie sie modelliert werden sollte.
Bevor wir hierzu Genaueres sagen kénnen, miissen wir uns mit dem Begriff ‘Information’
auseinandersetzen.
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3.2 Die Dichtematrix

Systemzustidnde haben wir bisher durch (normierte) Vektoren (Kets) |¥) eines Hilbert-
raums beschrieben. Bei der Bildung von Erwartungswerten von Observablen A,

(A) = (|4 |T) (3.33)

kommt es auf einen Phasenfaktor e!® mit reellem « nicht an. Systemzustinde werden
deshalb genauer gesagt durch Aquivalenzklassen von Strahlen

W), 0 € R (3.34)

beschrieben. Man kann diesen Phasenfaktor loswerden, indem man zu Projektionsope-
ratoren iibergeht:

Definition In einem Hilbertraum H ist ein reiner Zustand durch einen Projektions-
operator

Py = |UNT|, |T)eN (3.35)
zum Vektor |U) definiert.

Hier kiirzt sich jetzt ein Phasenfaktor ¢/ in |¥) heraus. Erwartungswerte von Observa-
blen A im reinen Zustand Py definieren wir jetzt iiber die Spur-Operation:

Definition Der Erwartungswert der Observablen A im reinen Zustand Py ist
(A = Tr (PyA) = Tr ([0)(0]A), (3.36)

wobei TrX die Spur des Operators X, gebildet mit einem VOS (vollstéindigem Ortho-
normalsystem) ist,

TrX =) (n|Xn). (3.37)

Die Spur eines Operators ist basisunabhéngig: gegeben seien zwei VOS |n) und |«),

Yoyl = Y la)al =1 (3.38)
«~ Te(X) = Y (n|X[n) =) (na){a|X|n) = (3.39)

= Y (alX[n)(nla) =) (alX[la) =} (alX]a). (3.40)

Die Spur ist invariant unter zyklischer Vertauschung (AUFGABE),
Tr(AB) = Tr(BA). (3.41)

AUFGABE: Zeige, dass (A)y mit der iiblichen Definition iibereinstimmt, d.h. zeige
(A)w = (V|4 [¥).
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3.2.1 Gemischte Zustinde

Die QM enthélt durch die Kopenhagener Deutung ein intrinsisches Element an Stochasti-
zitét: Voraussagen fiir Messungen sind Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten, selbst wenn
der Zustand |¥) des Systems zu einer bestimmten Zeit ¢ exakt bekannt ist.

Es gibt nun Félle, wo durch Mangel an Information (z.B. unsere eigene ‘Dummbheit’
oder die Unfihigkeit, an bestimmte Informationen zu gelangen) selbst der Zustand des
Systems zu einer bestimmten Zeit ¢ nicht exakt bekannt ist. Das ist wie in der klassischen
Mechanik, wo man statt eines Punktes im Phasenraum nur eine gewisse Verteilung im
Phasenraum angeben kann. Die Bestimmung dieser Verteilung ist Aufgabe der Statistik
(Ensembletheorie, Thermodynamik). Wir definieren:

Definition Uber ein quantenmechanisches System im Hilbertraum # mit VOS (voll-
standigem Orthonormalsystem) |n) liege nur unzureichende Information vor: Mit Wahr-
scheinlichkeit p,, befinde es sich im Zustand |n). Die Menge (pn,|n)) heisst Ensemble
von reinen Zustinden. Dann ist der Erwartungswert einer Observablen A gegeben
durch

(A) = palnldn), > pn=1, 0<p, <1 (3.42)

Hiermit hat man jetzt zwei konzeptionell verschiedenartige Arten von Wahrscheinlich-
keiten vorliegen

e Die Wahrscheinlichkeit p,,, die aus dem Mangel an ‘klassischer’ Information iiber
das System herriihrt.

e Die intrinsisch quantenmechanische Wahrscheinlichkeit, die sich in der Wahrschein-
lichkeitsinterpretation der Quantenmechanik ausdriickt. Der Zusténden |n) kann
z.B. im Ortsraum eine Wellenfunktion W, (z) besitzen, die eine Wahrscheinlich-
keitsdichte |¥,,(z)|? fiir das Auffinden eines Teilchens am Ort z definiert.

Beide Arten von Wahrscheinlichkeit kénnen bei der Berechnung von Erwartungswerten
nun mit Hilfe des Dichteoperators zusammengefafit werden:

Definition Der Dichteoperator (Dichtematrix) p eines Ensembles (py,|n)) ist
p= paln)(nl, (3.43)
n

d.h. eine Summe von Projektionsoperatoren auf die reinen Zustédnde |n). Es gilt

(A) = D pm(mlAlm) =" pulmln)(n|Alm) (3.44)

m n

= > m (anrnxn\) Alm) = Tr(pA). (3.45)

m
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Der Erwartungswert driickt sich also wieder mittels der Spur aus.
Der Dichteoperator hat folgende Eigenschaften:

e Normierung: Fiir Dichteoperatoren p gilt

Tr(p) = 3 pulmin){nm) = 1. (3.46)

n,m
e Hermitizitdt: Weiterhin in einer beliebigen Basis gilt fiir Dichteoperatoren p
(alpl®) = Y palaln)(n]B) =D pu(BIn)* (nla)* = (Blp|a)*  (3.47)
n n
~p = pl,  pist Hermitesch . (3.48)
e Positivitit: Es gilt (AUFGABE)

(Wlplh) >0~ p>0 (3.49)
fiir beliebige Zustéande .

Es gilt weiterhin

Satz 27. Ein Operator p ist genau dann Dichteoperator zu einem FEnsemble, wenn
Tr(p) =1 und p > 0.

Beweis: Sei p > 0, dann ist p auch Hermitesch (AUFGABE) und hat deshalb eine
Zerlegung p = > ; \|l)(l| mit reellen Eigenwerten, die wegen der Positivitit A\; > 0
sind, weshalb mit der Normierung Tr(p) = 1 = >, \; die Darstellung p = >, Ni|)({|
ein Ensemble (), |I)) beschreibt. Die umgekehrte Richtung erfolgt aus Gl.([3.40), (3.49).
QED.

Man beachte, dass ein Dichteoperator p ein Ensemble nicht eindeutig festlegt: Ver-
schiedene Ensembles (A, |l)), (pn,|n)) konnen zu ein und demselbem p gehoren (s.u.).
In der (pp,|n))-Darstellung p = >, ppln)(n|, Gl. B:43), haben wir eine Diagonaldar-
stellung, die sich auf die Basis |n) bezieht und die in Matrixform als

P1 0 0
. 0 P2 0
=1 0 0 p 0 (3.50)
0

geschrieben wird - daher der Name Dichtematriz. Im Allgemeinen ist das bei einer un-
endlichdimensionalen Basis eine unendlichdimensionale Matrix.
Es gilt (AUFGABE) folgende Ungleichung:

Tr(p?) < 1. (3.51)

Insbesondere definiert man
p° = p, Tr(p*) =1, reiner Zustand. (3.52)
0> # p, Tr(p*) <1, gemischter Zustand. (3.53)

Ein reiner Zustand hat die Form p = |¥)(¥|, d.h. alle Wahrscheinlichkeiten p,, sind Null
bis auf die eine, die eins ist und zum Projektor |¥)(¥| gehort.
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3.2.2 Spezialfall Spin 1/2: die Bloch-Sphire

Der Dichteoperator p ist in diesem Fall eine hermitische 2 mal 2 Matrix mit Spur 1. Es
gilt folgendes Theorem:

Satz 28. Es gibt eine 1-zu-1-Beziehung zwischen allen Dichtematrizen p eines Spin 1/2
und den Punkten der Einheitskugel (‘Bloch-Sphire’) |p| <1,

1,

P=g (1+ po) (3.54)

mit einem reellen dreikomponentigem Vektor p und dem Vektor o der Pauli-Matrizen.
Die reinen Zustinde entsprechen dem Rand der Bloch-Sphire |p| = 1. Allgemein gilt fiir
die Erwartungwerte der Spinkomponenten o, oy, 0, in einem (gemischten oder reinen)
Zustand p,

(0i) = Tx(po;) = pi, i=m,y,2 (3.55)

Zum Beweis: Mit den Eigenwerten A1, Ay von p gilt
1
Mdg = detp= - (1- p?). (3.56)

Damit gilt: a) p > 0 positiv (semi)definit ~» AjAa > 0~> |p| < 1. b) |p| <1~ A1A2 >0,
wegen A + A konnen nicht beide \; negativ sein ~» A1 > 0, A9 > 0 ~» p > 0. Also: p ist
Dichtematrix < |p| < 1.

Fiir |p| =1 ist p ein Einheitsvektor - dann gilt (AUFGABE)

(po)? =1, Ip/=1 (3.57)
In diesem Fall hat man explizit

2

A 1 ..
p° = (1+pa)§(1+pa')

=] =N =

(1+2po + (po)?) = % (I1+po)=p, (3.58)

d.h. p ist ein reiner Zustand, also ein Projektionsoperator. Weiterhin gilt die Gleichung
(AUFGABE)

1
ETI‘O'Z'O']' = 5@']’) 1= 1, 2,3, (359)
aus der man mit Tro; = 0 direkt
1 -
Tr(po;) = §Tr ((1 + p1o1 + paoo +p303) O'i) =p; (3.60)

folgert. QED.
Wir wollen uns die zwei Extremfiille von Spin 1/2-Zusténden nochmal genauer an-
schauen:
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3.2.2.1 Reiner Zustand mit |p| =1

In diesem Fall beschreibt die Dichtematrix also einen reinen Zustand p (Projektionsope-
rator) mit p? = p. Dann gilt wegen (po)? wieder

1. 1 .
(po)p = (po); (1+po) =5 (po+1) =p. (3.61)
Unser reiner Zustand ist also gerade der Projektor
p=pp)=|T.p)XI,pl, [pl=1, (3.62)

denn (po)| T,p) = | T,p) ist ja gerade die Eigenwertgleichung fiir den Spin-Zustand
mit ‘spin-up’ fiir die SG-Apparatur in p-Richtung. Die Einheits-Vektoren p mit |p| =1
auf der Oberflache der Blochsphire beschreiben also Eigenzusténde | T, p) mit ‘spin-up’
fiir die SG-Apparatur in p-Richtung. Fiir die Richtung p = e, haben wir dann z.B. die
explizite Darstellung

p = Iredtted=( 8)2, (3.63)

wobel wir mit dem Index , an der Matrix die Basis kennzeichnen. An dieser Darstel-
lung erkennen wir noch einmal, dafl es sich um einen Ensemble handelt, in dem wir
mit Wahrscheinlichkeit w; = 1 den Zustand | T e;) und mit Wahrscheinlichkeit w| = 0
den Zustand | | e,) antreffen. Das heiit aber natiirlich nicht, dal damit alle Mess-
ergebnisse deterministisch festgelegt wiren: Nur wenn wir den Spin o, in z-Richtung
messen und diese Messung z.B. mit vielen identisch praparierten Systeme, die durch das
p, Gl. (8.63]), beschrieben werden, wiederholen, finden wir stets das Ergebnis ‘spin-up’.
Bei einer Messung von o, in z-Richtung finden wir mit diesem Zustand die zwei Mess-
werte ‘spin-up’ und ‘spin-down’, die den zwei Eigenwerten von o, entsprechen: Es gilt

ja (NACHPRUFEN!)
1
V2

2
und die entsprechenden quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten sind jeweils (%) =
1

5.
Die Dichtematrix eines reinen Zustands hat nun allerdings keineswegs stets die ein-
fache Gestalt Gl. (3.63]): Fiir den reinen Zustand ‘Spin-up’ in z-Richtung haben wir

beispielsweise

[Tex)=—=(Tex)+]lea)), (3.64)

1
p o= redtied=3(1 1) (3.65)

wie man mit

1
V2
durch Ausmultiplizieren findet. In der z-Basis ist die Dichtematrix fiir diesen Zustand
also voll besetzt.

[ Tex)=—=(ITe)+][lez)) (3.66)
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3.2.2.2 Gemischter Zustand mit |p| =0

In diesem Fall beschreibt die Dichtematrix einen gemischten Zustand p = %i, der durch
die Mitte der Blochsphire representiert wird. Wir wollen diesen Zustand in einer Basis-
darstellung schreiben. Mit den Basis-Kets | T e,), | | e,) fiir Stern-Gerlach-Apparatur
in z-Richtung schreibt sich p als

1 1 1710
p = §!Tez><Tez!+§!lez>(lezl=§(0 1)2, (3.67)

wobei wir mit dem Index , die Basis kennzeichnen. Interessant ist nun, dafl wir diesen
(gemischten) Zustand p genauso gut als

1

1 1 1 0
p = §!Tem><Tez!+§!lem>(lez!=§(0 1)757 (3.68)

d.h. als Gemisch beziiglich der Basis fiir die z-Richtung der SG-Apparatur schreiben
konnen! Genauso geht das fiir eine Basis | T n), | | n), die sich auf eine beliebige
Richtung n bezieht (AUFGABE). Fiir diesen Zustand ist also iiberhaupt keine Spin-
Richtung ausgezeichnet!

3.2.3 Zeitentwicklung, Liouville-von-Neumann-Gleichung

Jetzt betrachten wir die unitdre Zeitentwicklung eines Zustands p, die einfach aus der
Schrodingergleichung folgt:

i%l‘l’(t» = H[Y(@)) ~ [¥(t)) = U1)[¥(0)) (3.69)
i%U(t) — HU®) (3.70)
Ut) = e "' Zeitentwicklungsoperator. (3.71)

Es folgt nun

p(t) = D paln@®)n()] =Y palU(0)n(0))(n(0)|U (¢) (3.72)

= U)p0)U (1), (3.73)
und die Zeitentwicklung des Zustands ist
.0
igep(t) = = HU@®)p(0)U' (1) - Ut)p(0)UT () H (3.74)

= [H,p(t)], Liouville-von-Neumann-Gleichung . (3.75)

Da U(t) unitér, ist die Zeitentwicklung von p(t) unitér. Das wird sich dndern (s.u.), wenn
wir Information aus p(t) ‘herausreduzieren ” (reduzierte Dichtematrix). Die Liouville-von-
Neumann-Gleichung ist der Ausgangspunkt der Nichtgleichgewichts-Quanten-
statistik. Aus p(t) = U(t)p(0)UT(t) folgt weiterhin

[p(0), H] = 0 ~ p(t) = p(0) ¥, (3.76)
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d.h. falls der Zustand p mit dem Hamiltonian fiir eine bestimmte Zeit (¢ = 0 hier)
vertauscht, ist er fiir alle Zeiten konstant (auch ¢ < 0)! lJ Deshalb die

Definition Ein Gleichgewichtszustand eines durch einen Hamiltonian H beschrie-
benen Systems ist ein Zustand p, der mit H vertauscht.
3.2.4 * Erginzung: Entropie, thermische Zustinde

Man definiert die von-Neumann-Entropie eines Zustands p als

S =—kpTr(plnp) = —kp an In p,. (3.77)

Hierbei hat man im letzten Schritt die Diagonaldarstellung von p = > p,|n)(n| benutzt,
sowie die Funktion eines Operators X in Diagonaldarstellung,

X = aaln)(n] ~ f(X) =) flan)ln)(nl. (3.78)

(iiberpriife mit Taylor-Entwicklung von f). Es gilt

S = 0, reiner Zustand (3.79)
S > 0, gemischter Zustand. (3.80)

Die von-Neumann-Entropie, die ja nur von den Basis-unabhéngigen Eigenwerten p,, der
Dichtematrix abhéngt, ist also ein Maf fiir die ‘Gemischtheit’ eines Zustands p.

Fiir thermische Gleichgewichts-Zustinde werden die Wahrscheinlichkeiten p,
in der Quantenstatistik bestimmt. Fiir das ‘Warmebad-Ensemble’ (kanonisches En-
semble) eines Systems mit Hamiltonoperator H und Eigenwertgleichung H|n) = E,|n)
haben wir

p= Z Z In)(n| = e PH 7 =Tre PH, (3.81)

Hierbei ist die Exponentialfunktion eines Operators einfach iiber die Potenzreihe
des Operators definiert, und

1
= ——, kp Boltzmann-Konstante (3.82)
kT

mit der Gleichgewichts- Temperatur T

! vgl. mit holomorphen Funktionen: f(2) = const auf einem (kleinen) Gebiet der komplexen Ebene
~ f(z) =const iiberall.



3. Weiterer Aufbau der Quantenmechanik 114

3.3 Zusammengesetzte Systeme

Ein quantenmechanisches System kann aus N Teilsystemen bestehen (Engl. ‘ N-partite’)
und wird dann durch das Tensorprodukt der Hilbertraume der Teilsysteme beschrieben,

H=H®..®Hy. (3.83)

Daraus ergibt sich der grofite Bruch mit der klassischen Physik: das Auftreten von Ver-
schrinkung (s.u.).

3.3.1 Bipartite Systeme
Der wichtigste Fall sind zunéchst bipartite Systeme (N = 2),

H=Hs®Hp. (3.84)

Den einfachsten Fall hatten wir bereits bei der Beschreibung des Spins im Hilber-
traum der Spinoren kennengelernt: Hier war einer der Hilbertrdume der HR der Bahn-
Wellenfunktionen, der andere der HR der Spin-Wellenfunktionen (zweikomponentige
Vektoren).

Der néchste Fall ist der, in dem man tatsichlich zwei verschiedene physikalische
Systeme, die auch miteinander wechselwirken diirfen, in einem gemeinsamen Rahmen
beschtreiben mochte. Als Beispiel betrachten wir zwei Beobachter A und B, die jeweils
ein Spin—%—Teilchen (‘Spin—%’) vor sich haben. Die gesamte Wellenfunktion beider Spins
148t sich dann nach folgender Basis entwickeln:

0a@[0)B, [Da@|0)p, [)a®[l)p, [Ha®[l)s, (3.85)

wobei

0)a=]1,e)a, [Ha=]le)a (3.86)

die Basisvektoren des Spinraums C? (beziiglich einer Stern-Gerlach-Apparatur in z-
Richtung) sind, und entsprechend fiir Beobachter B.
Ein allgemeiner Zustand fiir das System aus zwei Qubits schreibt sich dann als

1
[U) = capla) ® [b) = cool00) + co1[01) + €10/10) + c11[11). (3.87)
ab=0

Im letzten Schritt haben wir hier bereits die Abkiirzungen
0)4 ®[0)p = [00) (3.88)

etc. eingefiithrt, um Schreibarbeit zu sparen.
Wir betrachten nun den Fall hoherdimensionaler Hilbertraume. Hiufige Anwendun-
gen treten bei der Beschreibung von Dissipation und Dekohdrenz auf. Hierfiir benotigt
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man, wie in der Thermodynamik, ein Gesamtsystem, das sich aus zwei Anteilen zusam-
mensetzt: System und Bad. Sei das Gesamtsystem im reinen Zustand |¥), den wir wie
folgt zerlegen:

0) =" capla) @ [b) (3.89)
ab

wobei |a) ein VOS in H4 und |b) ein VOS in Hp. Die Matrix ¢ ist dabei i. A. rechteckig,

C11 C1N
PR Co1 CoN ’ dZm(HA) — M’ d’Lm(HB) = N’ (390)
cpm1r o o-ee .o CMIN

denn die Dimensionen der Hilbertrdume brauchen ja nicht {ibereinzustimmen.

3.3.2 Reduzierte Dichtematrix

Jetzt kommt mit dem Begriff der reduzierten Dichtematrix der eigentliche Auftritt der
Dichtematrix als unverzichtbares Konzept in der Quantenmechanik. Die reduzierte Dich-
tematrix spielt eine zentrale Rolle bei der Quantifizierung von Informationsverlust, Ver-
schrinkung, Dekohérenz bis hin zum Messprozess.

Im zusammengesetzten System A + B wollen wir uns nur fiir die Information iiber
das System A interessieren, d.h. Erwartungswerte aller Observablen A des Systems A,
aber nicht die von B. Diese reduzierte Information liegt z.B fiir einen Beobachter A
vor, der keinen Zugang zum System B hat bzw. keine Moglichkiet, etwas iiber B zu
erfahren. Im Falle eines System-Bad Hilbertraums, Hg ® Hp, kann das umgebende Bad
z.B.zwar an das System gekoppelt, ansonsten aber unzugénglich sein.

Wir nehmen wieder an, daf sich das Gesamtsystem durch eine Wellenfunktion |¥) =
> ab Cabla) ®1b), Gl. (3:89), beschrieben wird, sich also in einem reinen Zustand befindet.
Die Erwartungswerte einer Observablen in A sind dann wie immer einfach durch die
Skalarprodukte gegeben,

(A) = (V]|A®1|¥), Observable operiert nur in H4 (3.91)
= > Epcav (B @ (alA® 1)) @ V) =D chycan{al Ala’) (3.92)
aba’b’ aba’
= Tra(pad), pa= Z cipcarnla’){al. (3.93)
aba’

Hiermit wird der reduzierte Dichteoperator p, des Teilsystems A definiert, dessen
Kenntnis die Berechnung samtlicher Erwartungswerte in A ermdglicht. Die Spur Trx
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wird dabei nur im Teilraum A ausgefiihrt! Es gilt

pa = Trp(JU)(¥]) = Z ey Trp (Ja') @ V) (b] @ (a) (3.94)
aba’b’
= Y cncanlaal =Y (ect) | Ja')a (3.95)
aba’ aa’ aa
* *

C11 C1N Cil Cyl
(ccT) - SRR (3.96)

CypM1 --- .-~ CMN CTN C}kWN

Weiterhin gilt (AUFGABE)

pA = pjr4, Trapa =1, pa>0. (3.97)

Deshalb definiert p4 tatséichlich einen Dichteoperator in H 4.
Wie sieht das konkret aus? Wir nehmen als BEISPIEL ein System aus zwei Qubits
A und B, das sich im Zustand

W) = a|00) +b|11) =al0)4 ®(0)p +b|1)4a ®|1)B (3.98)
befinde. Fiir die Koeffizienten a,b € C mufl wegen der Normierung
laf> + b]* =1 (3.99)
gelten. Die Dichtematrix in A folgt zu
pa = a0l + bl = (10 ). (3.100)

Den Spezialfall a = b =1/ V2 schauen wir uns noch etwas genauer an. Der Gesamtzu-
stand sei

v) = %(|Tez>A®|Tez>B+|lez>A®|lez>B). (3.101)

Wir haben hier jeweils e, in den Vektoren geschrieben, um die Basis mit ‘Stern-Gerlach-
Apparatur’ in z-Richtung zu bezeichnen. Die Dichtematrix p4 lautet

pa = gltedalied gl ledattel=5 (o 1 ). G102

In der Blochsphére ist das ein Zustand Gl. (3.54) mit p = 0, d.h. genau im Ursprung.
Interessant ist nun, daf§ wir diesen (gemischten) Zustand p4 genauso gut als

1 1
pa = glledall el + 5l Leall e, (3.103)

d.h. als Gemisch beziiglich der Basis fiir die z-Richtung der SG-Apparatur schreiben
konnen, und genauso fiir jede beliebige Richtung n (AUFGABE). Fiir den Beobachter
A ist also iiberhaupt keine Spin-Richtung ausgezeichnet! Er hat einen Spin-Zustand p4,
bei dessen Messung in einer beliebige Richtung n jeweils Spin T und Spin | mit den
gleichen Wahrscheinlichkeiten % auftreten.
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3.3.3 Reine und verschrinkte Zustinde

Definition Zusténde |¥) eines bipartiten Systems H = Ha ® Hp heissen reine Ten-
soren (separabel), falls sie sich in der Form

|U) = |¢p)4 @ |¢')p, reiner Tensor (3.104)

mit (normierten) |¢)4 € Ha und |¢')p € Hp schreiben lassen. Zustéinde |¥), die sich
nicht als reine Tensoren schreiben lassen, heissen verschrinkt.

Wenn |¥) separabel ist, folgt fiir die zugehorigen reduzierten Dichteoperatoren

pa = Tiplp)a®|¢)p(d] @ (4] (3.105)
= [p)aldl x Trp|¢) p(d'| = |¢)a(d] (3.106)
~p4 = pa, |¥) separabel ~ p, rein. (3.107)

Entsprechend ist dann auch pp rein. Wenn |¥) verschréinkt ist, gilt nicht mehr p% = pa,
es muss also Trap% < 1 gelten und deshalb

|¥) verschrinkt ~» ps Gemisch und pp Gemisch.

Wir werden weiter unten die physikalischen Konsequenzen der Verschrankung diskutie-
ren.
AUFGABE 1 a) Betrachte das 2-Qubit (zwei Systeme A und B),

| W) al00) 4+ b|11) = a|0)4 ® [0)p + b|1)4a ® |1)B (3.108)
~pa = [al’]0)(0]a + [bI*[1)(1] 4, (3.109)

wobei p4 die reduzierte Dichtematrix fiir A ist. Fiir welche a, b ist |¥) verschriankt 7
AUFGABE 1b) Betrachte das 2-Qubit

L
V2

Berechne hierfiir die reduzierte Dichtematrix p4. Ist |¥) verschrinkt ?
AUFGABE 2. Ein Spin 3 (System A) sei an ein ‘Wirmebad’ (System B) mit NV Zustéinden
gekoppelt. Das Gesamtsystem befinde sich im normierten Zustand

W) =1 @ (afl) + ... +an[N)) +[ 1) @ (Bi[1) + ... + By |N)) (3.111)

Wy = —(|01) +]11)) (3.110)

mit komplexen Koeffizienten, die als N-komponentige Vektoren & und E zusammengefaflt
werden.

a) Driicken Sie die reduzierte Dichtematrix p4 fiir System A mittels der Vektoren & und
3 aus.

b) Berechnen Sie die Eigenwerte A1 von p4 und iiberpriifen Sie, dafl p4 tatséchlich eine
Dichtematrix ist.

¢) Diskutieren Sie fiir reelle & und § mit |@| = |3 die Abhingigkeit der von-Neumann
Entropie S = —Tr (ps1npa) vom Winkel zwischen & und 3. Wann ist der Zustand |¥)

verschrankt?
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3.3.4 *Erginzung: Die Schmidt-Zerlegung

Ausgehend von einem reinen Zustand |¥) eines bipartiten Systems H = H 4 ® Hp erhélt
man die reduzierten Dichtematrizen pa (fiir System A) und pp (fiir System B). Wie
héngen p4 und pp miteinander zusammen, und wie lassen sie sich charakterisieren? Wir
beginnen mit einem

Satz 29. Jeder Zustand (Tensor) |V) eines bipartiten Systems H = Ha ® Hp kann
zerlegt werden als

T) = Aalan) @1[8a),  An >0, (3.112)

wobei {|a)} ein VOS in Ha und {|B)} ein VOS in Hp ist.

Beweis: Zunéchst fir dim(H4) = dim(Hp) = N (endlichdimensional). Ein Tensor
lasst sich immer schreiben als |¥) = 3", cqpla) @ |b) mit {|a)} ein VOS in H4 und
{|b)} ein VOS in Hp. Wir zerlegen die quadratische Matrix C' (Elemente cy;) mit der
Singulirwertzerlegung (singular value decomposition) (s.u.),

C=UDV, U,V unitir, D = diag(\1, ..., AN ), A\n > 0 diagonal. (3.113)

Man hat dann
lon) = ZUan|a>’ 1Bn) = Z Vib|b) (3.114)
a b

~ ‘\I]> = ZUanDnnan‘a> X ‘b> = Z)\n‘&n> (= ‘ﬁn>, (3115)

abn

wie behauptet. QED. Hier ist noch das

Satz 30. Singuldrwertzerlequng: Jede quadratische Matriz A ldsst sich zerlegen als
A=UDV, U,V unitir, D = diag(\1, ..., AN ), A\, > 0 diagonal. (3.116)
Die Diagonalelemente von D heissen die singuliren Werte der Matrix A.

Bemerkung: diese Zerlegung ist allgemeiner als die Spektralzerlegung fiir hermite-
sche Matrizen H, H = UDU' mit diagonalem (aber nicht unbedingt positivem) D und
unitdrem U und kann auch einfach auf rechteckige Matrizen erweitert werden. Literatur:
NIELSEN/CHUANG.

Diskussion der Schmidt-Zerlegung:

e Man hat also statt der doppelten Summe |U) = >, capla) @ |b) nur eine einfache
Summe |¥) =" Ay|an) ® [Bn), Ap > 0.
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e Folgerung fiir die reduzierten Dichtematrizen p4 (fiir System A) und pp (fir Sys-
tem B):

pa = _Nlow)onl, pp =) Ail6n)(Bal, (3.117)

d.h. die reduzierten Dichtematrizen in beiden Teilsystemen haben dieselben Eigen-
werte A\2! Die Kenntniss von p4 und pp ist allerdings nicht ausreichend, um den
Zustand |¥) zu rekonstruieren: die Information iiber die Phasen der |ay,), |5,) ist
in p4 und pp nicht enthalten!

e Fiir zwei verschiedene Ausgangszustinde |¥) und |U’) erhélt man i.A. Schmidt-
Zerlegungen mit verschiedenen VOS in H4 und Hp. Die VOS {|a)} und {|3)} in
der Schmidt-Zerlegung |¥) = > Ay|ay,) ® |5,) héngen also ganz vom Ausgangs-
zustand |¥) ab.

e Die von-Neumann-Entropie S = —kg Y, A2In A2 ist dieselbe fiir beide Zustinde
pa und pp.

e Fiir dim(H4) # dim(Hp) gibt es in genau der gleichen Weise eine Schmidt-
Zerlegung, nur dass einige der \,, dann Null sein kénnen.

e Die Anzahl der von Null verschiedenen Eigenwerte A, in der Schmidt-Zerlegung
von |¥) heisst Schmidt-Zahl ng. Fiir ng = 1 ist der Zustand |¥) separabel, fiir
ng > 1 ist er verschrankt.

3.4 Dekohidrenz

3.4.1 Einfiihrung

Wir bezeichnen ein System in einem reinen Zustand |¥)(¥| als quantenmechanisch
kohérent oder kurz kohérent. Es gibt Basisdarstellungen, z.B.

W) = Z cala), kohirente Uberlagerung (Superposition) (3.118)

«

nach einer VOS-Basis |a). Ist in dieser Darstellung mehr als einer der Koeffizienten ¢, #
0, so hat man prinzipiell die Moglichkeit, Interferenzterme zu beobachten, beispielsweise
bei Ortswellenfunktionen als

U(z) = coVo(z)+c1¥q(z)
e B@E = o To(@)? + ler 2191 (@) + 2Re (e To(e) Wi (x)) . (3.119)

Inter ferenzterm

Beim Doppelspaltexperiment ist der Interferenzterm fiir das charakteristische Beugungs-
muster verantwortlich. Als Dekohirenz bezeichnet man dann einen Prozess, durch den
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der Interferenzterm unwirksam gemacht wird und als Konsequenz das charakteristische
Beugungsmuster verloren geht.

Dieser Prozess kann in der Quantenmechanik fiir allgemeine Situationen (nicht nur
fiir das Doppelspaltexperiment) im Rahmen von System-Bad- Theorien systematisch und
mikroskopisch beschrieben werden. Beispiele reichen von der Kernspin-Resonanz (NMR)
iiber die Atom- und Molekiilspektroskopie bis hin zu makroskopischen Uberlagerungs-
zusténden (‘Schrodingers Katze’). Dabei wird das Gesamtsystem (‘Universum’) in ein
‘System’ mit Hamiltonian Hg und ein ‘Bad’ (Umgebung) mit Hamiltonian Hgp aufge-
teilt,

‘H ="Hs + Hp + HsB, (3.120)

die miteinander iiber eine Wechselwirkung Hgp gekoppelt sind. Das Gesamtsystem wird
dann z.B. durch einen reinen Zustand mit Ket |¥) beschrieben, der Zustand des Systems
ist hingegen ein Gemisch, das durch einen reduzierten Dichteoperator pg(t) beschrieben
wird. Dem Experimentator liegt dann nur die in pg(¢) enthaltene Information und nicht
die gesamte Information |¥) tiber das ‘Universum’ vor. Dieser Informationsverlust ist
dann fiir das Auftreten von Dekohérenz verantwortlich. Wie schnell und wie stark der
Interferenzverlust erfolgt, héingt vom Gesamtsystem H und damit von sehr vielen Be-
dingungen ab.

Sei das Gesamtsystem im reinen Zustand |¥). Wir betrachten ein System mit nur
zwei Zustidnden |0) und |1) sowie ein Bad mit N Zusténden |b) und zerlegen den Ge-
samtzustand wie in Gl. (3:89]),

N
) = (cob|0) @ [b) + c1p|1) @ [b)) (3.121)
b=1
S z(w W) g
a aa’=0,1 b=1 et yeon |ew]? ’

Fiir eine erste, qualitative Diskussion machen nun eine weitere Annahme, nidmlich iiber
die Form der cqp(t), cop(t) als Funktion der Zeit:

con(t) = O cp(t) =cd®D, o= (3.123)

1
VaN
o(0) = ¢4(0) =0 (3.124)

mit irgendwelchen Phasen gb,(),)(t), die vom Bad und der Wechselwirkung mit dem Bad
bestimmt werden. Damit stimmt die Normierung,

N
Trps(t) = (Olps(D10) + (1ps (DI = 3 (el + leosl2) = 1, (3.125)
b=1

und man hat

N
i = 4y ). = e, i

b=1
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Die Phasen ¢ (t) werden fiir jedes b unterschiedlich sein und sich im Laufe der Zeit ¢
unterschiedlich schnell entwickeln. Selbst obwohl anfénglich bei ¢ = 0 alle ¢,(0) und
¢,(0) identisch Null sind, summiert man nach einer endlichen Zeit ¢ im Interferenzterm
r(t) eine grofie Anzahl von Phasenfaktoren, die wild fluktuieren und sich fiir grofie N
letztendlich effektiv wegmitteln,

r(t) — 0, fir grofle Zeiten t. (3.127)

Der Dichteoperator des Systems (in der |0), |1)-Basis) geht dadurch von einem reinen
Zustand zur Zeit t = 0 mit Ket %(!0) +[1)) zu einem vollig inkohérenten Gemisch mit
maximaler Entropie iiber

1/1 1 1710 .. .
ps(0) = 3 ( 11 > — ps(t) = 3 ( 01 > , fiir grofle Zeiten t. (3.128)
Einen solchen Fall von System-Bad-Wechselwirkung, bei der sich nur die Auflerdiagonal-
Terme (Interferenzterme), aber nicht die Diagonalterme (Populationen) der Dichtema-
trix verdndern, nennt man reine Dephasierung (engl. ‘dephasing’).

3.4.2 Mikroskopische Dekohirenz-Modelle

Aufgabe der Quantenmechanik ist es nun, iiber das obige phidnomenologische Modell
hinauszugehen und realistische Berechnungen zur Dephasierung vorzulegen.

3.5 Messungen (Il)

Messungen sind in der Quantenmechanik durch das Projektions-Axiom und die ‘Reduk-
tion des Wellenpakets’ axiomatisiert: Eine Observable A habe ein vollstandiges System
von Eigenvektoren |«) zum Eigenwert «. Ein System sei im Zustand |¥) mit der Fourier-
Entwicklung

T) =) cala). (3.129)

Das Postulat besagt, daf3 bei einer Messung von A das Resultat einer der Eigenwerte «
ist, der mit Wahrscheinlichkeit |c,|? eintritt, wobei sich der Zustand unmittelbar nach
der Messung in dem betreffenen Eigenzustand |«) befindet (‘Reduktion des Wellenpa-
kets’). Bei einer zweiten, unmittelbar folgenden Messung ist das System bereits in dem
Eigenzustand |«). Das Ergebnis der zweiten Messung reproduziert dann das Ergebnis
der ersten.

3.5.1 Verschiedene Arten von Messungen

Man mochte genauer verstehen, was bei einer Messung eigentlich passiert, und zwar auch
aus ganz praktischen Griinden: Moderne Experimente erlauben z.B. das Beobachten
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einzelner Tonen oder das Zdhlen einzelner Elektronen oder Photonen. Insbesondere stellt
sich z.B. die Frage, wie gut ein Messgerét prinzipiell eigentlich messen kann.
Man unterscheidet zwei Typen von Messungen:

e Messungen ohne Riickwirkung auf die zu messende Grofe.
e Messungen mit Riickwirkung auf die zu messende Grofe.
Wir definieren:

Definition Eine Riickwirkungs-freie Messung (QND-Messung, engl. QND measure-
ment, quantum non-demolition measurement) einer Observablen A hat eine Zeit-
entwicklung, bei der A eine Konstante der Bewegung ist, d.h. bei der sich der Heisenberg-
Operator fl(t) zeitlich nicht &ndert. Alle anderen Messungen heiflen ‘nicht-QND-Messungen’
oder Messungen mit Riickwirkung.

Diese Definition geht von einer dynamischen Beschreibung des Messprozesses im Rahmen
der Quantenmechanik mit Hilfe eines Gesamt-Hamiltonoperators H aus, der die Zeit-
entwicklung der Messgrofie A(t) bestimmt und den Messaufbau inclusive Messapparatur
beschreibt. Es ist also

[A,H] = 0 < Messung von A ist QND. (3.130)

QND-Messungen sind wegen der fehlenden Riickwirkung auf das System haufig konzep-
tionell am einfachsten zu beschreiben. Sie entsprechen in der mikroskopischen Beschrei-
bung oft einfachen, exakt 16sbaren Dekohdrenz-Modellen. Fiir weitere Literatur vgl. auch
BREUER/PETRUCCIONE (‘The Theory of Open Quantum Systems’).

3.5.2 Modell fiir eine Messung

Wir wollen die Messung wie in Gl. (8.120) im Rahmen einer System-Bad-Theorie be-
schreiben, wobei das System mit dem Messgeréit wechselwirkt. Die Wechselwirkung zwi-
schen System und Messgerit legt die Art der Messung fest.

Wir betrachten hierfiir ein einfaches Modell, definiert durch

H = Hs+ Hwm + Hsm

Hs = %UZ, System: Spin—%, Energiedifferenz wq (3.131)
2
1
Hv = ;;+§mw2x2, Messgeriéit: harmonischer Oszillator (3.132)
m
Hsm = go.x, Wechselwirkung. (3.133)

(andere und genauere Modelle sind moglich). Falls o, gemessen wird, ist die Messung
wegen [0, H| = 0 also QND. Falls o, gemessen wird, ist die Messung wegen [0, H] # 0
also nicht QND. Die Wechselwirkung Hgy beschreibt eine Verschiebung des Oszillators
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um +gx, falls der Spin-Zustand | 1) ist,und eine Verschiebung des Oszillators um —gzx,
falls der Spin-Zustand | |) ist, denn

Hsml| 1) = +g2[ 1), Hsml |) = —gz[ 1). (3.134)

Zur Zeit t = 0 sei das System im Spin-Zustand | T) und das Messgerit, d.h. der Oszillator,
im Grundzustand |n = 0). Der Gesamtzustand (System und Messgerit) ist dann

(W(0)) =[1)®|n=0). (3.135)

Wegen o.| T) = | 1) 148t die Zeitentwicklung den Spin stets im Zustand | T).
Wir betrachten zur Vereinfachung einen langsamen Messprozess, bei dem die Wech-
selwirkung ¢(t) langsam adiabatisch hochgefahren wird, so dafl

g(t=0)=0, g(t—o0)=g>0. (3.136)
Dann ist der Hamiltonian H = H(t) zeitabhéngig, und die Schrédingergleichung lautet
i0,]W(t)) = H[W())
. w
w0 (1 10) = (524 M+ g(0)) (1190), (3.137)

wobei (T |¥(t)) der Oszillator-Anteil ist (der Spin bleibt immer im Zustand | T)). Der
Grundzustand |GZ)y;—o) des Oszillator-Hamiltonians H (¢ = 0) wird in den Grundzu-
stand |G Z)3(4—0) des nach links (wegen +g(t)z) verschobenen Oszillator-Hamiltonians
H(t = oo) iiberfithrt (adiabatisches Theorem, dazu mehr in Lehrbiichern). Es gilt insge-
samt

| 1) ® |G Z)mim0y = | 1) ® |G Z)py(tmo0) = | 1) ® |2 = —g). (3.138)

Der Endzustand des Oszillators ist dann also der kohdrente Zustand |z = —g) in der
Basis des unverschobenen Oszillators, vgl. Gl. (2.I88]). Entsprechend ist fiir einen Spin-
Anfangszustand | |) die Schrodingergleichung

00 (1)) = H[V())

it (L) = (=5 +Ha - g()e) (L), (3.139)

wobei jetzt | |¥U(t)) der Oszillator-Anteil ist (der Spin bleibt immer im Zustand | [)).
Der Grundzustand |G'Z)y;—g) des Oszillator-Hamiltonians H(t = 0) wird wieder in den
Grundzustand |G Z)y;—¢) des jetzt nach rechts (wegen —g(t)x) verschobenen Oszillator-
Hamiltonians H(t = oo) iiberfiihrt, d.h.

|1) ®1GZ)1i=0) = | 1) ®1GZ)n(t=00) = | 1) ® |2 = +9). (3.140)

Die zwei Spinzustinde des Systems sind somit mit den Endzustéinden des ‘Messgerites’
(Oszillator) korreliert. Diese Endzusténde sind rdaumlich verschobene Wellenfunktionen,
die bei hinreichend starker Verschiebung rdumlich voneinander aufgeldst werden kénnen.
Solche Zustidnde nennt man auch Zeigerzustinde (pointer states).
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3.5.3 Messung und Verschrinkung

Interessant ist jetzt die Messung einer Superposition: Sei der Spin-Anfangszustand

(Wo) =al 1)+ 6] 1)- (3.141)

mit Normierung |a|? + |3]? = 1. Das Projektionspostulat, das ja keine Aussage iiber den
Ablauf des Messprozesses macht, gibt Wahrscheinlichkeit |«|? bzw. |3|? fiir spin-up bzw.
spin-down.

Wir wenden auf den Spin-Anfangszustand |¥() unser adiabatisches Modell Gl. (B8.131])
an. Wegen der Linearitit der Schrodingergleichung wird der Anfangszustand mit dieser
Superposition dann folgendermaflen adiabatisch iiberfiihrt:

1
(af )+ 6l 1) ®GZ)np=0) = = (al ) @ |z =—g) + Bl ) ®[z=9g)). (3.142)
VN
Hierbei ist NV ein Normierungsfaktor, denn die kohérenten Zusténde |z = g) und |z = —g)
sind nicht orthogonal (AUFGABE). Zur Zeit ¢t = 0, also bevor die Messung beginnt, ist
der Zustand des Systems durch die reduzierte Dichtematrix

ps = Trese|Wo) @ |GZ)1=0) (Yol ® (GZ|1=0) = [Vo) (Yol

2 *
- <|aoi|ﬁ ")‘;P > (3.143)

(reiner Zustand).

Der Endzustand des Systems hingegen ist nun nicht mehr in Spin- und Oszillator-
Anteil separabel: durch den Messprozess sind Spin- (System-) und Oszillator- (Mess-
gerét-) Anteil miteinander verschrdnkt worden, der Zustand ist ein verschrinkter Zu-
stand, vgl. unsere Definition in Gl. (8I04]). Die reduzierte Dichtematrix des Systems
(Spin) erhalten wir aus

9 = Tre (0] 1)1z = —g) + B D © 12 = 0) (0(1 & (2 = —g] +8*(L | (= = g]
1., B Lo,
= oo (z=—glz=—-g)| H (T H‘Nﬁﬁ (z=glz=g)| ){| |
b aB(e = gle = —g)| L |+ 80"z = —glz = ) {1 | (3.144)

Wenn ¢ hinreichend gro8 ist, dann sind die Uberlapp-Matrizelemente zwischen den nach
links und nach rechts verschobenen Oszillator-Grundzusténden |z = +g) exponentiell
klein und der Normierungsfaktor N = 1. Die reduzierte Dichtematrix geht also durch

den Messprozess {iber von pg in pgnd,

2 * 2 0
ps = (o) s (10 0) (3149
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in der Spin-Basis in z-Richtung. Die Dichtematrix des Systems nach der Messung wird
also durch einen gemischten Zustand beschrieben, der auf der Diagonalen die Wahr-
scheinlichkeiten |a|? bzw. |3|? enthélt, spin-up bzw. spin-down zu finden. Die Fourier-
koeffizienten des zu messenen Zustands |¥g) erscheinen als Betragsquadrate auf den
Diagonalen. Dieses Ergebnis ist also konsistent mit dem Projektionspostulat.

Weiterhin gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten fiir spin-up in der z- und der z-Basis
(Speziallfall a« = 3 = 1.

1 1
wizlps) = 5 = wiz(5 9 = X (3.146)

wie es sein sollte, denn es handelt sich ja um eine QND-Messung von o,. Dahingegen ist

end

1
wialps) = 1= wia(Y) =3, (3.147)

d.h. der Wert der Observablen o, (spin-up in z-Richtung mit Wahrscheinlichkeit eins)
wird durch die Messung zerstort (spin-up und down in z-Richtung werden gleichwahr-
scheinlich): Die Messung ist nicht QND beziiglich o,

3.5.4 Information und Kollaps

Die Dichtematrix pg gibt die Wahrscheinlichkeiten fiir die zwei Moglichen Messwerte an
und beschreibt den Zustand des Spins vor dem Ablesen der Messwerte, die man dann ja
noch nicht kennt: Deshalb hat man ein Gemisch.

Sobald man das Messgerit abgelesen hat, weiss man, ob der Oszillator nach rechts
bzw. links verschoben ist und hat damit den Spinzustand: entweder spin-up oder spin-
down. Das ist natiirlich analog zur Stern-Gerlach-Apparatur. Nach der Messung ist der
Spin also in einem der beiden reinen Zusténde | T)(T | oder | [)(| |. Es gilt also

jaf? 0
ps = 0 |82 ) vor dem Ablesen (3.148)
. (10 00 ‘
ps = < 00 ) oder < 01 ), nach dem Ablesen . (3.149)

Der Zustand p§ nach dem Ablesen ist konditioniert durch die Information, die man durch
das Ablesen erhilt. Der ‘Kollaps’ des Wellenpakets, der sich durch den Ubergang pg — PS
ausdriickt, ist hiermit also letztlich in den Akt des ‘Ablesens’ verschoben worden. Man
hat das zentrale ‘Dilemma’ der QM, d.h. die Frage, wo und wie der Kollaps passiert
(‘im Gehirn des Beobachters’?), durch die Dichte-Matrix und Messtheorie-Maschinerie
soweit also auch nicht besser in den Griff bekommen. REBHAN benutzt den Begriff
‘erste Reduktion’ (ps) und ‘zweite Reduktion’ (p§), um die beiden Félle in Gl. ([B.148)
voneinander abzugrenzen.

Die konditionierte Dichtematrix p§,Gl. (3.148]), kann man jetzt z.B. verwenden, um
eine erneute Messung von ¢, durchzufiihren: dabei wird sich nichts mehr am Messergeb-
nis dndern, denn wegen der speziellen Wahl unseres QND- Messaufbaus bleibt ein Spin,
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der einmal im reinen Zustand | ,e;) ist, fiir immer in diesem Zustand (entsprechend
fiir | |,e;)). Die Messung dndert nichts mehr am Zustand.

Anders ist das mit einem Spin im Zustand | T,e;) = %ﬂ T,e:) + | l,ez)), dh.
1
V2
entspricht: wie wir gesehen haben, geht dieser Zustand durch die Messung in das Gemisch

ps iber: die Messung éndert den Zustand drastisch. In beiden Féllen handelt es sich
um eine QND-Messung, aber je nach ‘hineingestecktem’ Anfangszustand beeinflufit die
Messung diesen Zustand oder nicht. Die QND-Observable o, hingegen &ndert sich nicht
durch die Messung, es gilt z.B. fiir den Erwartungswert

ein Spin-up in z-Richtung, der unserem Anfangszustand in Gl. B142]) mit o = =

(0,)¢ = const, fiir alle Zeiten t. (3.150)

Wenn wir statt o, nun o, messen, handelt es sich nicht mehr um eine QND Messung
wegen [H,o,| # 0. Fiir den Anfangszustand | T,e,) gilt z.B. (03);=0 = 1, wohingegen
<Ux>t:oo =0.

3.6 Verschrinkung

Wir diskutieren im Folgenden eine der erstaunlichsten Folgerungen aus der Quanten-
theorie: das Auftreten von Korrelationen zwischen Messergebnissen bei Messungen, die
mit verschriankten Zustdnden durchgefithrt werden. Diese Korrelationen sind nicht-lokal
und treten z.B. auch fiir Beobachter auf, die Lichtjahre weit voneinander entfernt sind.
Sie sind rein quantenmechanischer Natur und kénnen in einer klassischen Theorie nicht
erkldrt werden.

3.6.1 Korrelationen in Spin-Singlett-Zustinden

(Literatur: J. J. SAKURAI “Modern Quantum Mechanics”, Benjamin 1985). Wir ge-
hen von zwei Spin—%—Zusténden aus, die auf zwei Teilchen A und B lokalisiert sind. Bei
den Teilchen kann es sich z.B. um Elektronen handeln, die zunichst zusammengefiihrt
werden. Wir interessieren uns im Folgenden nur fiir den Spinanteil der gesamten Wel-

lenfunktion der zwei Teilchen. Die beiden Spins sollen z.B. in einem Singlett-Zustand

_ L
V2

(Vorlesung Atom- und Molekiilphysik) priapariert werden. Die Teilchen (Elektronen) A
und B werden jetzt getrennt, dabei sollen die Spinfreiheitsgrade vollstdndig unverédndert
bleiben. Diese Art von Préparation ist i.a. nicht ganz einfach, aber prinzipiell moglich.
Anstelle des Spin-Freiheitsgrades der Elektronen kann man auch den Polarisations-
Freiheitsgrad von Photonen benutzten: mit Photonen sind in der Tat auch die ersten
Experimente zum Nachweis der Verschrinkung durchgefiithrt worden (A. Aspect). Statt
des Freiheitsgrades ‘Spin’ hat man dann gewissermassen einen ‘Pseudo-Spin’, der aber
nach wie vor in einem zweidimensionalen Hilbertraum beschrieben werden kann. Wir

S} (IT2ae| Lo —|L2a®]|1,2)B) (3.151)
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wollen im Folgenden der Anschaulichkeit halber mit ‘richtigen’ Spins weitermachen, die
wir z.B. mit einer Stern-Gerlach-Apparatur messen kénnen.

Zwei Beobachter A (Alice) und B (Bob) sollen nun jeweils ihr Teilchen A und B mit
sich nehmen und sich dann weit voneinander entfernen. Die rdumliche Wellenfunktionen
der Teilchen entfernen sich dann natiirlich ebenso voneinander. Der Spinanteil hingegen
lebt ja in seinem eigenen Spin-Hilbertraum,

H=Hs®Hp=C*®C? (3.152)

und wird durch die rdumliche Trennung der beiden Teilchen nicht beeinflufit.
Die beiden Spins sind miteinander verschrinkt: die Bobs und Alices reduzierte Dich-
tematrizen sind gemischte Zusténde, wir kénnen leicht nachrechnen, dass

1 1 0 1 1 0
szTrA|s><S|:5(O 1) , pAzTrB|S><S|=5<O 1) L (3.153)
B A

d.h. jeder der beiden hat fiir seinen Spin einen maximal gemischten Zustand vorliegen.
Wir wissen bereits, dass z.B. Bob bei einer Messung mit einer Stern-Gerlach-Apparatur
mit gleicher Wahrscheinlichkeit % spin-up und spin-down findet, und zwar fiir beliebige
Richtung n der Apparatur - keine Spin-Richtung ist ausgezeichnet. Wir nehmen jetzt
an , dass A und B viele Exemplare gleichartig préiparierter Spins vorliegen haben. Dann
findet Bob z.B. bei jeder Messung stets eine zufillige Folge von spin-ups oder spin-
downs, und das unabhéngig von der Richtung n. Dennoch sind die Messergebnisse, die
Bob findet, nicht unabhéingig von dem, was Alice mit ihren Spins tut. Dazu betrachten
wir folgende Messung;:

e A misst ihren Spin in Z-Richtung. Der Gesamtzustand Gl. [B.I51]), der ja eine
Superposition von zwei Anteilen ist, muss dann kollabieren (‘Reduktion des Wel-
lenpakets’). Findet A z.B. spin-up | T, 2) 4, so wird der Spin-Zustand Gl. (3I51])
auf den Anteil mit ‘spin-up’ fiir Alice projiziert, d.h.

_ b
V2

und damit ist der Gesamtzustand separiert und Bobs Spin-Anteil festgelegt, d.h.
Bob muss bei Messung in z-Richtung | |, Z)p messen. Natiirlich &8t sich nicht
vorausssagen, ob Alice spin-up oder down messen wird. Wir wissen aber, dafl Bob
immer ‘das Gegenteil’ von Alices Ergebnis finden wird.

‘S> (‘ T7'2>A & ’ l72>B - ‘ l7'2>14 ®‘ T72>B) - ‘ T72>A & ‘ l72>B7 (3154)

Bis hierher ist das noch nicht besonders aufregend, denn es geht noch nicht iiber die
klassische Physik hinaus: wir vergleichen hierzu mit einem einfachen klassisches Expe-
riment, analog zu dem quantenmechanischen oben, bei dem sich eine weisse (‘spin up’)
und eine schwarze (‘spin down’) Kugel zunéchst in einem gemeinsamen Kasten befin-
den und dann ‘ohne hinzusehen’ in Einzelkdsten getrennt von A und B weggeschleppt
werden: wenn A ihren Kasten offnet, weiss sie, was B hat und umgekehrt!
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Das Interessante an dem quantenmechanischen Fall mit dem Zustand Gl. (3.I51])
ist nun aber, da} Alice und Bob eine beliebige, fiir beide gleiche Richtung n festlegen
konnen und dann genau das Gleiche passiert: A findet immer das Gegenteil von dem,
was B misst. Mathematisch sieht man das an der Darstellung

0 0
[1,7) = cos ™2 1,2) +sin e |, 2)
0 _, 0 .
| l,n) = —sin 5671‘;5/2] 1,2) + cos 56“25/2] 1,2). (3.155)

Aus dieser Darstellung folgt ndmlich

[ )l L) =1 L) T,7) =
(cos ge*i¢/2| 1) +singei¢/2| 1))(—sin ge*w/ﬂ 1) + cos gei¢/2| 1)

(im0 1) + cos D] 1) (cos 2902 1) +sin 269/ 1)

= (eos®  sin D) )] 1) — (eos® & +sin? )] 1] 1)
= | T>z| l>z - | l>z| T>z’ (3.156)

d.h. der Zustand Gl. (BI5]]) hat in jeder Basis bzgl. einer festgelegten Richtung n die
gleiche Form, er ist isotrop im Raum der Spins. Im Beispiel der zwei klassischen Ku-
geln hiefle das, dafl man nicht nur ein ‘Farbpaar’ weiss-schwarz, sondern beliebig viele
‘gegenteilige Farbpaare’ bekédme, je nach Messrichtung.

Messen beide Beobachter nun andererseits in verschiedenen Richtungen, so kann man
z.B. folgendes bekommen:

e A misst ihren Spin in Z-Richtung. Bob misst in Z-Richtung und bekommt up oder
down mit je Wahrscheinlichkeit 1/2, vollig unabhéingig von A’s Resultat. Denn die
Zusténde | T, 2) B, | |, 2) g haben ja, geschrieben in der z-Basis, jeweils die gleichen
Amplituden fiir spin-up und down in z-Richtung.

Zusammenfassend finden wir also, dal Bobs Messergebnisse davon abhéngen, wie
und ob Alice misst. Die Resultate von Bobs und Alices Messungen sind jeweils eine
zuféllige Folge von ups oder downs: in beiden Fiéllen werden die Resultate der Messungen
durch die jeweilige reduzierte Dichtematrix p4/p bestimmt, die ja keinerlei Préferenz
fiir up oder down oder fiir eine bestimmte Richtung aufweist. Wenn Alice gemessen hat,
ist die reduzierte Dichtematrix fiir Bob das gleiche py = %i, denn er kennt ja Alices
Messergebnis nicht und weiss nur, dafl beide Ergebnisse die gleiche Wahrscheinlichkeit
% haben. Wenn A und B 10000 Exemplare vom Spinzustand |S) haben, wird B bei
seinen Messungen (egal in welche Richtung) also immer nur eine zuféllige Folge von up
oder down finden, und A genauso. Erst wenn sich die beiden zusammensetzen und ihre
Messergebnisse vergleichen, werden sie Korrelationen zwischen ihren Messwerten finden.

Das Unbehagen an diesem Phénomen liegt jetzt an Folgendem: Es 148t sich zwar
keine Information (schon gar nicht mit Uberlichtgeschwindigkeit) durch diese Messun-
gen (und die damit verbundenen Kollapse der Gesamtwellenfunktion) iibertragen. Die
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Messergebnisse in jedem einzelnen der beiden Systeme sind ja immer nur eine Folge
zufélliger Werte. Der Kollaps der Gesamtwellenfunktion allerdings geschieht instantan,
und damit wird durch die Geschehnisse (Messungen) im System A instantan festgelegt,
was in B passiert! Alice kollabiert durch ihre Messung den Gesamtzustand des Spins
und prépariert damit den Zustand in Bobs System, obwohl beide so weit voneinander
rdumlich entfernt sein kénnen, dass sie sich raumartig voneinander getrennt befinden.

Obwohl sich hieraus also kein Widerspruch zur Relativitétstheorie ergibt, war z.B.
Albert Einstein war mit dieser Tatsache unzufrieden und forderte

Definition “Einstein-Lokalitét”: Fiir ein EPR-Paar sollte die ‘gesamte Physik’ in B nur
lokal durch den Spin B gegeben sein und z.B nicht davon abhéingen, was in A passiert
(z.B. davon, was und ob A misst). Eine vollstdndige Beschreibung der Physik in B sollte
ergeben, dass der Spin B nicht mehr mit Spin A korreliert ist.

Nach diesem Kriterium ist die Quantenmechanik eine unvollstdndige Beschreibung der
Natur.

Definition Ein Paar zweier verschriankter Spins wie in Gl. (3.I51]) heisst Einstein-
Podolsky-Rosen (EPR)-Paar (benannt nach einer berithmten Veréffentlichung hier-

zu). B,
Versteckte-Variablen-Theorien versuchen, hier einen Ausweg zu finden:

Definition “Versteckte-Variablen-Theorie fiir Spin”: Ein Spin T in n-Richtung wird in
Wirklichkeit durch einen Zustand | T 72, {\}) beschrieben, wobei {A} uns noch unbekann-
te Parameter sind. Wire {\} bekannt, so wéren alle Messwerte des Spins deterministisch.
Weil {\} unbekannt ist, erhalten wir in der QM zufiillige Messwerte.

Es gibt jetzt allerdings Ungleichungen, mit denen Versteckte-Variablen-Theorien expe-
rimentell getestet werden konnen (Bellsche Ungleichungen).

3.6.2 Bellsche Ungleichungen

Wir diskutieren hier eine Variante fiir unser Spin-Singlett |S): Alice misst ihren Spin in
n-Richtung. Erhilt sie | |,7) 4, so ist Bobs Spin im Zustand | T,7)p, wobei

0.,—i¢/2 0 . 0 .
. cos e — . .0 .
| 1,7)p = < sinQ%ei‘WQ ) = cos ;e /2| T,z>3—|—81n§e 92 |,2)p (3.157)

vgl. GL.(2383]). Misst Bob seinen Spin in 2-Richtung, so findet er up mit Wahrschein-

lichkeit cos? g und down mit Wahrscheinlichkeit sin? g, es gilt also

W(la,l) = W(la,1p) = = sin? (3.158)

2

COS

W(la,18) = W(la,lg) = : (3.159)

N~ N~
NGRS NS
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TABLE 3.2. Spin-component Matching in the Alternative Theories

Population Particle 1 Particle 2
N, @+,b+,8e+) (5‘"!’"’?‘)
N, (d+,b+,6-) (@-.b-.é+)
N, (a+,'p—,é+) (a—,p+,?-)
N, a+,b-,&-) @=,b+.&4)
A (d—,b+,8+) (a+,p—,<f—)
N, (a—,b+,e-) (a+,p-,f+)
N, @a-,b—,&+) (§+’P+’f—)
Ng (d-,b—,&-) (a+.,b+,6+)

Fig. 3.1: (Aus Sakurai, ‘Modern Quantum Mechanics’)

wobei der Faktor 1/2 die Wahrscheinlichkeit ist, dass Alice up (bzw. down) misst.

Wie wiren die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten in einer Versteckte-Variablen-
Theorie? Alice und Bob mdogen ihren Spin in insgesamt einer der drei Richtungen a, b, é
messen. Versteckte Variablen legen fest, ob dabei 4+ (Spin up) oder — (Spin down) her-
auskommt. Die Variablen sind unbekannt, man kann aber eine Einteilung in 8 Zustédnde
vornehmen. In jedem dieser 8 Zustédnde ist das Messergebnis festgelegt, wir wissen aber
nicht, welchen der 8 wir messen (siehe Figur). Hier treten 8 relative Hiufigkeiten

N; 0<p <1, i=1,..,8 (3.160)
pizgi) >=pixL, 1=1,..,8. .
Zz’:l N;

auf. Wenn das Gesamtsystem z.B. im Zustand 3 ist, erhélt Alice (particle 1) bei Messung

in einer von ihr gewéhlten Richtung immer einen Wert (z.B. + fiir a), der unabhéngig
davon ist, was Bob macht.

Wir konnen jetzt Wahrscheinlichkeiten P(a+;b+) etc. angeben, z.B.
P(a+;b+) = ps + pa (3.161)
durch Nachschauen in der Tabelle. Entsprechend
P(a+;é+) =pa+ps, P(e+;b+) =ps+pr. (3.162)
Wegen p; > 0 gilt trivialerweise p3 + ps < p3 + ps + p2 + p7 oder

P(a+;b4) < Plat; é+) 4 P(é+; b+). (3.163)
2 Phys. Rev. 47, 777 (1935).
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Das ist bereits eine Form der Bellschen Ungleichungen. Wir vergleichen nun mit der
quantenmechanischen Vorhersage: P(&—i—;l;—i—) entspricht W (T a+;7 3—1—) = %sinQ%,
wobei 0y, der Winkel zwischen @ und b ist. Wir zeigen nun: die quantenmechanischen
(gemeinsamen) Wahrscheinlichkeiten W (7T a+; 1 3—1—) verletzen die Bellschen Ungleichun-
gen, GL. (3I63). Es reicht, das mit einer bestimmten Wahl der Achsen a, b, ¢ zu zeigen:

¢ symmetrisch zwischen a und l;,
0 =04 =00, 044 =20. (3.164)
Mit P = W hétte man

W(Tat;Tb+) < W(TatsTé4)+ W(T et T b+)
<—>lsin2% < lsin2%+lsin2@
2 2 2 2 2 2
0
—sin?f < =2sin? 2 Widerspruch (3.165)
Widerspruch z.B. fiir 6 = %,
9:1 ~ sinﬂzﬁ, sin?f = =
3 2
. 1 .90 1
~ SII].E = 5, 2sin 5 = 5 (3166)

Daraus folgt, das die Quantenmechanik nicht mit den Bellschen Ungleichungen vereinbar
ist. Die Bellschen Ungleichungen kénnen andererseits experimentell iiberpriift werden;
bisher fand man stets eine Verletzung der Bellschen Ungleichungen (erste Experimente
mit Photonen: A. Aspect, 80er Jahre), also keinen Widerspruch zur Quantenmechanik.

Es erscheint erstaunlich, dass sich so tiefe Fragen wie Lokalitéit, versteckte Varia-
blen, Verschréinkung etc. auf eine so triviale mathematische Ungleichung wie Gl. (B.160])
kondensieren lassen - das zeigt aber eben auch den Erfolg der naturwissenschaftlichen
Vorgehensweise B. Weitere Literatur: NIELSEN/CHUANG. Zur BOHMSCHEN Quan-
tenmechanik siehe weiter unten.

Weitere Anwendungen wie Teleportation etc.: Seminarvortriage bzw. NIELSEN/CHUANG
oder andere Lehrbiicher.

3.7 Zeitunabhdngige Storungstheorie

Gegeben sei ein Hamiltonian
H = Hy+ H; (3.167)

in Hilbertraum H mit diskretem Spektrum. Das Eigenwertproblem von H( sei bereits
gelost,

Holi,v) =¢&ili,v), i=1,2,.. v=12,..d, (3.168)

3 vgl. hierzu auch den Artikel von R. P. Feynman, ‘Simulating Physics with Computers’, Int. J. Theor.
Phys. 21, 467 (1982).
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wobei d; die Entartung des i-ten Eigenwertes sei. Die Kets |i, v) seien ein VOS in H mit
H="Hi® Ho D Hs..., (3.169)

also einer Zerlegung in orthogonale Teilrdume zu den Eigenwerten ¢;.
Aufgabe: Losung des Eigenwertproblems

H|U) = E|U). (3.170)

in H. Idee: wir betrachten H; als ‘kleine Stérung’ von Hy, die zu einer ‘kleinen Anderung’
der g; und |i,v) fiihrt.

3.7.1 Projektor-Methode

Lit.: SCHERZ. Wir wollen die durch H; verursachte Korrektur der Energie ¢, # 0
bestimmen. Wir haben also

Holbv) = gplbv), v=1,2,...d (3.171)

mit dem d-fach entarteten, bekannten Eigenwert &, im Teilraum H;, der von den be-
kannten |bv) aufgespannt wird. Alles Folgende bezieht sich auf diesen festen Teilraum
und die feste Energie ¢.

Von der Eigenwertgleichung H|¥) = E|VU) ziehen wir auf beiden Seiten die bekannte
Energie ¢, ab,

(Hy — eyl +H))|U) = (E — ,)|0), (3.172)
=ho =€
erhalten also
ho|¥) = (e — Hy)|¥). (3.173)

Diese Gleichung mochte man gerne iterativ losen, indem man umschreibt
‘\IJ> = RQ(E — Hl)‘\I/> = RQ(E — Hl)RQ(E — Hl)‘\I/> = ey (3174)

die linke Seite immer wieder in die rechte Seite einsetzt und dann nach Potenzen des
Storoperators H;p sortiert. Die dabei auftretende Resolvente Ry wire naiv gesehen
einfach das Inverse von hg = Hg — ¢p; dieses Inverse existiert so aber nicht, denn hg gibt
auf den Zustédnden im Unterraum H, ja Null!

Der Trick besteht jetzt darin, gerade diese ‘gefdhrlichen’ Anteile aus der Gleichung
‘herauszuprojizieren’. Das geschieht folgendermafien: Wir definieren einen Projektor P
auf den Unterraum H; und sein Komplement () = 1 — P mit folgenden Eigenschaften,

d
P = Y |y, Q=1-P, PQ=QP=0 (3.175)
v=1
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Es gilt (\UFGABE)
[Ho, P] = [ho, P] = [Ho, Q] = [ho, Q] = 0. (3.176)
Deshalb folgt aus Gl. (I73) und [ho, Q] = 0
hoQ[¥) = Qho|¥) = Q(e — H1)|¥). (3.177)

Der Operator hg lisst sich jetzt im Teilraum H © H;, invertieren,

1 1 1

Hy—¢g,  e1—1o
€y

hy! = (3.178)

(formale Potenzreihe wie bei geometrischer Reihe): wiirde man hy ' auf einen Vektor aus
‘Hj loslassen, wiirde man durch Null teilen und die Inverse wére nicht definiert, fiir alle
anderen Vektoren aus H © Hj ist die Inverse ist definiert - solche Vektoren sind genau
von der Form Q|¥). Damit folgt aus Gl. (B.177))

QIY) = hy'Qle— H)|P) ~ Q|¥) = R(ey)(e — H1)[ ) (3.179)
1
R(ep) = Q———Q, Resolvente (Pseudo-Inverse). (3.180)
Hy—ep
Hierbei haben wir auch von links () heranmultipliziert, um sicherzustellen, dass auch die
Operation auf Dirac-Bras definiert ist, z.B. (\11|QhalQ.
Im letzten Schritt schreiben wir jetzt noch um,

QY) = R(ep)(e — H1)|¥)

~ [¥) = P|¥)+ R(ep)(e — H1)|¥)
= P|V) + R(ep)(e — Hi) [P|V) + R(ep) (e — H1)[P)]
= Y [R(e)(e — Hy)]" P|D). (3.181)
n=0

Bis hierhin ist zwar alles nur eine formal exakte Umformung, Gl. (BI81]) ist aber der
Ausgangspunkt fiir eine mathematisch sinnvolle Stérungsentwicklung.

3.7.2 Auswertung fiir die Eigenwerte
Wir wenden den Projektor P auf die umgestellte Ausgangsgleichung Gl. ([B.I73))

e|¥) = (ho + Hy)|¥) (3.182)
an und erhalten

eP|U) = P(hg+ Hy)|¥) = hoP|U) + PH,|¥) = PH,|¥), (3.183)
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denn P|V) liegt ja in H; und wird deshalb von hg = Hp — €1 annulliert. Damit hat man
eP|¥) = PHy Y [R(z)(c — Hy)]" P|T). (3.184)
n=0

Die Energie-Korrektur € schreiben wir jetzt als
e=eM 4@ 4O 4 (3.185)

wobei der Korrektur-Anteil ) von der Ordnung O(H;) sein soll. Formal kann man auch
eine Taylor-Reihe ansetzen

H=Hy+ M Hi, e=xWU4+22@ 4 )3:60) 1 (3.186)

und Koeffizientenvergleich in Potenzen von A machen.

3.7.2.1 Erste Ordnung Storungstheorie: Energien

In niedrigster (erster) Ordnung in H; () erhélt man

sVPlW) = PH P|D) (3.187)
d d
S o] | Hy Y oy (o D [w) = 0 (3.188)
v=1 V=1
d
> (bl Hy o) (b [@) — D (bp|®) = 0, (3.189)
v'=1

wobel wir im letzten Schritt mit (bu| skalar von links multipliziert haben. Wir erhalten
also eine Eigenwertgleichung im Unterraum H; fiir die Hermitesche d mal d Matrix
PH, P, deren Lésung d Eigenwerte £()) und d Eigenvektoren |¥) liefert.

Im Spezialfall d = 1 (keine Entartung) hat man einfach

(bl H1[b) (0] ¥) — M (b @) =0, (3.190)
was auf das auBerordentlich wichtige Resultat (PRUFUNG!)
M = (b|Hy|b , 1. Ordnung Stoérungstheorie ohne Entartun 3.191
g g g

fithrt. Die ungestorte Energie ¢, zum ungestorten Zustand |b) verschiebt sich also um
das Diagonalmatrixelement des Stéroperators,

Ep — Ep + <b’H1’b>, (3.192)

der Eigenwert wird verschoben. Im Fall d > 1 wird die d-fache Entartung des Eigenwerts
€p ganz oder nur teilweise aufgehoben,

ey —ep+ellv=1,2...4d, (3.193)

wobei die Anzahl der Losungen ¢ von der Stér-Matrix PH P abhiingt: ‘die Linie
spaltet auf’.
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3.7.2.2 Zweite Ordnung Storungstheorie: Energien
In zweiter Ordnung in H; (A) erhilt man
D+ @ 4 )PW) = PH,P|T)+ PH, [R(eb)(s(l) be@ Hl)] P|0)
v (eM +e@VP|W) = PH,P|¥) — PH R(e)H, P|W). (3.194)

Man beachte, dass in der letzten Gleichung auf der rechten Seite die Skalare (1) 4£(2) 4
wegen

1
P = P = 1
R(ep)P = Qp— L, Qr=0 (3.195)
wegfallen, denn QP = 0. Man hat also fiir die zweite Ordnung analog zur ersten Ordnung
@ P|W) = —PH|R(e;)H, P|¥) (3.196)
d
~ = (bp|H1R(ep) Hy |bw) (bv| W) — e (bu| W) =0, (3.197)
v=1

die zweite Korrektur ist i. A. also wieder aus der Losung eines d mal d Eigenwertproblems
zu erhalten. Explizit hat man fiir die entsprechend zu diagonalisierende Matrix

— HiR(ep)Hy = (3.198)
i v=1
= (3.199)
z;éb v=1
- ZZ |iv) (iv|H; (3.200)
z;éb v=1
H H
= ) Z i) (viHh (3.201)
iZby=1 b
(3.202)
Im Fall d =1 (keine Entartung) wird das wesentlich iibersichtlicher: man bekommt
Hyle)(i|H
S ) — ey = 0 (3.209)
- Ep — &
1#£b
-e® =% (b Hy i) (il Hy|b) Z ( b|H1 . (3.204)

Dieses ist wiederum ein wichtiges Resultat. Insbesondere sieht man: ist die ungestorte
Energie ¢;, die Grundzustandsenergie, so fiihrt der Term zweiter Ordnung in der Storungs-
theorie zu einer negativen Korrektur, d.h. zu einer Absenkung der Energie. Das ist ins-
besondere dann wichtig, wenn z.B. durch Auswahlregeln der Term erster Ordnung Null
ist.
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3.7.3 Auswertung fiir die Zusténde

Wir betrachten wiederum einen d-fach entarteten Eigenwert e, von Hy, Hy|bv) = &,|bv),
mit einer ON-Basis |br) im Teilraum H;. Wir schreiben

H|¥) = E|V) (3.205)
(Ho+ H)(|Wo) + [T1) +...) = (ep+ W +e@ 4 )(|W0) + |¥1) + ...) (3.206)

3.7.3.1 Erste Ordnung Stérungstheorie fiir die Zustande, d = 1 (keine Entartung)

Dieser Fall ist der einfachste. Wir haben |¥() = |b). Wir sortieren alle Beitrige, die
erster Ordnung in H; sind:

(Ho + H1)(|b) + [¥1)) (eo +M)(b) + [W1) + ..) (
(i|(Ho + Hy)(|b) + [¥1)) (il(ep +eM)(|b) +|W1) +...), i#b  (3.208
~ (i Hy[b) +€i(i[¥1) = ep(i[¥r) (
> (i|H1b) (

~ ~

(i Wy
Ep — &

Die Korrektur |¥;) besteht also aus Komponenten, die orthogonal zu |b) sind. Der Zu-
stand |U) ist also (ohne Normierung)

Id
SO H | @21

0y = B+ D D)+ | = [T+
i#b i#b

3.7.3.2 Erste Ordnung Storungstheorie fiir die Zustinde, d > 1 (Entartung)

Das ist letztlich auch nicht schwieriger. Statt im eindimensionalen, von |¥o) = |b) auf-
gespannten Unterraum arbeitet man jetzt im Unterraum Hj. Als Basis nimmt man die
d Eigenzusténde |¥q,) aus der Bestimmung der Eigenenergien in erster Ordnung,

W P|wy,) = PHP|¥,). (3.212)

Jetzt benutzen wir unsere allgemeine Gleichung (BI8T]),

() = Y [R(zb)(c — Hi)|" P|¥) = P|T) + R(e)( — H)P|¥) + ... (3.213)
n=0
und schreiben
QWop) +[T1p) +...) = QP|¥) +QR(ey)(c — Hi)P|Wop) +...  (3.214)

~ Q’\Ijlp>

—R(Eb)H1P’q10p>, (3215)
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wobei wir QP =0, QR = R und RP = 0 ausgenutzt haben. Zu jedem [¥g,) gibt es also
Komponenten Q|V1,), die orthogonal zu Hy, sind. Ausgeschrieben und in erster Ordnung
in Hy lauten sie

di . .
Q¥y,) = ZZ%HlP‘\DOP>' (3.216)

i#b v=1

Die Komponenten von |¥;,) in H; bleiben frei wéhlbar - selbst die Kets |¥g,) hangen
ja bereits als Eigenvektoren von PH;P nicht-linear von den Parametern in H; ab.
Zweckmissigerweise setzt man die Komponenten von |Wq,) in H; gleich Null und hat
damit

W,y = (1—R(ep)H1) P|¥o,) + ... (3.217)
i) (i
= [1- L H | PV 3.218

AUFGABEN: 1. Berechne die Eigenwerte des effektiven Hamiltonoperators des Dop-
pelmuldenpotentials,

= %az T, T.>0, (3.219)

a) fiir € # 0 stérungstheoretisch in 7, bis zur zweiten Ordnung.

b) fiir ¢ = 0 mit entarteter Stérungstheorie in T,. Vergleiche mit der exakten Losung
(Taylorentwicklung!). Begriinde das Ergebnis von b).

c¢) Berechne die Eigenzustinde storungstheoretisch in T, bis zur ersten Ordnung.

2. Berechne die Eigenwerte des anharmonischen Oszillators in d = 1,

2
SN Y B
H—2M+2wa +Ax%, A>0 (3.220)
a) storungstheoretisch in A bis zur ersten Ordnung (Hinweis: Verwendung von Leiter-
operatoren).
b) (Zusatzaufgabe) zu hoherer Ordnung durch Entwicklung eines Codes (MATHE-
MATICA).

3. Berechnen Sie die Eigenwerte des Rabi-Hamiltonians

A
H = 50z + gog(a +a') + Qala. (3.221)
storungstheoretisch in g soweit Sie kommen.

3.7.4 Parametrische Abhingigkeit von Spektren

Wir nehmen einen Hamiltonian an, der von einem Parameter A abhéngt (kann stehen
fiir Magnetfeld, elektrisches Feld, etc.).
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3.7.4.1 Niveauaufspaltung
Wir nehmen folgende Form an:
H(\) = Ho(\) + V. (3.222)

Als Funktion von A konnen sich bestimmte Niveaus e,(\) und £5(\) des ungestorten
Hy(A) an einer Stelle A\, kreuzen (SKIZZE). Was ist der Effekt der Stérung V' auf die
Niveaus in der Néhe von A.? Seien £,(\) und e(A) fir A # A. nichtentartet. Fiir A # A,
sagt uns die zweite Ordnung Stoérungstheorie

Vi
ca — o+t (a|V]a) +Z"”‘ ’6‘ + OV (3.223)
i#a Ea — &
(b| Vi
ey — e+ (b]V]D) +Z‘ | ‘2’ +0(V?) (3.224)
Ep — &4
1#£b

Nahe A, wird die Energiekorrektur durch die kleinsten Nenner des zweite-Ordnung-Terms
dominiert,

Vb2

€qa — EQ—FM—F... (3.225)
Ea — &b
bV ]a)|?

o — et VIO (3.226)
Ep — Eqa

In der Ndhe von A\, wird also das tiefere Niveau weiter nach unten geschoben, das héhere
Niveau weiter nach oben: die Niveaus stossen sich ab (Niveau-Abstossung, engl. level re-
pulsion. Fiir A — \; wird diese Storungstheorie allerdings sehr schlecht, da die Ausdriicke
wegen der immer kleiner werdenden Energie-Nenner divergieren.

An der Stelle A\, muss man entartete Storungstheorie machen. Im von |a), |b) aufge-
spannten zweidimensionalen Unterraum muss man dann

Wpjw) = PVP|D) (3.227)

16sen, d.h. die 2 mal 2 Matrix V;; (Matrixelemente V,q, Vb, Vi, Vip) diagonalisieren.

3.8 Quantenmechanik und Klassische Mechanik

3.8.1 Die WKB-Niherung

(MERZBACHER. LANDAU/LIFSHITZ.) Wir betrachten die eindimensionale stationére
Schrodinger-Gleichung zur Energie F,

V(@) + 23 (B~ V(@) ¥(x) = 0 (3.228)

und wollen eine Niherungslosung mit dem Ansatz

U(z) = @) (3.229)
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finden, der durch den Fall eines konstanten Potentials V(z) = V mit ¥(z) = e*h®
und konstantem Wellenvektor k, d.h. u(x) = kx, motiviert ist. Analog zum Fall eines
konstanten Potentials definieren wir

ko) = %(E V@), E>V() (3.230)
z) = —in(z), sz)= %(V(x) _B), E<V(). (3.231)

Einsetzen liefert
i (z) — [u (z))* + k*(z) = 0. (3.232)

Das ist eine nichtlineare DGL - es kann aber ein Approximationsverfahren wie folgt
entwickelt werden:

Zunichst ist v”(z) = 0 fiir ein Teilchen im konstanten Potential, und wir nehmen an,
da dieser Term fiir langsam variierende Potentiale V' (z) vernachléssigt werden kann.
Das fiihrt sofort auf

[up(@)]” = k*(x), (3.233)

was vollig analog zur Eikonal-Gleichung der klassischen Mechanik (vgl. MECHANIK-
Skript Kap. 5.2)

W' (x)]? = 2m(E — V(z)) (3.234)

ist, wenn wir die Wirkungsfunktion W (z) mit fug(z) identifizieren!
Eine bessere Niaherung erhalten wir durch Iteration der exakten Gleichung

W (z) = £/k2(z) + v (z), (3.235)

indem wir auf der rechten Seite die Néherung ug(x) einsetzen,

u)(z) = £4/k%(x) + iuf)(z) = £/ k?(z) £ ik (z), (3.236)

wobei ‘Konvergenz’ dann bedeutet, dafl sich u; und ug bereits nicht mehr grofi unter-
scheiden, d.h.

K (z)| < |2 ()] (3.237)

Dann kann man die Wurzel entwickeln und hat

7

uy(x) =~ (:l:k‘(x) + (@) k‘/(:c)) ~ up(x) = £ /1 da'k(2") + %log k(x)
~ U(z) =~ \/% exp [:l:i /:v dx'k(x')] ,  WKB-Niherung. (3.238)
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Die Bedingung Gl. (8:2237)) kann man fiir £ > V(x) mit Hilfe einer effektiven Wellenléinge

Az) = % umschreiben in

Az) |k ()| < |hk(z)], (3.239)

d.h. die Anderung des Impulses p(x) = hk(z) iiber eine Wellenlinge () des Teilchens
mufl sehr viel kleiner als der Impuls selber sein. An den klassischen Umkehrpunkten des
Potentials, die durch die Bedingung

E=V(z) (3.240)

definiert werden, ist diese Bedingung sicherlich nicht mehr erfiillt.
Zusammenfassend hat man also in der WKB-N&herung jeweils zwei linear unabhéngige
Losungen,

W) — ;(x) (q exp [z / ’ dx’k(x’)] +epexp [—z‘ / zk(x’)dm’]), B> V()

W) = ﬁ(clexp [_ / xdx’m(x’)] + epexp [ / xm(m’)dm’]), B < V(@241)

K

Jetzt stellt sich allerdings die Frage, was an den Umkehrpunkten x = a des Potentials
passiert und wie die WKB-Wellenfunktion iiber den gesamten Bereich E < V(z) und
E > V(z) hinweg ‘zusammengebaut’ wird (LANDAU, MERZBACHER). Dazu sei x > a
der klassisch verbotene Bereich mit E' < V' (x) rechts vom Umkehrpunkt a des Potentials.
Fiir @ < x hat man dann

V) = Z(x) exp [—/:dx’/f(x’)}, a<z, (3.242)

wobei jetzt nur die exponentiell abfallende Losung auftauchen darf. Nahe z = a gelten
die WKB-Approxmationen nicht, man kann dort aber das Potential V (z) linearisieren

und die Schrodinger-Gleichung exakt zu lésen versuchen. Man kann dann zeigen, dafl
dann die Wellenfunktion Gl. (8:242]) links vom Umkehrpunkt, d.h. im klassisch erlaubten
s

Bereicht, iibergeht in
/ k(z")dz'
wobel das T aus dem Wurzel-Vorfaktor

4
VE(T) <\ VT —a (3.244)

stammt, in dem das Argument x — a aus der Linearisierung von V(z) kommt und beim
Vorzeichenwechsel beim Durchgang durch # = a dann ein (—1)/4 = ¢="/4 erscheint.
Weiterhin gilt die Darstellung Gl. ([3:243]) unabhéngig davon, ob der klassisch erlaubte
Bereich rechts oder links vom Umkehrpunkt a liegt.

U(z) = /.:(x) cos [

- ﬂ , V(z) <E, (3.243)
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3.8.2 WKB und die Bohr-Sommerfeld-Quantisierung
(LANDAU). Wie im Kapitel ‘Wirkungs- und Winkelvariablen’ in der MECHANIK be-

trachten wir eine periodische Bewegung in einer Dimension mit Hamiltonian

2
p
H=—+V 3.245
YV (3.215)
im Potential V' (z), das zwei Umkehrpunkte a und b < a habe, so da} die klassische
Bewegung in b < x < a verlaufe. Wir wenden die Darstellung Gl. (8:243)) jetzt auf die
beiden Umkehrpunkte @ und b an - dann miissen die zwei Darstellungen

U(z) = kc(x) cos[ /m " () da —ﬂ
U(z) = :(x) cos[ /z bk(m’)dm’ —ﬂ (3.246)

im Intervall [b, a] ibereinstimmen. Das bedeutet konkret fiir die Argumente der Kosinus-
Funktion

r=a ~ / dm———:t<4+n7r>,n€Z, (3.247)

wobei sich die Konstanten ¢ und ¢’ um ein Vorzeichen unterscheiden konnen. Der Fall +
ergibt mit p(x) = hk(z) damit gerade

1 a
—/ kdx = n+1
™ Jp 2

1 1
p(x)dx = n+§, Bohr-Sommerfeld-Quantisierung, (3.248)

~—
2mh

und damit hat man die Quantisierungsvorschrift der ‘Alteren Quantenmechanik’ fiir ein
periodisches System mit einem Freiheitsgrad wiedergewonnen.

Auf dem Weg von z = b nach x = a wichst das Argument des Kosinus von —7 auf
fb Ndx' — % = T + nm: die Quantenzahl n ist gibt also die Anzahl der Nullstellen
(Knoten) des Kosinus, also unserer semi-klassischen Wellenfunktion ¥(x) an, so wie es
auch in der exakten quantenmechanischen Losung der Fall ist (Knotensatz).

Weiterhin ist das Ringintegral § p(z)dz gerade die von der klassischen Trajektorie
umschlossene Fliche im Phasenraum. Diese Fliche ist also gleich 27k x (n + %), wobei
n = 0 dem Grundzustand, n = 1 dem ersten angeregten Zustand etc. entspricht. Die
angeregten Zusténde entsprechen im Phasenraum jeweils einer Phasenraum-Zelle mit
der Flache 2rh. Ein Volumenelement dxdp im Phasenraum entspricht also dxdp/(27h)
quantenmechanischen Zusténden. Dieses Argument wird spéter in der STATISTISCHEN
MECHANIK wichtig.
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3.8.3 Feynman’s Pfadintegral

Feynman’s Pfadintegral ist einer der klarsten und schonsten Wege, die Verbindung zwi-
schen klassischer Mechanik und Quantenmechanik herzustellen. Ausgangspunkt ist die
Schrodingergleichung in Ortsdarstellung, z.B. in der einfachsten 1d Form mit einem Teil-
chen im Potential V(x),
h2
ihoy U (z,t) = HY (z,t) = —%(%x\ll(x,t) + V(z)U(x,t), (3.249)

die man formal als Anfangswertproblem mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators (Pro-
pagators) losen kann,

U(z,t) = / da' Gz, t; 2 t0) ¥ (2 to) (3.250)
Gla,t:2 tg) = (x]e #HE0)|7). (3.251)

Durch einfache formale Manipulationen (z.B. FEYNMAN, SCHULMAN, KLEINERT)
1483t sich der Propagator als Pfadintegral schreiben,

. t
Gz, t; 2 ty)) = / Daerdll Sa] = / dt' Liz(t"), &(t")], (3.252)
to

wobei die Integration iiber alle Trajektorien (‘Pfade’) x(t') im Ortsraum lduft, die zur
Zeit to bei 2’ beginnen und zur Zeit ¢ bei x enden. Die Operation Dz ist ein formaler
Grenzwertprozess, der auf die Berechnung eines N-dimensionalen Integrals im Limes
N — oo hinauslauft. Dabei ist S[x] die diesem Pfad entsprechende klassische Wir-
kungsfunktion mit der klassischen Lagrange-Funktion L[z (t'),z(t')]. Wesentlich ist
hierbei, dal zum Pfadintegral alle Pfade beitragen und nicht nur der Pfad xq(¢'), der

aus dem klassischen Prinzip der kleinsten Wirkung

3S|x]
ox
folgt. Den klassischen Pfad z(¢') kann man allerdings als Ausgangspunkt einer semi-

klassischen Entwicklung benutzen, bei der quadratische Quantenfluktuationen um z(t’)
explizit berechnet werden.

=0 (3.253)

3.8.4 Poisson-Klammern und Kommutatoren

Ein weiterer, allerdings mehr formaler Zusammmenhang folgt aus den Heisenbergschen
Bewegungsgleichungen Gl. (2.349])

0A

ih—A(t) = [A(t), H] = ([A,ﬁ]) ®+ 5

Heisenberg-Bewegungsgleichung, (3.254)

die hier um den Term %‘?, der aus einer moglichen expliziten Zeitahédngigeit des Opera-
tors A folgt, erweitert wurde. Wir betrachten zum Vergleich die Zeitableitungen einer
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klassischen Funktion g(q, p) im Phasenraum der Orts- und Impuls-Koordinaten (q, p).
Wir erinnern uns (SKRIPT MECHANTK): Die totale zeitliche Anderung einer auf dem
Phasenraum I' definierten Funktion

g:TxR—=R, (q,p,t) = g(q,pt) (3.255)

entlang einer Kurve (Phasenraumtrajektorie) in I' 1é8t sich mit Hilfe der Hamiltonschen
Gleichungen schreiben als

d. _ 99.. 99, 09 0g0H 0g0OH 0Oy
at? T 9q1T pP "ot T bqop op oq | ot
_ 9y

mit der Poisson-Klammer

f
_ 0f0g Ofdg _ of g  Of Og
{fag} = S a.  a.a. 22‘21 (8pia—cji_3—61¢3pi> ) (3~257)

die fiir zwei beliebige Funktionen f, g im Phasenraum definiert ist. Wir wiederholen die
wichtige Aussage

d
a?

Die Poisson-Klammer hat die Eigenschaft

0
= {H,g} + 6—?, Zeitentwicklung mit Poisson-Klammer , (3.258)

{f, 9} = —{g9,f}, Antisymmetrie (3.259)

{af +Bg,h} = o{f ,h}+ B{g,h}, Linearitdt (3.260)
{a,f} = 0 (3.261)
{fg,h} = f{g.h}+{g,h}f, Produktregel (3.262)

0 = {f.{9.h}} + {9, {h, f}} +{h,{f.9}}, Jacobi-Identit#{3.263)

Die obigen Gleichungen definieren eine (nicht-assosiative) mathematische Struktur, die
als Lie-Algebra bezeichnet wird. Der Kommutator [A, B| = AB — BA von Matrizen
oder Operatoren in der Quantenmechanik erfiillt vollig analoge die algebraischen Regeln
einer Lie-Algebra.

3.8.5 Unkonventionelle Methoden: Bohmsche Quantenmechanik

Zum Abschlufl wollen wir noch kurz eine alternative, allerdings von den meisten Physi-
kern nicht akzeptierte Interpretation der QM erwihnen, nimlich die Bohmsche Quan-
tenmechanik, die als eine Art nichtlokale versteckte-Variablen-Theorie aufgefafit werden
kann (REBHAN). Ausgangspunkt ist ein Umschreiben der Wellenfunktion (hier 1d) in
‘Polarkoordinaten’ als

U(z,t) = Az, t)eS @0/ (3.264)
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mit einer Amplitude A(z,t) und einer Phase S(z,t), fiir die aus der SG zwei gekoppelte
Gleichungen folgen,

(0,5)? h20,, A
A A
O A + 0250, + OuaS 0, (3.265)
m 2m

ein Ansatz, der bereits auf MADELUNG (1926) zuriickgeht. Die Hamilton-Jacobi--
Gleichung folgt hier zunéchst aus der ersten Gleichung im Limes A — 0. Der Zusatzterm
—522‘?71—”%4 zum Potential V(z) der ersten Gleichung wird dann als Quantenpotential be-
zeichnet. BOHM bezeichnet das Feld A(z,t) dann als ein Informationsfeld, durch das
die Wellenfunktion ¥(x,t) dann im Sinne de BROGLIEs zu einem Fiihrungsfeld (‘Pilot-
welle’) eines ansonsten klassischen, durch eine Trajektorie z(¢) im Konfigurationsraum
beschriebenen Teilchens wird. Die Trajektorie folgt dann wie bei Hamilton-Jacobi aus

der Impulsgleichung p(t) = VS(x,t), also (hier wieder d = 1)
m(t) = 0,5 (x, 1), (3.266)

und wird bestimmt, indem man zunéchst die SG, d.h. das System Gl. (3:265]) 16st und
dann z(t). Im Gegensatz zur Newtonschen Mechanik wird hier durch den Anfangsort
die Trajektorie schon eindeutig festgelegt. Allerdings kann man das Anfangswertpro-
blem nur sinnvoll physikalisch 16sen, d.h. ohne in einen Widerspruch zur Heisenberg-
schen Orts-Impuls-Unschérferelation zu geraten, durch folgenden ‘Trick’: Man nimmt
eine statistische Verteilung der Ausgangspunkte x zur Anfangszeit ty geméfit der W-
Dichte |¥(x,t0)|? an.

Offensichtlich ist damit die Bohmsche Theorie so konstruiert, daf} sie nicht von vor-
neherein in direkten Widerspruch zur ‘konventionellen’ Quantenmechanik und damit zu
(bisherigen) experimentellen Ergebnissen gelangt.

Durch ihre Fixierung auf den Begriff der Trajektorie erscheint mir die Bohmsche
Quantenmechanik als schwerfillig. Mir ist z.B. die Behandlung von Feldern nicht klar,
die ja in der normalen Quantentheorie i.A. so schnell und erfolgreich vonstatten geht
(Beispiel: Quantisierung von Schwingungsmoden/Phononen). Ein ‘ungutes Gefiihl’ vieler
Physiker kommt vielleicht auch daher, dafl in der Bohmschen QM eigentlich iiberhaupt
‘nichts richtig Interessantes ausgerechnet wird’ (vgl. Feynman’s Kritik an der Stringtheo-
rie).

3.9 Zum Weiterstudium

Die QM ist ein riesiges Gebiet der Theoretischen Physik. Im Folgenden sollen kurz einige
Hinweise fiir weitere Themen gegeben werden, die wir ausgelassen haben bzw. mit denen
man sich selbst weiterbeschéftigen kann.

Im Vergleich zu manchen anderen Vorlesungen haben wir einige ’Standard’-Teile
der QM weggelassen, um dafiir etwas mehr Zeit fiir wichtige Grundlagen wie z.B. Ver-
schrinkung und die Dichtematrix zu gewinnen. Héufig in QM I behandelte Themen
sind
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e Weitere Anwendungen in einer Dimension: Potentialtopf endlicher Tiefe,...
e Ausfiihrliche Diskussion des Wasserstoff-Problems.

e Streutheorie (Grundlagen), Streuquerschnitt etc.

e Zeitabhéingige Storungstheorie, Fermis Goldene Regel,...

e Mathematischer Aufbau, mehr zu Operatoren, Selbstadjungiertheit, Spektralsatz

Diese und andere Punkte haben wir nur teilweise bzw. gar nicht behandelt.

Weitere Vertiefungen gibt es dann natiirlich in den Vorlesungen zur weiterfithrenden
Quantenmechanik. Interessierte konnen natiirlich schon selbst einmal etwas weiterschau-
en, bzw. auch mit Hinblick auf evtl. Bachelor-Arbeiten (in unserer oder anderen Grup-
pen) mich direkt fragen, was niitzlich sein kénnte.
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