Skript zur

Elektrodynamik

Wintersemester 2018/2019
Technische Universitat Berlin

gehalten von

PD Dr. Gernot Schaller

zuletzt aktualisiert: 14:47, 13. Februar 2019



Die Vorlesung zur Theoretischen Elektrodynamik wird wochentlich zweimal stattfinden,
Mittwochs 12:00-14:00 Uhr und Freitags 8:00-10:00 Uhr im Horsaal EW 203. Korrekturen und
Vorschlage zur Verbesserung sollten an mich gerichtet werden gernot.schaller@tu-berlin.de.

Die Studierenden sollten mit der Mechanik vertraut sein, eine grundlegende Kenntnis der
Quantenmechanik kann hilfreich sein. Zur Vorlesung werden wochentlich Ubungsaufgaben aus-
gegeben (Freitag), welche innerhalb von 10 Tagen bearbeitet werden sollten (Stichtag: Montag
12:00 Uhr, Abgabe im Briefkasten im ER-Gebiiude). Die Ubungen werden gehalten von Dr. J.
Burelbach, Dr. D. Kulawiak und A. Kraft, zusétzlich unterstiitzen uns die Tutoren P. Stammer
und P. Knospe. Zur Zulassung zur Klausur miissen 50% der Punkte in den Ubungsaufgaben
erreicht werden, die bestandene Klausur (auch 50%) berechtigt dann zur miindlichen Priifung.

Ein Skript wird online unter der Adresse
http://wwwl.itp.tu-berlin.de/schaller/lectures.html
zur Verfiigung gestellt werden. Dieses Skript ist kein Originalwerk. Es basiert auf eigenen Vor-
lesungsmitschriften, anderen Skripten zur Elektrodynamik und Lehrbiichern. Insbesondere ba-
siert es auf Skripten zur Elektrodynamik von Prof. Gerhard Soff und Prof. Tobias Brandes,
welche leider beide viel zu friith verstarben, und auf einem Skript zur Feldquantisierung von
Prof. Claudius Gros. Ergénzungen kommen aus den unten referenzierten Lehrbiichern, insbe-
sondere den ersten drei Beitrdgen.

Zum Selbststudium neben der Vorlesung werden — zuséatzlich zum Skript — folgende Lehr-
biicher empfohlen:

e J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, (Wiley, New York)

e T. Fliekbach, Elektrodynamik — Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, (Springer, Heidel-
berg)

M. Bartelmann, B. Feuerbacher, T. Kriiger, D. Liist, A. Rebhan und A. Wipf, Theoretische
Physik 2 — Elektrodynamik (Springer Spektrum, Berlin)

e W. Greiner, Klassische Elektrodynamik, (Harri Deutsch, Thun)

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3, Elektrodynamik, (Springer, Ulmen)

E. Rebhan, Theoretische Physik: Elektrodynamik, (Elsevier, Miinchen)

e D. J. Griffiths, Elektrodynamik — Eine FEinfihrung, (Pearson Education Deutschland,
Miinchen)

J. Schwinger, L. L. DeRaad, K. A. Milton, W. Tsai, Classical Electrodynamics, (Westview
Press, Abingdon)

e L. D. Landau, E. M. Lifschitz, Klassische Feldtheorie, (Akademie-Verlag, Berlin)

e A. Sommerfeld, Elektrodynamik, (Harri Deutsch, Thun)

G. Arfken, Mathematical methods for physicists, (Academic Press, New York)
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Vorbemerkungen

Notation und Konventionen

Vektoren werden im Skript durch Fettdruck dargestellt werden. In der Regel ist jedoch aus dem
Kontext erkennbar ob es sich um eine Vektor- oder Skalar-wertige Grofe handelt, im Zweifel
hilft also einfaches Nachfragen.

Vorausgesetzt wird die Kenntnis der Dirac-Delta Distribution §(z), der Heaviside-Theta-
Funktion ©(z) und grundlegender Begriffe aus der Mechanik (Potential, Gradient). Der Nabla-
Operator

Oy
vV=| 09, (1)
0.

kann wie ein vektorwertiger Operator benutzt werden wenn die Ableitungen alle nach rechts
wirken, und wir rekapitulieren die Begriffe des Gradienten einer skalaren Funktion

0x¢
gradp = Vo= | 9,6 | . (2)
9.0
Weiterhin kamen in der Mechanik auch die Divergenz eines Vektorfeldes

divA =V - A = 0,4, + 9,4, + 0.4, (3)

und die Rotation eines Vektorfeldes vor

e, e, e, O0yA, — 0,4,
rotA=VxA=|09, 0, 0. |=| 0.4, — 0, A, ) (4)
A, Ay A, 0 Ay — 0y A,

Wir werden in dieser Vorlesung vorwiegend sogenannte Gauss-Einheiten benutzen, da diese
die Notation etwas vereinfachen. Die Physik ist natiirlich unabhéngig von der Wahl der Ein-
heiten, einen Uberblick dazu findet man z.B. im Jackson

Grofe Gauss-System SI-System

elektrische Feldstirke E Eg = E/\/47eq
magnetische Feldstirke H Hg = H/\/4muo
dielektrische Verschiebung D Dg; = D\/¢y/(47)
magnetische Induktion B Bgs1 = B/ o/ (47)
Ladungsdichte p ps1 = VATep
Stromdichte 7 Js1 = VATend
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Grundgleichungen

Die Maxwell-Gleichungen beschreiben das elektromagetische Feld sowohl im Vakuum als auch
in der Materie und damit samtliche Effekte der klassischen Elektrodynamik.
In Gauss-Einheiten sind die Maxwell-Gleichungen folgende:

V-D =4np,
V-B=0,
47 10D
H=—j74+-——
VX c'y—i_cat7
10B
E=———.
V x o (5)

Die Losungen der Gleichungen sind das elektrische Feld E und das magnetische Feld H sowie
die dielektrische Verschiebung D (auch: elektrische Flussdichte) und die magnetische Induktion
B (auch: magnetische Flussdichte). Letztere hingen mit den ersten beiden Feldern iiber eine
einfache lineare Relation zusammen z.B. fiir isotrope und homogene Medien einfach

D =¢FE, B =uH. (6)

Hierbei ist € die Dielektrizitdtskonstante und p die magnetische Permeabilitit, im Allgemeinen
konnen diese Materialkonstanten aber auch Tensoren sein. Auf der rechten Seite von Gl. (5)
stehen aber auch noch weitere Groken, z.B. die Ladungsdichte p (Skalar) und die Stromdichte j
(Vektor), welche vorgegeben sind und sowohl vom Ort als auch von der Zeit abhéngen koénnen.
Weiterhin fillt auf, dass die Lichtgeschwindigkeit ¢ in den Maxwell-Gleichungen auftaucht.

Auf rein formaler Ebene sehen wir, dass die Maxwell-Gleichungen aus zwei skalaren und zwei
vektoriellen partiellen Differenzialgleichungen bestehen, die miteinander gekoppelt sind. Eine
andere Klassifikation wire gegeben durch zwei homogene und zwei inhomogene Gleichungen.

Wenn wir die Vektoren komponentenweise schreiben haben wir somit 8 gekoppelte Differen-
tialgleichungen von denen 4 inhomogen sind. Diese werden durch Angabe der Randbedingungen
und Anfangsbedingungen (=Randbedingung in der Zeit) eindeutig gelost. Es fillt weiterhin auf,
dass die Maxwellgleichungen eine etwas asymmetrische Struktur haben, z.B. ist die Gleichung
fiir die magnetische Induktion sehr einfach, die anderen Gleichungen sind deutlich komplizier-
ter. Wir werden im Laufe der Vorlesung auch eine symmetrische Schreibweise kennenlernen, bei
der sofort klar wird, dass die Maxwell-Gleichungen relativistisch invariant sind.

Hat man die Maxwell-Gleichungen denn einmal gel6st, kann die Bewegung eines geladenen
Teilchens iiber die Lorentz-Kraft

F:q[E—k%va} (7)

berechnet werden, wobei v die Geschwindigkeit des Teilchens beinhaltet. Weiterhin werden wir
sehen, dass aus den Maxwell-Gleichungen auch die Kontinuititsgleichung folgt

dp

welche einfach nur die Erhaltung der Gesamtladung beinhaltet.



Kapitel 1

Elektrostatik

Dieses Kapitel behandelt den vereinfachten Fall verschwindender Magnetfelder und eines zeitlich
konstanten elektrischen Feldes. In den Maxwell-Gleichungen verschwinden somit die Zeitablei-
tungen, das Magnetfeld und die magnetische Induktion, d.h. unsere Maxwell-Gleichungen (5)
reduzieren sich auf

V-D =dnp,
VxE=0. (1.1)

Man hat weiterhin die Verkniipfung D = e¢E. In nichtpolarisierbaren Medien (z.B. Vakuum)
reduziert sich dieses auf D = ¢y F, und in Gauss-Einheiten haben wir sogar per Konvention
€g = 1, so dass man letztlich nur Gleichungen fiir das elektrische Feld betrachten muss

V.-FE =A4mp,
VxE=0. (1.2)

1.1 Coulomb-Gesetz

Wir werden uns dem Coulomb-Gesetz rein empirisch ndhern. Einfachste Experimente haben ge-
zeigt, dass elektrisch geladene Massepunkte eine Kraft aufeinander ausiiben. Diese ist abstofsend
fiir gleichnamige Ladungen und anziehend fiir verschiedene Ladungen, wirkt in Richtung der
Verbindungslinie zwischen den beiden Massepunkten und féllt mit dem Quadrat des Abstandes
ab. Wir konnen also allgemein ansetzen

Ty —7To

1
Fiy; =kqiq = kCJ1CI2T7€12 . (1.3)

|7°1 - "“2|3 12

Hierbei bezeichnet ¢; und r; Ladung bzw. Ort der Massepunkte, e;» den normierten Einheits-
vektor von 75 nach r; und £ ist eine Konstante deren Wert vom gewéhlten Einheitensystem
abhéngt. Zum Beispiel gilt im Gauss-System k& = 1, so dass sich fiir den Betrag der Kraft der
einfache Ausdruck

_ 41492
=3

F (1.4)

ergibt. Umstellen nach der Ladung liefert dann, dass im Gauss-System die Dimension der

Ladung gegeben ist durch
. kg m3
dim[g] = VN m? = 2 (1.5)
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Diese Einheit ist auch als elektrostatische Einheit bekannt.

Alternativ dazu kénnen wir auch die Ladung in der Einheit Coulomb (1 C =1 A s) messen,
wie in SI-Einheiten iiblich. Da die Kraft weiterhin in Newton (N) gemessen wird muss die
Konstante k entsprechend anders gesetzt werden

kst = (1.6)
Hierbei ist die Dielektrizitdtskonstante des Vakuums gegeben durch
2
o = 8.854187817 - 10—12W : (1.7)

Die Coulomb-Kraft ist eine reine Zwei-Korper-Kraft, wenn mehrere Ladungstriger involviert
sind, ergibt sich die Gesamtkraft einfach durch das Superpositionsprinzip. Zum Beispiel erfdhrt
bei N Punktladungen an den Orten r; die i-te Punktladung am Orte r; die Coulomb-Kraft
aller anderen

=G qu (1.8)

Ve - T]|

Hierbei wurde in der Summe die Selbstwechselwirkung explizit ausgeschlossen. Um mit dem
Konzept eines Feldes, welches durch die anderen Ladungen erzeugt wird, arbeiten zu kénnen,
definiert man die elektrische Feldstirke E iiber die Beziehung

F =qE. (1.9)
Demzufolge erhilt man das von einer Punktladung ¢; am Orte r; erzeugte elektrische Feld am

Punkt r mittels

7'—7']‘

Ej(r) =g; (1.10)

3
\7‘—7‘3'|

Fiir N Ladungen wird das elektrische Feld nach dem Superpositionsprinzip berechnet

N
r—r;
SILTOE e a1y
j = r =7l
j =

Wenn nun die Ladungen sehr dicht liegen ist es zweckmifig zu einer Kontinuumsbeschreibung
iiberzugehen. Hierbei ersetzt man in der Summe oben die Ladung am Orte r; durch die La-
dungsdichte

q; = p(r')d*r’, (1.12)
was auf die Gleichung
r—r
E(’f') = /p(T/)mdST/ (113)

fiihrt. Diese gibt das von einer kontinuierlichen Ladungsverteilung erzeugte elektrische Feld an.
Wenn man
r)=>_ g¢d(r—r;) (1.14)
J

einsetzt, kommt man wieder auf die urspriingliche Darstellung mit der Summe zuriick.
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Py = (y—Ay,z+ Az)
Z € Py = (y+ Ay, 2z + Az)

Py =(y+Ay,z—Az) Abbildung 1.1: Skizze einer rechteckigen
PL=(y—Ayz— Az > Fliche, berandet von einer geschlossenen
y Kontur.

1.2 Integralsatze

1.2.1 Integralsatz von Stokes

Der Integralsatz von Stokes lautet
A-dr = / (V x A)dS . (1.15)
as 5

Hierbei ist 95 eine beliebige geschlossene Kurve im dreidimensionalen Raum, welche die Flache
S mit Normalenvektor dS berandet (hier gibt es natiirlich mehrere Moglichkeiten fiir die Fliche
bei vorgegebener Berandung, man stelle sich z.B. eine schwingende Trommel vor). Allgemein
werden geschlossene Konturintegrale oft mit dem Symbol ¢ bezeichnet. Die linke Seite gibt
einfach nur das Kurvenintegral des Vektorfeldes A entlang des Randes an, die rechte Seite
gibt das Oberflachenintegral der Rotation von A iiber die Flache S an. Insbesondere wenn
also z.B. die Parametrisierung der Fliche schwierig ist kann der Integralsatz benutzt werden
um Oberflachenintegrale auf einfache Kurvenintegrale abzubilden. Wir wollen den Integralsatz
beweisen, auch um ein Gefiihl fiir Begriffe wie Divergenz und Rotation zu bekommen.

Wir betrachten zunéchst nur ein rechteckiges Flichenelement welches in der yz-Ebene ori-
entiert ist, vgl. Abb. 1.1. Das Kurvenintegral berechnet sich zu

b Aar— [ aayr [ ade [ Ade [ aa
Py...Py PiP; Py P P3Py PyPy

~ Ay (z,y, 2 — Az)(F2Ay) + AL (z,y + Ay, 2)(+2A%)
+ Ay(x,y, 2 + Az)(—2Ay) + A, (z,y — Ay, z)(—2Az)
~ (A, — Az0,A,)(+2Ay) + (A, + Ayod, A, ) (+2Az)
+ (A, + Az0,A,)(—2Ay) + (A, — Ayd,A,)(—2Az)
= 4AyAz(0,A, — 0,A,) = AS(V x A), =dS - (V x A). (1.16)

Da die Fliache in der yz-Ebene liegt gibt es keine weiteren Beitrdge, und die Fliche des Teil-
stiickes betragt offensichtlich AS = 4AyAz. Weiterhin haben wir angenommen, dass die Fliache
so klein wird, dass das Vektorfeld auf ihr und auf den Rindern kaum noch variiert, so dass wir
die Taylor-Enticklung fiir kleine Ay und kleine Az einsetzen durften. Wir kénnen die Fliche na-
tiirlich beliebig drehen und verallgemeinern diese Relation damit auf kleine beliebig orientierte
Flachen

o (V x A) A%rgm—yﬁA dr (1.17)

Jetzt wird der Beweis vom Stokesschen Integralsatz ganz einfach. Das Linienintegral entlang
eines geschlossenen Weges lasst sich ganz einfach in lauter kleine Wege zerlegen, vgl. Abb. 1.2.
Damit gilt
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Abbildung 1.2: Geschlossene Kurveninte-

grale lassen sich additiv in viele kleinere <
zerlegen, da sich die inneren Kurvenstiicke

aufgrund der Orientierung gegenseitig weg- V C A
heben. Das Schema kann rekursiv ange- D
wendet werden. 3>

CAd'r = Aléirgogﬁi Adr; = Agfgo;ns,i (V x A)AS; = //Sns (V x A)dS

- //S(v x A)-dS. (1.18)

Dies ist der Integralsatz von Stokes.

1.2.2 Integralsatz von Gauss

Der Integralsatz von Gauss lautet
/V-Ad3r = A-dS (1.19)
1% v

wobei V' ein Volumen mit geschlossener Oberfliche 0V bezeichnet und A ein differenzierbares
Vektorfeld ist. Allgemein werden geschlossene Oberflichenintegrale oft mit dem Symbol ¢p
bezeichnet. Zunéchst beleuchten wir den Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche S.
Dieser ist definiert durch

oslA] = //SA(T) -dS, (1.20)

wobei dS den nach aufien gerichteten Normalenvektor auf der Fliche bezeichnet. Also ist
der Fluss eine skalare Grofse. Ahnlich wie bei der Riemannschen Summe fiir eindimensionale
Integrale konnen wir auch den Fluss durch eine Summe approximieren

os[A] ~ ) A(ri)AS;, (1.21)

was im Limes unendlich vieler und unendlich kleiner Flachenstiicke wieder gegen die obige
Integral-Definition konvergiert. Hierbei bezeichnet A(r;) einen reprisentativen Wert des Vek-
torfeldes auf dem i-ten Flichenstiick und AS; = AS;n; ist gegeben durch die Grofse des Fli-
chenstiickes AS; und den dazugehorigen (nach aufen zeigenden) Normalenvektor n;.

Als einfachstes Beispiel betrachten wir ein rdumlich homogenes Vektorfeld

Ay
A=| 4, (1.22)
A,

und als Volumen einen Quader mit den Seitenlingen a, b, ¢. Dann ergibt sich fiir das Oberfla-

chenintegral
A-dS = //Axd5w+//Adey+//AzdSz
ov

= A,bc — Aybe+ Ayjac — Ayjac+ A,ab — Aab = 0. (1.23)
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Az

>

Y Abbildung 1.3: Skizze eines Quaders mit
bezeichneten Flachen wie im Text beschrie-
ben. Die gegeniiberliegenden Fléchen (in
Realitét nicht sichtbar) haben gerade ent-
gegengesetzte Normalenvektoren.

Fiir ein homogenes Feld ist der Fluss durch einen Quader also einfach Null, was sich fiir homoge-
ne Felder auch auf beliebig geformte Korper verallgemeinern lisst (wir konnen einen beliebigen
Korper durch viele kleine Quader approximieren). Anschaulich bedeutet das: Was in den Quader
hinein flieftt, flieft auch wieder heraus.

Anders kann es aussehen wenn Vektorfelder vom Ort abhdngen. Dann definiert man die
mittlere Quelldichte eines Vektorfeldes iiber

DrlA] =1 ¢p A-ds. (1.24)

Im Grenziibergang V' — 0 wird die Divergenz eines Vektorfeldes definiert

divA = lim % A.dS. (1.25)

Anhand des einfachen Beispiels eines Quaders mit Ausdehnung Az, Ay und Az und Mit-
telpunkt bei (xq,yo,20) konnen wir zeigen, dass dies mit der uns bekannten Definition der
Divergenz iibereinstimmt. Sei dieser gegeben durch die Flichen

ASl = AyAZBx = —ASQ,
AS; = AzAze, = —AS,,
ASs = AzAye, = —ASg, (1.26)

vgl. Abb. 1.3. Fiir den Fluss durch die Flachen gilt dann
D AdS = // dydz [Az(zo + Az /2,10, 20) — Az(z0 — A2 /2, Y0, 20)]
+ // dxdz [Ay(xo, Yo + Ay /2, 20) — Ay(z0, yo — Ay /2, 20)]
+ //dxdy [A- (%0, Yo, 20 + Az/2) — A.(20, Yo, 20 — A2/2)]

~ //dydz@xAx($0,y0,20)Ax+//da:dzayAy(xo,yo,zo)Ay—i—//d:vdy@zAz(xo,yo,zo)Az
— AV [0, Az (0, Yo, 20) + Oy Ay (0, Yo, 20) + 02 A:(z0, Yo, 20)] , (1.27)
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Abbildung 1.4: Das Oberflaichenintegral ei-

nes Quaders (oder anders geformten Volu-

mens) kann durch die Summe der Ober-
flichenintegrale {iber viele kleine Quader
approximiert werden, da sich die Beitra- |
ge von benachbarten inneren Flichen auf-
grund der entgegengesetzten Normalenvek- 9 : :
toren gegenseitig aufheben, so dass nur 4 | |
die Beitrige der duferen Flichen iibrig B B
bleiben. | T T

wobei wir das Volumenelement ausgedriickt haben durch AV = AzAyAz und infinitesimal
kleine Volumina angenommen haben. Also gilt

. 1
AIXI/IEO AV # AdS = 0, A (20, Yo, 20) + Oy Ay (0, Yo, 20) + 0-A; (%0, Yo, 20) = V - A(ro)

= divA(ro) . (1.28)

Oberflachenintegrale iiber endlich groke Volumina kénnen nun analog zum Integralsatz von
Stokes durch viele infinitesimal kleine Quader approximiert werden, vgl. Abb. 1.4

# Ads =% AdSi:ZAVi(VA(r,»)):/VAd?’r, (1.29)
ov — Jov, - v

was den Integralsatz von Gauss beweist. Diese Zerlegung ist wiederum moglich weil sich die
gegenseitigen Beitrdge der Teilquader welche aneinander grenzen gegenseitig wegheben: Die
Flachen vor benachbarten Volumenelementen haben entgegengesetzte Normalenvektoren, nur
die dukeren Flichen bleiben iibrig.

Die Analogie im Beweis beider Integralsitze und auch Ihre Ahnlichkeit (n-dimensionale
Volumenintegrale und n — 1-dimensionale Integrale {iber geschlossene Mannigfaltigkeiten) l4sst
schon vermuten, dass diese Integralsidtze nur Spezialfille eines verallgemeinerten Integralsatzes
von Stokes in beliebigen Dimensionen sind, hierfiir wird auf Vorlesungen und Literatur zur
Differentialgeometrie verwiesen.

1.3 Stromdichte

Die Ladung samtlicher Korper ist immer ein ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung e
Q = ne, n €N, (1.30)

Bewegte Ladungen fiihren zu einem elektrischen Strom. Die Stromdichte j(r) ist dann gegeben
durch die Ladung welche pro Zeiteinheit durch eine infinitesimal kleine Flacheneinheit senkrecht
zu j transportiert wird, ihre SI-Einheit ist

j=— =4 (1.31)

T sm? m?’
Nimmt man z.B. eine homogene Teilchendichte von N Teilchen der Ladung ¢ pro Volumenele-
ment V' an, welche sich alle mit Geschwindigkeit v bewegen, so erhélt man fiir die Stromdichte
N

L 1.32
Jj= v =pv, (1.32)
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wobei p die Ladungsdichte beschreibt.
Als Stromstérke bezeichnet man das Integral der Stromdichte iiber eine vorgegebene Fléche

_ //S jds. (1.33)

sie hat folgerichtig die Einheit [I] = A. Ein Strom der Stérke von 1 Ampere transportiert in 1
Sekunde die Ladung von 1 Coulomb, d.h. ca. 0.6 - 10* Elektronen.

Eine einfache Anwendung des Gausschen Integralsatzes ist, dass der Fluss durch ein ge-
schlossenes Volumen eines Rotationsfeldes immer verschwindet: Zunéchst gilt ja fiir allgemeine
Rotationsfelder nach dem Integralsatz von Gauss (1.19)

# (V x A)dS = / V- (VxAdr=0, (1.34)

wobei wir benutzt haben, dass die Divergenz einer Rotation immer verschwindet (Nachrechnen).

Eine weitere Anwendung ist die Ableitung der Kontinuitidtsgleichung, allein basierend auf
dem Postulat der Ladungserhaltung. Wenn 5 die Stromdichte auf der Oberflache eines Volumens
darstellt, so entspricht ihr Oberflichenintegral gerade dem Gesamtstrom aus dem Volumen
heraus

Iv[§] = %[év jds. (1.35)

Die zeitliche Anderung der Gesamtladung im Volumen muss also gerade dem negativen Ge-
samtstrom aus dem Volumen heraus entsprechen

/apd3 # jdS =0. (1.36)

Mit dem Gausschen Satz konnen wir das schreiben als

/ @t + V- g) d*r=0. (1.37)

Da dies fiir beliebige Volumina V' gelten muss, folgt automatisch die Kontinuitétsgleichung

dp .
a‘l—V']—O. (138)

1.4 Feldlinien

Feldlinien werden benutzt um das elektrische Feld zu visualisieren. Anschaulich geben Sie die
Richtung an, in welche sich ein punktférmiger positiv geladener Testkorper nur aufgrund der
Coulomb-Wechselwirkung am jeweiligen Ort bewegen wiirde. Das bedeutet, das das elektrische
Feld immer tangential an den Feldlinien anliegt, Feldlinien schneiden sich nie.

Demnach sind die Feldlinien von Punktladungen radial, sie zeigen fiir positiv geladene
Punktladungen von dieser weg und fiir negativ geladene zu dieser hin, vgl. Abb. 1.5. Fiir
mehrere Punktladungen gilt einfach das Superpositionsprinzip, hier zeigen die Feldlinien von
der positiven zur negativen Ladung, siche Abb. 1.6.
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AN,
NN\ 1NN L
=
VNS NN
TN N

0 1

Abbildung 1.5: Zweidimensionale Feldlinien fiir eine positive Punktladung (links) und eine ne-
gative (rechts) jeweils am Ursprung. Positive Ladungen sind die Quellen und negative Ladungen
die Senken des elektrischen Feldes. Mathematica-Kommandos:

StreamPlot,

VectorPlot.

| NN | | NS ||
TN | 1 77N | A iR

1 2

Abbildung 1.6: Zweidimensionale Feldlinien fiir eine positive und eine negative Punktladung
(links), zwei positive (mittig) und zwei negative (rechts), jeweils bei © = F1.

1.5 Potential

Fiir eine vorgegebene kontinuierliche Ladungsverteilung berechnete sich die Feldstérke iiber
r—r'

—,?’d37"/ . (139)
r— 7’|

B(r) = [ ptr)

Die Coulomb-Kraft ergab sich einfach durch Multiplikation des elektrischen Feldes mit einer
Konstanten, der Ladung. Analog zur Mechanik, wo die Gravitationskraft als Gradient eines
Potentials geschrieben werden kann, ist diese auch fiir das elektrische Feld moglich (und damit
fiir die Coulomb-Kraft). Man zeigt ndmlich leicht

r—r' 1

S A v . 1.40
|’r—’r’|3 [ — 7’| ( )

x Oy _q
y/ = ay .
z’) (@) Ve =224+ (y—y)?+(z—2)?

(1.41)

was in einzelnen Komponenten bedeutet

1 T
Kva+<ny+<zzm”2(i
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Definiert man also das Potential tiber
E=-Vo, (1.42)

so folgt fiir das Potential einer Ladungsverteilung

@@p:/ GORN (1.43)

r — 7|

Das Potential ist demzufolge eine skalare Grofe. Allerdings sollte man beriicksichtigen, dass es
nicht eindeutig bestimmt ist: Eine beliebige Konstante z.B. kann einfach hinzugefiigt werden,
ohne dass sich das elektrische Feld dndert (Eichtransformation).

Analog zur Diskussion in der Mechanik folgt also, dass die Coulomb-Kraft konservativ ist
und also genauso aus einem Potential abgeleitet werden kann

F=-VV, V(r) = q®(r). (1.44)

Aus der Mechanik wissen wir auch, dass Kurvenintegrale {iber konservative Felder wegunab-
hingig sein miissen, also gilt fiir das elektrische Feld, dass die Potentialdifferenz
T
O(r) — d(rg) = — E(r")dr’ (1.45)
To
immer die gleiche ist, unabhéngig vom Weg des Integrals. Diese Potentialdifferenz wird auch
als Spannung bezeichnet. Die Einheiten sowohl von U als auch von & ist das Volt.
Fiir mehrere Ladungen addieren sich die Potentialbeitrége einfach auf, was schon aus der
Zerlegung der Ladungsdichte folgt. Aus

p(r') = Z G:0(r" — ;) (1.46)

folgt ja einfach fiir das Potential

O(r) = i N (1.47)

r =il

1.6 Darstellung der 3d ¢-Distribution

Fiir die dreidimensionale Dirac-Delta Distribution 6(r —r’) = é(x —2')é(y — )6 (2 — 2/)
gilt folgende Darstellung

3(r—r') = (1.48)

1 1
A~ |r — 7’|’
wobei
div grad = A = 07 + 9. + 07 (1.49)

den Laplace-Operator bezeichnet. Diese Identitdt kann nur im Sinne einer Distribution, d.h.
unter einem Integral gelten. Wir konnen jedoch schon verifizieren, dass diese Funktion ver-
schwindet fiir r # r’

1 1 —r'
A =-V. <V—,) :VT—TS
jr — 7| [ — 7| r — 7|
1 1
=—=V(r-—r)+@r-r)-V p
|r — 7’| lr—r
/
— 1
:‘L,F)_g(r_r').(r )
r—r

| 3

=0. 1.50
’r_,rl‘ "r_,r/|4 ( )
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Hier haben wir benutzt, dass Vr = 3 gilt. Fiir » = 7’ konnen wir diesen Ausdruck natiir-
lich nicht auswerten, aber offensichtlich divergiert er irgendwie. Die Divergenz muss gerade so
beschaffen sein, dass die dreidimensionale J-Funktion fiir beliebige Volumina V' die Gleichung

/Vd(r — P = { é rev (1.51)

sonst

erfiilllt. Dies kann man in der Tat verifizieren, wozu man 7 = |r — /| substituiert. Dann gilt

fiir das Integral
1 3 I
I= A—,|d r= [ Am=d’T. (1.52)
v

r—r v T

In allen Bereichen ausserhalb des Ursprungs ist aber der Integrand Null, wie wir bereits gezeigt
haben, was bedeutet, dass das Integral verschwindet wenn der Ursprung nicht in V' enthalten
ist bzw. 7/ nicht in V. Wenn aber der Ursprung enthalten ist, kénnen wir das Volumen V
einfach durch eine Kugel mit Radius R welche am Ursprung zentriert ist ersetzen. In diesem
Fall berechnet sich das Integral zu

I— V- (Vl) dr = # <—%er> dsS
Va r R

27 ™ 1 +1
:/ d¢/ dOR*sin(f)e, - (‘ﬁ&“) = —27r/ dx = —4r. (1.53)
0 0 -1

Hier haben wir den Gausschen Satz (1.19) benutzt und fiir das Flidchenelement der Kugelober-
fliche dS = R?sin(0)dfdge, mit der fiir Kugelsymmetrie typischen Substitution x = cos(f)
eingesetzt. Insgesamt gilt also fiir das Integral

1 — -
/A—,d3r: dm eV (1.54)
v ]r—r\ 0 : sonst

Dies erfiillt also gerade die Bedingung an die dreidimensionale Darstellung der d-Funktion.

1.7 Grundgleichungen der Elektrostatik

Wir leiten jetzt die Grundgleichungen der Elektrostatik (1.2) ab. Dazu betrachten wir den Fluss
der elektrischen Feldstirke durch ein vorgegebenes Volumen V'

3,/ ’ r—r
E(r)-dS = | d&’r'p(r’) ——=dS
ov ov |r — 1’|

1 1
= — | &r'p(r’ # V—dS:—/d3r’p r’ /A d*r
Rl A= MR P

- _/d%'p(»,a')(_m)/va(r — P = 47T/Vp(’l°’)d3 '=dmqv,  (1.55)

wobei ¢y die im Volumen V eingeschlossene Ladung ist. Hier haben wir den Gaussschen
Satz (1.19) und die Darstellung der §-Funktion (1.48) benutzt. Zusammenfassend ergibt sich,
dass der Fluss des elektrischen Feldes gerade 47 mal der eingeschlossenen Ladung ist, was als
das Gaufssche Gesetz der Elektrostatik bekannt ist. Um eine differentielle Form des Gesetzes
abzuleiten schreiben wir die Gleichung wieder mit der Ladungsdichte unter Benutzung des
Gaufschen Satzes als

/V (VE(r) — dmp(r)] d*r = 0. (1.56)
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Da diese Gleichung fiir beliebige Volumina V' gilt, muss der Integrand verschwinden und wir
haben schon mal die erste von Gl. (1.2)

divE = VE(r) = 4mp(r) . (1.57)

In Worten bedeutet dies, dass positive Ladungen die Quellen und negative Ladungen die Senken
des elektrischen Feldes sind, vgl. auch Abb. 1.5 und Abb. 1.6.

Die zweite Grundgleichung der Elektrostatik sagt aus, dass das elektrische Feld wirbelfrei
ist. Eigentlich kénnen wir das sofort schlussfolgern auss der Tatsache, dass wir in der Elek-
trostatik das elektrische Feld als Gradienten eines Potentials darstellen kénnen. Damit gilt fiir
geschlossene Kurven unter Zuhilfenahme des Integralsatzes von Stokes (1.15)

%Edr = //(v x E)dS =0, (1.58)

d.h. die Zirkulation des elektrischen Feldes entlang einer geschlossenen Kurve verschwindet. Die
Grundgleichungen der Elektrostatik lassen sich somit in integraler

EdS = 4mqy %Ed'r =0 (1.59)
oV

oder in differentieller Form
VE =4np, VxFE=0 (1.60)

darstellen. Die jeweils erste Gleichung heifst auch Gaufssches Gesetz.

Wir hatten bereits gezeigt, dass wir das elektrische Feld als Gradienten eines Potentials
darstellen kénnen E = —V &, so dass damit die zweite Gleichung automatisch erfiillt wird. Setzt
man dies in die erste Gleichung ein, erhédlt man mit div grad = A die Poisson-Gleichung

V- (VP)=Ad = —4rnp. (1.61)

Diese lineare, inhomogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung ist eine fundamentale
Gleichung der Elektrostatik.

Falls keine weiteren Randbedingungen vorliegen und die Ladungsverteilung p(7) bekannt
ist, ist ihre Losung einfach gegeben durch

’
o) = | & p(r’) _ 1.62
)= [av 2y (1.62)
Das ist genau das Potential welches wir aus der Summe von Punktladungen abgeleitet hatten,
vgl. GL (1.43). Wir konnen dies aber nochmal mittels der Darstellung (1.48) der d-Funktion
iiberpriifen

1

A@W):/ﬂ%bwﬁAr——ﬁ:—AT/fWMWﬁ@—rQ:—Mm@y (1.63)
r—r

Eine Herausforderung ergibt sich wenn Randbedingungen fiir das Potential vorliegen. Zum

Beispiel kann die Ladungsverteilung in einem endlichen Volumen V' vorgegeben sein und die

Werte fiir das Potential ® oder dessen Ableitungen sind auf dem Rand 0V des Volumens

bekannt. Oft betrachtet man auch das zugehorige homogene Problem, die Laplace-Gleichung

AD(r) = 0. (1.64)

Wie aus der Mathematik bekannt, kann man die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung als
Summe einer speziellen Losung der Poisson-Gleichung und der allgemeinen Losung der Laplace-
Gleichung darstellen.
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1.8 Elektrostatische Feldenergie

Das elektrische Feld enthilt Energie. Um sie zu bestimmen, gehen wir von folgender Uberlegung
aus: Wenn wir eine Ladung im leeren Raum platzieren kostet uns dies keine Energie, bzw. wir
kénnen die Konvention treffen, dass wir diese Energie auf Null eichen. Das Hinzufiigen einer
weiteren Ladung in der Nédhe der ersten hingegen kostet Arbeit, da die Coulomb-Abstofung
iberwunden werden muss (bei entgegengesetzten Ladungen wird diese Energie eben negativ).
Wir kénnen diese Arbeit iiber das Potential ausrechnen und damit die Arbeit, die zum Aufbauen
einer Ladungsdichte p(r) ben6tigt wird. Diese Ladungsdichte wiederum hingt mit dem elektri-
schen Feld zusammen, so dass man iiber diese Uberlegung letztlich zur Energie des elektrischen
Feldes kommt.
Die Coulomb-Kraft auf eine Testladung ¢ am Ort » war gegeben durch

F(r)=qE(r), (1.65)

wobei E die elektrische Feldstiarke an diesem Ort war. Aus der Mechanik wissen wir, dass die
Arbeit um eine Punktladung vom Punkt r4 nach rg zu verschieben gerade durch

TB ’rB
Waig = — F.-dr=—¢q E -dr
Ta Ta
Ts
—tq [ (VO dr = q[0(ra)  0(ra)) = Vs (1.66)
Ta

Hier bezeichnet Uup die Spannung zwischen den beiden Punkten. Die Vorzeichenkonvention
in der ersten Gleichung resultiert daraus dass positive Arbeit verrichtet werden muss, wenn
Verschiebung und Kraft entgegengesetzt sind, d.h. F'-dr < 0 gilt. Weiterhin haben wir benutzt,
dass wegen

E=-Vdo (1.67)
auch
—E -dr = (0,9)dx + (Gy(I))dy + (0,®)dz = d® (1.68)

gelten muss.

Die Wechselwirkungsenergie einer auf einen endlichen Raumbereich beschrankten Ladungs-
konfiguration p(r) entspricht der Arbeit, welche benétigt wird um Ladungen aus dem Unend-
lichen mit der (willkiirlichen) Eichung ®(co) = 0 zu dieser Konfiguration zusammenzuziehen.
Wir kénnen das rekursiv berechnen, indem wir annehmen dass wir schon ¢ — 1 Punktladungen
an ihre Endposition verschoben haben und nun die i-te Punktladung hinzufiigen wollen. Am
Orte der i-ten Punktladung r; erzeugen die vorherigen Punktladungen das Potential

b(r) = |rq—] (1.69)

Das heift, dass die Arbeit um die i-te Ladung vom Unendlichen nach r; zu verschieben gerade
durch

Wi = qi[®(r;) — ®(c0)] = ¢:®(ri), (1.70)

d.h. das Potential am Ende des Weges gegeben. Wir konnen jetzt die einzelnen Beitrige auf-
summieren. Hier kostet nur die erste Ladung nichts, da am Anfang der Raum noch feldfrei (und
somit potentialfrei ist). Fiir N Ladungen wird die Gesamt-Arbeit gerade

N i—1

id qiq; o qiq;
W = ZZ\H—]M Z|’r _Jr| igﬁ (1.71)

=2 j=1
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Im Kontinuumslimes ignorieren wir erstmal die einschriankende Bedingung in der Summe und
ersetzen wieder die Ladungen durch Ladungsdichten und gehen zum Integral {iber

_l 3, 3T/P(7"‘)P(7"") :1 B o (1) D (7
W_Z/d /d i 2/d o(r)B(r) (1.72)

Jetzt eliminieren wir noch die Ladungsdichte mit Hilfe der Poisson-Gleichung (1.61)

W——i/df’r(mb ———/d3 )| @

= ——/d3rV (PVP) + 8—/d3 (Vo)
— _gﬁ(qwcp) .dS + g/d?’r(V(I)) . (1.73)

Hier kann man mit der Produktregel {iberpriifen dass die zweite Zeile mit der ersten identisch
ist und in der dritten Zeile haben wir den Gaufschen Integralsatz angewandt. Wenn wir die
Flache ins Unendliche legen, konnen wir das Flachenintegral leicht abschdtzen

1 1
b o —, VP ox —, dS o r?, (1.74)
r r

so dass insgesamt betrachtet der erste Term verschwindet —2- gfﬁ(q)VCD) dS — 0. Es verbleibt
damit fiir die Energie des elektrischen Feldes

1
W= 8—/|E(r)|2d3r - /w(r)d3r. (1.75)
T
Dies definiert auch die Energiedichte des elektrischen Feldes

w(r) = —|E(r)]*. (1.76)
Die Energiedichte ist endlich fiir endliche elektrische Felder.

Allerdings haben wir beim Ubergang zum Kontinuum die Fallunterscheidung ¢ # j vernach-
lassigt. Das fiihrt bei der Berechnung der Gesamtenergie im elektrischen Feld einer Punktladung
zu Problemen: Nehmen wir z.B. eine Punktladung am Ursprung mit dem elektrischen Feld

E(r)=—e,, (1.77)

mit der Elektronenladung e. Die Energiedichte ergibt sich zu

w(r) = (1.78)

8rrd’
was am Orte der Punktladung selbst divergiert. Die Divergenz ist so stark dass auch die Ge-
samtenergie des elektrischen Feldes einer Punktladung divergiert

1 e’} 27 T 2 1 oo 2 2
- —/ dr/ dgzb/ dor’ sin(0) = = —/ Sdr=-
81 Jo 0 0 r 2 Jo 2r

Formal ist also die Gesamtenergie, die allein im Feld einer Punktladung enthalten ist, im Rah-
men der klassischen Elektrodynamik unendlich. Erst im Rahmen der Quantenelektrodynamik
kann auf diese Frage eine formal befriedigende Antwort gegeben werden, hier ist die Selbstener-
gie endlich.

oo

— +00. (1.79)
0
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Man konnte alternativ argumentieren und behaupten, dass es z.B. gar keine Punktladungen
gibt und nur im Fernfeld das Bild einer Punktladung korrekt ist. Dann hétten also Elektronen
einen endlichen Radius und wir diirften somit bei der Energie des elektrischen Feldes nur bis
zum Elektronenradius integrieren. Wenn man annimmt dass die (relativistische) Ruhe-Energie
des Elektrons seiner Feldenergie entspricht, so kénnte man diesen Radius r* abschéitzen {iber
die Gesamtenergie des Elektrons aus der Relativitidtstheorie

2
e
> moc?
2r* = et
mit Elektronenmasse m, und Lichtgeschwindigkeit c¢. Wir konnen dies nach r* umstellen, was
auf die Definition des klassischen Elektronenradius fiihrt (der Faktor 1/2 wird willkiirlich

weggelassen)

(1.80)

62

Te =

(1.81)

MeC?

Einsetzen der Elektronenladung (in Gauss-Einheiten) e &~ —4.803-10710¥>— g om’ (elektrostatische
Einheit esu) und der Masse m, = 9.11 - 103'kg mit Lichgeschwindigkeit cr 3 10%m/s liefert
einen klassischen Elektronenradius in der Grokenordnung Femtometer (r, ~ 2.8-107° m). Aus
Préazisionsexperimenten ist jedoch bekannt dass der Radius des Elektrons zumindest kleiner als
1072 fm ist, so dass diese Theorie widerlegt ist. Experimente haben keine Hinweise auf eine
innere Struktur des Elektrons geliefert, das Modell einer Punktladung ist nach unserem Wissen
korrekt.

1.9 Radialsymmetrische Ladungsverteilungen

Wir diskutieren einige bekannte Ladungsverteilungen, welche z.B. zur Beschreibung von Atom-
kernen genutzt werden konnen. In diesem Fall entspricht die Gesamtladung ¢ = Z|e| mit der
Zahl der Protonen Z.

e Die Ladungsdichte einer Punktladung am Ursprung ist

p(r) =qo(r). (1.82)
Davon ausgehend erhalten wir fiir das Potential
o(r) =1, (1.83)
r
und fiir die elektrische Feldstirke
q 4q
E(r)= 5T = g6 (1.84)

e Fiir eine Kugelschale mit Radius R setzen wir die Ladungsverteilung

plr) = 4:}%25& —R) (1.85)

an. Der Vorfaktor entspricht gerade der Flache einer Kugel mit Radius R. Das Potential
kann iiber die uns bekannte Formel berechnet werden

\rp(—rg’l 47TR2/ dr/ de,/ 4 wa )( ')2251(098'20)

q [
" 1.86
2 Vr? + R2 —2rRx’ (1.86)
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wobei wir die Substitution x = cos(0’) benutzt haben. Das Integral kann mittels Fallun-
terscheidung gelost werden und wir erhalten

O(r) = }%@(R—r)nLg@(r—R), (1.87)

es ist also konstant innerhalb der Kugel und entspricht dem Potential einer Punktladung
auferhalb. Unter Zuhilfenahme der Grundgleichungen der Elektrostatik in integraler Form
hitten wir dies viel einfacher zeigen kénnen. Wir hatten

E -dS = 4nqy, (1.88)

wobei gy die im Volumen V' eingeschlossene Ladung war. Fiir radialsymmetrische La-
dungsverteilungen muss das elektrische Feld auch radialsymmetrisch sein, wir betrachten
also als Volumen V' Kugeln mit Radius . Wenn r < R gilt, enthdlt das Volumen keine
Ladung (gy = 0), und das elektrische Feld muss im Inneren der Kugel also verschwinden
E(r < R) = 0. Fiir R' > R ist das elektrische Feld gerade durch die Ladung ¢ auf der
Kugelschale gegeben und wir erhalten insgesamt

q
2

img e, =0O(r—R)

.
42

E(r)=0(r—R) e . (1.89)

Daraus konnen wir das gleiche Potential ableiten wie (1.87), ohne ein einziges Integral
berechnen zu miissen.

e Die Ladungsdichte einer homogen geladenen Kugel mit Radius R und Gesamtladung q
ist gegeben durch

plr) = MLRSG(R — 7). (1.90)

Feldstiarke und Potential konnen wie oben gezeigt berechnet werden.

e Die exponentielle Verteilung passt relativ gut fiir kleine Atomkerne

qa _,

Hier beschreibt der Parameter A > 0 gerade die Ausdehnung des Atomkerns. Auch fiir
einige Elektronen-Verteilungen passt diese ziemlich gut. Zum Beispiel hat man fiir die
Verteilung von Elektronen im Wasserstoff-Atom gerade mit A = a(/2

_ —€ —2r/ao 1.92
p(r) m— : (1.92)

wobei ag ~ 0.53-1071%m der Bohrsche Radius ist. Dies bekommt man aus dem Betragsqua-
drat der Grundzustandswellenfunktion des Wasserstoffatoms (vgl. VL Quantenmechanik).

Allgemein kann man verschiedene Verteilungen (wenn sie positiv definit p(r) > 0 sind) auch
durch Momente charakterisieren, z.B.

R [ d®rrkp(r)
< >_ fd?’Tp(T) : (193)

Diese haben dann auch eine geometrische Interpretation.
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Abbildung 1.7: Skizze einer 2d Grenzfla-
che (dick) mit eingezeichneter betrachte- S +nT E a

ter geschlossener 3d Oberfliche (blau), F14- \eﬁ_ g
chenladungsdichte o und Normalenvektor Az
n. Wir betrachten den Grenzfall eines ex- —ni E’L

trem flachen Kastchens Ax — 0.

1.10 Grenzflachen

An Grenzflichen mit einer Ladungsdichte kann sich das elektrische Feld unstetig verhalten. Wir
definieren zunéchst die Flachenladungsdichte o als die Ladung pro Fléche, d.h. Thre Einheit ist
im SI-System gegeben durch

C

m?

0] = (1.94)

Demzufolge ergibt sich fiir die Ladung auf der Flache S

q://sa(r)dS, (1.95)

wobei jetzt dS einfach nur das Flichenintegral (ohne Normalenvektor) beinhaltet. Um die
Feldstarke an Grenzflichen zu berechnen, legen wir ein flaches Késtchen iiber die Grenzfldche,
vgl. Abb. 1.7. Auf der einen Seite des Késtchens liegt das elektrische Feld E, an, auf der
anderen Seite das elektrische Feld E;. Wir benutzen die Konvention, dass E, auf der Seite mit
Normalenvektor +n anliegt. Wenn Ax so klein ist, dass wir den Fluss des elektrischen Feldes
durch die Stirnseiten des Kistchens vernachlissigen kénnen, und weiterhin die Anderung der
Flachenladungsdichte im Késtchen vernachlissigbar ist, ergibt sich aus dem Gauftschen Gesetz

#Eds —droS=n-(E,— E;)S. (1.96)

Die erste Gleichung resultiert aus der eingeschlossenen Ladung im Gaufischen Késtchen, die
zweite folgt aus der Auswertung des Oberflichenintegrals. Also folgt, dass die Normalenkom-
ponente des elektrischen Feldes an Grenzflichen einen Sprung hat

n-(E,— E;) =4ro, (1.97)

welcher proportional zur Flichenladungsdichte ist. Das hétten wir auch schon an unserem
Beispiel der Kugelschale sehen konnen: Hier betrigt die Flachenladungsdichte gerade

_ 1
ATrR?’

und das elektrische Feld macht bei r = R tatsiichlich einen Sprung von Null auf ¢/R? vgl.
Gl. (1.89).

Das Verhalten der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes konnen wir mit dem In-
tegralsatz von Stokes untersuchen. Anstelle eines flachen Késtchens verwenden wir jetzt daher
eine geschlossene Kontour, welche als flaches Rechteck die Oberfliche zweimal durchdringt, vgl
Abb. 1.8. Wenn wir wieder den Beitrag der Kontur an den Stirnseiten vernachlissigen kénnen
und unsere Kontur aukerdem klein genug ist, dass wir im Konturintegral ein konstantes elek-
trisches Feld an den Léngsseiten der Kontur annehmen kénnen, erhélt man aus V x E = 0 und
dem Satz von Stokes

(1.98)

g

0://5(V><E)-d_sz QSE-dr%(Ea—Ei)-Ar. (1.99)
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E Abbildung 1.8: Skizze einer 2d Grenzfla-
S +Ar a che (dick) mit eingezeichneter betrachteter
H_;L geschlossener 2d Kontur (blau), Flichen-
Az > \ ladungsdichte ¢ und Tangentialvektor Ar

—Ar E’L der Kontur. Wir betrachten den Grenzfall

einer extrem flachen Schlaufe Az — 0.

z=0 + S Abbildung 1.9: Skizze eines Plattenkon-
+q densators mit Abstand d und Fliache S.

Die Komponenten des elektrischen Feldes in Richtung von Ar miissen also stetig sein. Wir
konnen jetzt unsere Kontur um die Achse des Grenzflichen-Normalenvektors beliebig drehen
und erhalten damit, dass die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes an Grenzflichen
stetig sind

Ea,t — Ei,t . (1100)

Das ist mit unseren Resultaten fiir die Hohlkugel konsistent.

1.11 Der Plattenkondensator

Ein Plattenkondensator besteht aus zwei parallelen Platten mit Abstand d und Flache S, vgl.
Abb. 1.9 Die beiden Platten tragen homogen verteilt die entgegengesetzt gleich grofen Ladun-
gen +¢. Die Flichenladungsdichte betrigt dann

q

o= j:S ) (1.101)
Zur Vereinfachung des Problems vernachlassigen wir die Streufelder am Kondensatorrand, d.h.
wir nehmen den Grenzfall einer sehr grofien Kondensatorfliche an. Wir nehmen ferner an, dafs
aufserhalb des Kondensators das Feld E, = 0 verschwindet, auch dies ist eine Ndherung welche
natiirlich nur fiir sehr grofe Absténde gelten kann (die Gesamtladung auf dem Kondensator ist
Null). Die zwischen den Platten herrschende Feldstéirke konnen wir berechnen, indem wir fiir
eine Platte das Gaufssche Gesetz anwenden, bzw. das daraus resultierende Verhalten des Feldes
an Grenzflichen. An der Grenzfliche macht das elektrische Feld einen Sprung von 4mwo, d.h.
das Feld E; im Inneren des Plattenkondensators ist gegeben durch

(E;—E)n=Emn=FE =40 = 477% . (1.102)

Die Potentialdifferenz kénnen wir jetzt einfach durch Integrieren ausrechnen

d 4rqd
By — D) = —/ E(2)dz = —Ed = —% - -U, (1.103)
0
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sie entspricht der Spannung U zwischen den Platten. Eine wichtige Kenngrofe eines Konden-
sators ist seine Kapazitit

C

q

=. 1.104
U ( )
Sie zeigt an, wie viele Ladungen bei vorgegebener Spannung auf den Kondensator passen.

Speziell fiir den Plattenkondensator erhalten wir

S

. 1.105
d (1.105)

d.h. die Kapazitit hangt nur von geometrischen Materialgrofen ab. Wir konnen auch sehr leicht
die Energiedichte des Feldes im Kondensator berechnen

1 4 2
W= _|E|2: ( WJ)
8

= 202 (1.106)
8

Da in unserer Naherung des Feld homogen war, erhalten wir daraus auch die Gesamtenergie
des Kondensators

W =wSd = 2r0%5d = 2 Qi—lf—lU—ECUQ 1.107
=wSd=2m0"Sd=2r¢"c =55 =50 =5 . (1.107)

1.12 Randwertprobleme
Wir hatten schon diskutiert, dass die Losung der Poisson-Gleichung
AP = —47p (1.108)

ein Grundproblem der Elektrostatik ist. Falls die Ladungsdichte p(r) bekannt ist und keine
speziellen Randbedingungen auf Grenzflichen im Endlichen zu erfiillen sind, reicht das Poisson-
Integral als allgemeine Lésung aus

4
o) = [ LT 1.109
)= [av 2y (1.109)
Insbesondere folgt aus dieser Formel auch, dass das Potential und seine Ableitungen im Un-
endlichen verschwinden

lim & — 0, lim V® - 0. (1.110)
T—o0 T —o00

In praktischen Problemen ist jedoch die Problemstellung eine andere. Oft ist eine endliche
Ladungsdichte p(7’) in einem bestimmten Raumbereich vorgegeben sowie auch schon der Wert
des Potentials oder seiner Ableitungen auf gewissen Grenz- oder Randflichen. Gesucht ist dann
das skalare Potential in allen Punkten des Raumbereiches V.

Um solche allgemeinen Randwertprobleme 16sen zu kénnen, benotigen wir die Greenschen
Theoreme, welche wir unter Verwendung des Gaufschen Satzes ableiten konnen. Seien ¢(r) und
Y (r) zwel in einem Volumen V' mit geschlossener Oberfliche OV stetig differenzierbare skalare
Felder. Wir betrachten das spezielle Vektorfeld

A(r) = o(r)Viy(r). (1.111)
Nach der Produktregel gilt dann fiir die Divergenz

VA = VIp(r)Vi(r)] = o(r)Ad(r) + (Vo(r)) (Vip(r)) . (1.112)
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Wenn wir auf so ein Vektorfeld den Gaufschen Integralsatz anwenden, erhalten wir

/ VAdr — dp Ads - # $(r)Vi(r)] - ndS, (1.113)
14 oV ov

wobei n der Normalenvektor der Flache ist. Man definiert die Normalenableitung der Funk-
tion 1 auf JV iiber

o
n=—-— 1.114
Vo) n= 3, (1.114)
und kann mit ihrer Hilfe dann das 1. der Greenschen Theoreme ableiten
0
[ osv+ (Vo0 ¢—wds (1.115)
1%
Vertauscht man in dieser Ableitung die Felder
[ wao+@awendr—dp vilas (1.116)
1% ov 3”

und zieht dann diese Gleichung vom 1. Greenschen Theorem ab, erhilt man das 2. Greensche

Theorem
_ 3. v 8¢)
/V(qu1/) WAP) d°r = ﬁgv (gb n ds . (1.117)

Eine weitere niitzliche Identitdt ldsst sich fiir den Spezialfall ¢ = 1 ableiten

9 ¢
Apd’r = .
/V wdr b 505 (1.118)

Wir wollen zunachst untersuchen, unter welchen Bedingungen ein elektrostatisches Rand-
wertproblem eine eindeutige mathematische Losung besitzt. Dazu verwenden wir die Green-
schen Theoreme und die Poisson-Gleichung mit

1
r—7'|’

p(r') = @(r'),  YP(r') — (1.119)
d.h. wir integrieren jeweils iiber d®r’ bzw. dS’ und betrachten r als Parameter. Das 2. Greensche

Theorem (1.117) impliziert dann

L ! : p(r")
® A — A D(r! 3yl — 4 O(r! — N3 + 4 / 3 7
/V{ (r") e Rl (T)]dr 7r/v (r")o(r —r")d’r' + 47 V’T_r,ldr
0 1 1 0P
— O(r') _ /
B, o5~ ] 9
(1.120)

Hier haben wir in der ersten Zeile einfach nur die 3d Darstellung der §-Funktion (1.48) sowie
die Poisson-Gleichung (1.61) benutzt. Wenn nun r € V gilt, erhiilt man aus der Gleichung oben
eine Bestimmungsgleichung fiir das Potential am Orte r

o(r € V) :/ ) sy L [#a—@ - @(r’)i;] as (1.121)
1% ov

|r — | s |r —r’| On’ on' |r — /|

Diese Formel ergibt also das Potential, wenn innerhalb des Volumens V' die Ladungsverteilung
vorgegeben und auf seinen Randern der Wert des Potentials und seiner Normalen-Ableitungen
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bekannt ist. Man nennt Randbedingungen welche nur den Wert des Potentials ® am Rand
vorgeben auch Dirichlet-Randbedingungen und Randbedingungen welche die Normalena-
bleitungen des Potentials am Rand vorgeben von-Neumann-Randbedingungen. Letzere
entsprechen gerade der Normalen-Komponente des elektrischen Feldes, denn E - n/ = —%.
Jedoch sind auch gemischte Randbedingungen mdglich, z.B. durch stiickweise Vorgabe des Po-
tentials an gewissen Réndern und Vorgabe der Normalenableitung an anderen Rédndern. Bei
gleichzeitiger Vorgabe vom Wert des Potentials sowie seiner Ableitungen — dies nennt man
Cauchy-Randbedingungen — ist das Problem zunéchst {iberbestimmt. Sie diirfen nicht un-
abhingig voneinander gewéhlt werden sondern miissen selbstkonsistent bestimmt werden.
Wenn der Rand 0V des Volumens im Unendlichen liegt und wir der Konvention lim, ., ®(r) =

0 folgen, kénnen wir den Oberflaichenterm vernachléssigen und die Formel fiir das Potential fillt
auf das Poisson-Integral (1.62) zuriick. Im entgegengesetzten Fall, wenn in V' keine Ladungen
vorhanden sind, ist das Potential im Volumen durch Vorgabe der Randbedingungen eindeutig
bestimmt

B(r € V, p(r' = 0) %+i# [#‘ﬂ’ P P (1.122)
ov

A r—7'|on’ on' |r — /|

Hierbei reicht es jedoch aus, entweder Dirichlet- oder von-Neumann Randbedingungen zu wih-

len um die Losung der Poisson-Gleichung eindeutig (evtl. bis auf eine Konstante) zu bestimmen.
Diese Eindeutigkeit — bei Vorgabe von Dirichlet oder von-Neumann Randbedingungen (oder

gemischten) — wollen wir kurz iiberpriifen. Seien ¢;(r) Losungen der Poisson-Gleichung

Ay yo(r) = —4mp(r) , (1.123)

und es gelte weiterhin auf dem Rand des Volumens dass entweder die Potentiale selbst

¢1(r) =¢o(r), redv (1.124)
oder aber ihre Normalenableitungen identisch seien
b1, O,
%(r) =5, (r), recdV. (1.125)

Dies entspricht Dirichlet- bzw. von-Neumann Randbedingungen auf 0V. Fiir die Differenz bei-
der Potentiale

U(r) = ¢1(r) — ¢a(r) (1.126)
muss aber wegen der gleichen Ladungsverteilung die Laplace-Gleichung gelten
A¥(r)=0. (1.127)

Weiterhin miissen auf den Réndern der Wert von W oder aber der seiner Normalen-Ableitung
verschwinden, d.h. je nach Vorgabe von Dirichlet Randbedingungen

U(r)=0, redV. (1.128)

oder von-Neumann Randbedingungen

oV
8—(’r) =0, redV. (1.129)
n
Aus dem 1. Greenschen Theorem (1.115) erhalten wir jetzt fiir ¢ = ¢ = ¥ die Identitét

/ (DAY + (VI (VD)) dr — # v (1.130)

\% an
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Die rechte Seite dieser Identitét verschwindet immer, bei Dirichlet (¥ = 0) oder von-Neumann
(g—g = 0) Randbedingungen. Der erste Term der linken Seite verschwindet auch, da eben AV = 0
gilt. Also folgt

/(V\If)%l?’r =0, (1.131)
1%
und da der Integrand offensichtlich nicht negativ werden kann

VU =0, (1.132)

was bedeutet dass ¥ = C konstant sein muss. Sind nun Dirichlet Randbedingungen vorgegeben,
folgt direkt aus W(0V) = 0 dass ¥(r) = 0 ist und damit beide Losungen gleich sein miissen.
Wenn von-Neumann Randbedingungen vorliegen, gilt

¢1(r) = ¢2(r) + C, (1.133)

wobei die Konstante C' fiir die elektrische Feldstérke unerheblich ist, sie kann beliebig gewahlt
werden und wiirde z.B. bei gemischten Randbedingungen fixiert. Bei Vorgabe von Dirichlet-
oder von-Neumann Randbedingungen sind also die physikalischen Grofen aus der Poisson-
Gleichung eindeutig bestimmbar.

Physikalisch betrachtet konnen Dirichlet Randbedingungen durch Leiter implementiert
werden. Nichtleiter oder Isolatoren sind (fiir geniigend kleine Feldstérken) unbeeindruckt
von elektrischen Feldern: Ihre Ladungstriger sind so stark gebunden dass Sie sich bei Anwe-
senheit eines Feldes nur ein wenig verschieben (Polarisation), aber ansonsten fixiert bleiben. Im
Gegensatz dazu bewegen sich die Ladungen in Leitern schon bei sehr kleinen externen elektri-
schen Feldern, was natiirlich ein Gegenfeld induziert. Dieser Prozess lauft so lange ab, bis das
interne Feld gerade das externe elektrische Feld komplett kompensiert: Erst dann verschwindet
die Netto-Coulombkraft und es findet keine weitere Verschiebung der Ladungstréiger statt. Dies
bedeutet also fiir das stationire Feld in Leitern

E(r)=0 (1.134)
und damit, dass das Potential im Leiter konstant ist

®(r) = const. (1.135)

Damit ist eine Leiter-Oberfliche auch immer eine Aquipotentialfliche. Innerhalb des Leiters
miissen sowohl Tangential als auch Normalenkomponente des elektrischen Feldes verschwinden

Fiir das dufere elektrische Feld an Leiteroberflichen kénnen wir aus Abschn. 1.10 folgern dass
die Tangentialkomponente verschwindet

E, =0 (1.137)

und die Normalenkomponente einen Sprung macht, welcher proportional zur Flachenladungs-
dichte ist

|E,.| = 470 . (1.138)

Ein angelegtes duferes Feld erzeugt also auf Leitern eine Flachenladungsdichte o, welche auch
als Influenzladung bezeichnet wird, vgl. Abb. 1.10.
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Abbildung 1.10: Skizze eines Leiters im exter-
nen elektrischen Feld. Die Ladungen in Leitern
verschieben sich so lange bis das externe Feld
im Inneren des Leiters genau kompensiert ist,
d.h. bis das interne Feld verschwindet. Dies in-
duziert eine Influenzladung auf der Oberflache,
so dass das externe Feld immer senkrecht in den
Leiter eindringt und das Potential auf der Lei-
teroberfliche konstant ist.

1.13 Die Greensche Funktion der Poisson-Gleichung

Die Theorie der Greenschen Funktionen wird allgemein benutzt um inhomogene lineare partielle
Differenzialgleichungen der Form

Dzp(z) = ¢(2) (1.139)

zu losen. Hier ist Dy ein linearer Differenzialoperator (z.B. A) welcher Funktionen von z und
Ableitungen nach den Variablen z enthalten kann, aber ansonsten linear auf p(z) wirkt. Die
Funktion p(z) ist die gesuchte Losung der Differenzialgleichung und die rechte Seite ¢(z) die In-
homogenitét. Zu solchen Differenzialoperatoren kénnen wir eine Greensche Funktion G(z, s)
assozileren (vgl. VL Mathematische Methoden) iiber die Gleichung

D.G(z,8) =6(z — s), (1.140)

wobei 6(z — s) der n-dimensionalen Dirac-Delta-Funktion entspricht. Wenn man die Greensche
Funktion hat, wird das inhomogene Problem Dzp(z) = ¢(z) durch

p(2) :/G(z,s)gb(s)ds (1.141)

gelost. Dies zu zeigen ist fast trivial

Dzp(z) =Dz /G(z, s)p(s)ds = / [D2G(z,8)| ¢(s)ds = /5(z — 8)p(s)ds = ¢(z()1.142)

Wir kennen bereits die Greensche Funktion fiir den Laplace-Differenzialoperator, definiert
durch

AG(r,r") = —4ndé(r —r’). (1.143)
Die Funktion

G(r,r') = (1.144)
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ist aber nur eine mogliche Losung fiir die Greensche Funktion, ndmlich die konsistent mit
Randbedingungen verschwindenden Potentials im Unendlichen. Wir kénnen beliebige Funktio-
nen hinzuaddieren, welche die Laplace-Gleichung erfiillen
1
G(’r,’r’) = m +f(1°,7°’) : Af(’l",’f") =0. (1145)

Speziell kann man die Funktion f(r,r’) so wihlen, dass die Dirichlet- oder von-Neumann

Randbedingungen auf weiteren Réndern erfiillt sind.
Wir setzen im 2. Greenschen Theorem (1.117) ¢(r’) = ®(v’) und (r’) = G(r,r’)

/ &' [B(r")A G, ") — G(r, 7" )AL O(r')] = —47r/ d&*r'®(r")o(r — ')
v v

—|—47r/ &r'G(r,r")p(r")
%

oG 0P
= o(r')— — G N—1dS".
b |ewngs - ey
(1.146)
Hier haben wir in der 1. Zeile benutzt dass gelten soll
ApG(r,r") = ApG(r,r’) = —47é(r — 1') (1.147)

und der 2. Term implementiert einfach die Poisson-Gleichung. Fiir » € V koénnen wir wieder
nach dem Potential umstellen und erhalten

v(r) = [ ticirner — L dp o sC -Gl )

Der Unterschied zu Gleichung (1.121) ist jetzt, dass wir — abhéngig von den Randbedingungen
— die Greensche Funktion so wéhlen konnen, dass nur einer der beiden Terme im Oberflichen-
integral beitrigt, wie im Folgenden ausgefiihrt.

Dirichlet Randbedingungen

Falls Dirichlet Randbedingungen vorliegen, kann man die Greensche Funktion so wéhlen, dass
der 2. Term im Oberflichenintegral verschwindet

0P !
G N—dS =0. 1.149
- p(r,r )(‘3n’ ( )

Dies erreicht man, indem man spezielle Dirichlet-Randbedingungen auch an die Greensche
Funktion stellt

Gp(r,v')=0 ¥V ¢ €dV. (1.150)

Wir erhalten in diesem Fall das Potential iiber die iibrigen Terme

‘ 1 oG
O(reV)= / p(r\Gp(r,r")d*r — —# O(r') ?dS’. (1.151)
v 7 F\% on
Wenn man also die Greensche Funktion fiir Dirichlet Randbedingungen Gp(r, r’) kennt hat man
damit eine geschlossene Losungsformel, welche nur von der Ladungsdichte p(r’) im Volumen
und vom Wert des Potentials ®(7) auf seinen Réndern abhéngt.
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von-Neumann Randbedingungen

Fiir von-Neumann Randbedingungen ist die Normalenableitung des Potentials, d.h. die Nor-

malenkomponente des elektrischen Feldes auf den Réndern vorgegeben
0P
—=—-E-n. 1.152
o n (1.152)

Entsprechend wahlen wir die Greensche Funktion so, dass jetzt der 1. Term des Oberflichen-
integrals einfach eine Konstante ergibt

1 A OGN
(r) on’

— ds' = —d,. 1.1
=P S ) (1.153)

Das skalare Potential wiirde in diesem Iall tiber

1 P
O(r e V)= +/ p(rGy(r, ") dPr + — # GN(fr,'r’)a—dS’ (1.154)
v 4 A% on’

berechnet und hangt nur von der Ladungsdichte p(r’) im Volumen und von der Normalenablei-
tung des Potentials % auf seinen Rindern ab.

Diese Formeln sind natiirlich nur hilfreich wenn man die Greensche Funktion kennt. Der
Vorteil der Methode liegt aber darin, dass dieselbe Greensche Funktion dann auch fiir ande-
re gegebene Ladungsverteilungen sowie andere Randbedingungen vom selben Typ giiltig ist.
Wir werden im Folgenden eine Methode behandeln, welche die Konstruktion der Greenschen
Funktion fiir Dirichlet-Randbedingungen anhand physikalischer Intuition erméglicht.

1.14 Die Methode der Bildladungen

Bildladungen ermoglichen es, die Greensche Funktion intuitiv zu finden. Heuristisch kann man
diese so verstehen: Wir betrachten zunichst das Potential fiir eine vorgegebene Ladungsver-
teilung in Abwesenheit von Randbedingungen, gegeben durch das Poisson-Integral (1.62). Wir
konnen das Potential im gesamten Raum ausrechnen, und es ergeben sich Aquipotentialfliichen
auf denen das Potential konstant ist. Wenn man eine dieser Aquipotentialflichen einfach zu
Oberflaichen von Leitern erklért ist damit automatisch ein spezielles Randwertproblem gelost,
namlich die Losung der Poisson-Gleichung des Raumbereiches vor der Leiteroberfliche unter
der Dirichlet-Randbedingung des Potentialwertes auf der Fliche und verschwindenden Potenti-
al im Unendlichen, vgl. Abb. 1.11. Leider kann man somit nicht allgemeine Randwertprobleme
16sen, da sich die Form der Aquipotentialflichen erst im Nachhinein ergibt. Jedoch ergibt sich
fiir einige Probleme (hoher Symmetrie) aus einfachen Losungen der Elektrostatik eben eine
ganze Reihe von weiteren Losungen fiir Randwertprobleme.

Wir behandeln dies am Beispiel einer beliebigen Ladungsverteilung p(r), welche im Bereich
z > 0 lokalisiert ist. Bei z = 0 befinde sich eine ideal-leitende Platte und wir mdchten das
Potential im Volumen

V={(z,y,2)" : 2 > 0} (1.155)
unter Dirichlet-Randbedingungen
d(x,y,0) = rl_l}I:ElOO(I)(x,y, z) = ygrziloo®($’ Y, z) = Zgrinmq)(x, y,2) =0 (1.156)

untersuchen, vgl. Abb. 1.12. Wir kénnen die Greensche Funktion unter diesen Dirichlet-Randbedingungen
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Abbildung 1.11: Konturplot des Potentials von
4 regelméfig angeordneten Punktladungen (2
| mit Ladung 4+¢ und 2 mit Ladung —¢). Die
Aquipotentialfiichen (blau, schwarz) mit ® =
0 sind einfach Ebenen. Definiert man die
" Dirichlet-Randbedingungen auf den Aquipoten-
tialflichen (schwarz), so ist damit das Rand-
wertproblem einer Punktladung vor zwei ideal-

1 leitenden Ebenen im Raumbereich £ > 0 und

y > 0 gelost (oben rechts). In dieser Sichtwei-
se existieren die 3 librigen Punktladungen nicht

1 wirklich sondern dienen nur dazu das Randwert-

problem zu 16sen. Mathematica-Kommando:
ContourPlot

Abbildung 1.12: Skizze des betrachteten Rand-
wertproblems. Gesucht ist die Green’sche Funk-
tion welche auf der Platte bei z = 0 und im
Unendlichen verschwindet.
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schreiben als

1
7

Gp(r,7") = + f(r,r'), (1.157)

wobei die unbekannte Funktion folgende Bedingungen erfiillen muss
Arf

(r,v')=0 v rcV,

90

N s — 0. -
y%VGD(r,r)an, § =0 (1.158)

Die zweite Bedingung erfiillen wir durch
Gp(r,r')=0 V¥V ' €dV. (1.159)

Also muss speziell auf der Halbebene bei 2’ = 0 gelten

—1
lim f(r,v') = , 1.160
Sy ) Vie—2)?+y—y)?+2 (1160
was durch
—1 —1
r.r') = = 1.161
1) ==y V=22 +y—y)2+ (z+2)? (160
offensichtlich erfiillt wird. Also muss die Bildladung gerade am Ort
x/
r'g=1 v (1.162)
liegen. Ohne Rechnung sehen wir auch, dass
Af(r,r')=4né(r —r'p) =0 V rr’' eV, (1.163)

denn die Bildladung liegt ja aufserhalb des betrachteten Volumens. Also erhalten wir fiir die
Greensche Funktion der Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen fiir z = 0
1 1

GD(T','T',) - |’I’ —r

=75

1 1
- - . (1.164)

V-2 +y-y)P+E-2)? Ja-2)P+y—y)?+(+)

Per Konstruktion verschwindet die Greensche Funktion auf der Fliche 2/ = 0 und auch im
Unendlichen, denn die Potentiale der realen Ladungsverteilung und der Bildladung fallen hin-
reichend schnell ab. Das Potential fiir die Randbedingung ®(9V') = 0 kann nun fiir » € V aus

der Formel
B(r) — / d3r’p<r')( ! ! ) (1.165)

=l =]

erhalten werden, vgl. Gleichung (1.151). Fiir beliebige (im Halbraum 2’ > 0 lokalisierte) La-
dungsverteilungen erfiillt es die Randbedingung ®(x,y,0) = 0, so dass damit eine ganze Klas-
se von Randwertproblemen gelost ist. Der Vorteil des Arbeitens mit der Greenschen Funkti-
on ist jedoch, dass jetzt nicht nur allgemeine Ladungsverteilungen, sondern auch allgemeine
Dirichlet-Randbedingungen — z.B. solche mit variierendem vorgegebenen Potential ®(z,y,0) —
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nach Gleichung (1.151) gelést werden kénnen. Dann muss eben einfach nur der Oberflichenterm
mit beriicksichtigt werden, wofiir wir die Normalenableitung der Greenschen Funktion auf der
Fliache 2’ = 0 bendtigen

8_G
0z

= - iG(D(’r? ’I’,)

Z/

—2z
= IR (1.166)
v=0  ((e=2"+y—y)+2%)
Das Vorzeichen riihrt hier von der Konvention her, dass der Normalenvektor nach aufen zei-
gen soll, d.h. fiir unser betrachtetes Volumen mit z > 0 in negative z-Richtung. Nach Glei-
chung (1.151) kénnen wir jetzt das Potential fiir z > 0 fiir beliebige bei z = 0 vorgegebene und
im Unendlichen verschwindende Werte berechnen iiber

1
(I)(”'):/P(T')GD(T,T’)d3r’— # (b(r')aG’?dS’
v 1% on

2'=0

4z
2 o2y, 0
_ / p(r) G (r, v)dr’ + = // da'dyf W0 Laen)
v i ((z =)+ (y —y)? + 22)

Der Kernpunkt der Methode ist, dass die Bildladung aufserhalb von V fiir die gegebenen
Randbedingungen auf 0V sorgt. Die Position dieser fiktiven Ladungsverteilung, der sogenann-
ten Bildladung, hingt dabei von der Position der realen Ladung ab. Wir ersetzen somit
Randbedingungen quasi durch Bildladungen.

Wir wollen anhand von Beispielen das Arbeiten mit Bildladungen noch etwas illustrieren.

1.14.1 Beispiel: Punktladung vor Ebene

Das sicher einfachste Beispiel ist eine Punktladung ¢ am Orte 7 = (0,0,2)T mit 2’ > 0 vor
einer unendlich ausgedehnten Leiterplatte auf welcher das Potential verschwinden soll, also
eigentlich eine vereinfachte Variante des bereits besprochenen Problems. Um die Bildladung
praktisch zu finden, machen wir den Ansatz

-
lr—7'|  |r—rg|

o(r)

(1.168)

wobei ¢qp die Ladung und rp der Ort der Bildladung sein sollen. Um die Randbedingung auf
der Platte erfiillen zu kénnen, muss

q qB
0= + v rz,y € R (1.169)
V2 +yr+(2)2 V(x—2p)2+ (y—yp)* + (25)?

gelten. Die einzige Losung fiir dieses Problem, bei der die Bildladung auferhalb des Volumens
liegt, ist also

xp=0, yp =0, 2p = —2, g = —q. (1.170)
Zusammenfassend haben wir also
1 1

O(r) = _ reV, 1.171
r)=q V2 + i+ (z—2)2 a2+ (2 +2)2 ( )

was die geforderte Randbedingung ®(x,y,0) = 0 erfiillt. Die elektrische Feldstéarke erhalten wir
auch daraus

1 r 1 v
E(r)=q y — y
[22 4 42 + (z — 2/)2]3/2 Lo [22 4 42 + (z + 2/)23/2 e

(1.172)
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Insbesondere kénnen wir {iberpriifen, dass das elektrische Feld bei z = 0 senkrecht auf der
Leiteroberflache steht

0
q
E(z,y,0) = 0 . (1.173)
[22 + 2 + ()22 o

Da im Inneren des Leiters das elektrische Feld verschwindet, kénnen wir iiber die Normalenkom-
ponente des elektrischen Feldes auch die Flichenladungsdichte der Influenzladung berechnen

/

A [(L’Q + y2 + (Z/)2]3/2 ’

oz, y) = i«ezl?(frf,%()) = (1.174)

47

Die gesamte Influenzladung erhilt man aus dieser durch Integration iiber die Ebene, wobei
Zylinderkoordinaten zweckméfig sind

00 21 /
_ q _
g= /dx/dya(x,y) = _g/o dp/o d¢ﬂ[p2+ (2')2]3/2

= —q2 /00 dpﬁ = —qz’/ dp 4 L) —q7 <—0 + l,) =—q.
VA o G 0 dp\/p* + (2')? z

(1.175)

Die Influenzladung entspricht somit gerade der Bildladung, was wir auch aus dem Gaufsschen
Gesetz hitten folgern konnen.

1.14.2 Beispiel: Punktladung vor Kugel

Ein zweites Beispiel ist das Feld einer Punktladung ¢ am Orte 7’ {iber einer geerdeten Metall-
kugel am Ursprung mit Radius R. Das zu betrachtende Volumen ist also

V={r . r=r|>R}, (1.176)

und die Terminologie "geerdet” bedeutet, dass die Oberfléche der Metallkugel bei Potential Null
festgehalten werden soll, es liegen also Dirichlet Randbedingungen vor

o(jr|=R)=0,  &(r| = o00)=0. (1.177)

Die Bildladung darf nicht im betrachteten Volumen liegen, d.h. sie muss sich innerhalb der
Metallkugel befinden. Aus Symmetriegriinden erwarten wir jedoch, dass die Bildladung auf der
Achse Ursprung-Punktladung liegt, vgl. Abb. 1.13. Der Ansatz fiir unser Potential lautet also
wieder

q 4B : A
@(7’) = /7 + ) — T,,J + = . (1178)
=] e =rsl e —Ten|  |re e,
B

Mit dem Winkel o zwischen r und »’ gilt e, - e, = cos(«). Wir kénnen die Randbedingung
®(r = R) = 0 schreiben als

Tl
+
5
3y

0

- : (1.179)
\/1 + (%) — 2% cos(a)
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Abbildung 1.13: Skizze einer Punktladung ¢ vor

einer geerdeten Metallkugel. Die Bildladung

q liegt innerhalb der Metallkugel auf der Verbin-

dungsachse des Kugelzentrums und der Punkt-

r ladung. Ort und Ladung miissen so gewahlt wer-

den, dass das Potential auf der Kugeloberfliche
verschwindet.

d =0

Diese Bedingung muss fiir alle « erfiillt sein, was wir durch

== und = ﬁ (1.180)
oder eben explizit durch

B =——q, rs==R (1.181)
erreichen kénnen. Die Bildladung liegt also wegen 7' > R immer innerhalb der Kugel und ihre
Ladung hat ein anderes Vorzeichen als ¢ und ist betragsméfig kleiner. Das gesamte Potential

fiir eine Punktladung wird

S(r) =g [ —— — - . (1.182)

lr — 7| ‘,,,._R_2,,,/

(T')2

Schaut man sich die Konturflichen des gesamten Potentials an, wird deutlich, dass nur die
Kontur mit & = 0 eine kugelférmige Gestalt hat, vgl. Abb. 1.14. Wir kénnen wieder die Influenz-
Ladungsdichte iiber den Wert des elektrischen Feldes an der Kugeloberfliche berechnen

1 0
g = —En . VCD|7»:R = —E E ok
_ (R)?
- —ﬁ%% 21 () el (1.183)
[1 + (%) -2 (%) COS(O()}

Wie zu erwarten, ist diese rotationssymmetrisch um e,» und maximal fiir « = 0. Wie auch
aus dem Satz von Gauls zu erwarten, ist das Integral iiber die Flichenladungsdichte, d.h. die
gesamte induzierte Influenzladung gerade gleich der Bildladung

2m s
/ dqb/ daR?sin(a)o = —qE/ : (1.184)
0 0 r
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Abbildung 1.14: Konturplot des Potentials von -2
zwei Punktladungen. Wenn die Bildladung in- |
nerhalb der Kugel richtig dimensioniert und po- |
sitioniert ist, hat die Konturfliche mit & = 0 -+
(dick, schwarz) Kugelgestalt. Parameter ' = |

3R, vy = /3, qp = /3. S

Aus dem Potential fiir eine Punktladung kénnen wir aber auch gleich die Greensche Funktion
ableiten

1 1
Gp(r,r’ - —
1 ) |r — /| |%r—§r’
1 1
= - — / - . (1.185)
VI () = 2rr'e, - e \/—TI(;) + R? —2rr'e, - ey
An der letzten Zeile sieht man leicht die Symmetrien
Gp(r,r") =Gp(r',r), Gp(r,r')=0 VvV  r,r’'edV. (1.186)

Damit kénnen wir also mit Hilfe dieser Greenschen Funktion das Randwertproblem der Poisson-
Gleichung mit einer Kugel fiir beliebige, auf der Kugeloberfliche vorgegebene Potentiale nach
Gleichung (1.151) berechnen. Hierfiir ben6tigen wir allerdings noch die Normalen-Ableitung
der Greenschen Funktion. Da unser betrachtetes Volumen auflerhalb der Kugel liegt, zeigen die
Normalenvektoren (welche per Konvention zur Aufenseite des Volumens zeigen) in das Innere
der Kugel, und es folgt

0Gp
on’

1 2 RQ
S ! el (1.187)
=R R (r2 + R2 — 2rRe, - e.)

3G

- /
oV or

Damit erhalten wir die vollstédndige Losung nach (1.151) iiber

| 0Gp
— ’ N 3.0 ’ /
@(r)_/vp(r Gl v)d — g][év@(r) 04

R(T2 _Rz) T ‘ 27 (I)(R y ¢/)
- )G r,r’d?’r’Jr—/ Sln9'd9’/ d¢’ — )
/Vp( )Gl ) 47 0 () 0 ¢ (7“2—|—R2—27"R€r'6r')3/2
(1.188)

wobei wir in der letzten Zeile das Flichenelement R?sin(6')d#’d¢’ benutzt haben. Je nach
vorgegebenem Potential auf der Kugeloberfliche kann die Auswertung recht komplex werden,
und nur fiir die Vorgabe von einem verschwindendem Potential auf der Kugeloberfliche und
einer Punktladung auferhalb der Kugel ergibt sich die Losung (1.182).




Kapitel 2

Multipolentwicklungen

In diesem Kapitel werden wir weitere Methoden zur Lésung des elektrostatischen Randwertpro-
blemes untersuchen. Wir werden uns hierfiir zundchst auf die Laplace-Gleichung beschrianken,
welche ja z.B. auch zum Finden der Greenschen Funktion der Poisson-Gleichung geldst werden
muss.

2.1 Vollstandige Funktionensysteme

Analog wie wir z.B. den Ortsvektor durch normierte und orthogonale Basisvektoren darstellen
konnen r = ). r;e; oder in der Quantenmechanik den Zustand durch orthogonale Basiszu-
stdnde |¥) = ). ¢; |®;) koénnen wir auch Funktionen auf einem vorgegebenen Intervall durch
Basisfunktionen g, (z) annihern

f(x) = Z angn($) . (2'1)

Man nennt dieses Basis-System ein orthogonales Funktionensystem, wenn es auf dem In-
tervall I = [a, b] die Bedingung

/ g;(l‘)gm(l‘)dx = Nydnm (2.2)

erfiillt. Mann kann dann die Basisfunktionen normieren mittels
1
(1) = ——3g,, () .
u(#) = ()
Bei den neu definierten Basisfunktionen handelt es sich dann um ein orthonormales Funk-
tionensystem

(2.3)

b
[ 92 (z)dz = 5o (2.4)

Ausgehend von diesen Definitionen kann man auch die Norm einer Funktion definieren

@) = / (@) (2.5)

Hat man ein orthogonales Funktionensystem, kann man daraus immer durch Normierung ein
orthonormales konstruieren. In diesem orthonormalen System {g,(z)} kann man jede Funktion
entwickeln

f(x) = angn(). (2.6)

33
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Wenn die Orthonormalitétsrelation (2.4) gilt, konnen wir die Koeffizienten a,, bestimmen iiber

b
on= [ gila)f(a)ds. 2.7)
Ein orthonormales Funktionensystem heifst dann vollsténdig, falls jede quadratintegrable Funk-

tion sich in dieser Basis entwickeln l&sst. Setzt man die Entwicklungskoeffizienten a, in die
Entwicklung der Funktion wieder ein, erhdlt man

10 =Y [ G0y 2
Dies kann fiir allgemeine Funktionen nur funktionieren, wenn die Vollstindigkeitsrelation
Y aWgn(r) =d(x—y) YV xy€lal (2.9)
gilt.

2.1.1 Fourier-Reihen

Typische Beispiele fiir vollstdndige Funktionensysteme sind Fourier-Reihen. Nimmt man die
Basis-Funktionen

gn(z) = ﬁsin(nx) : n={1,2,...},
hy(z) = %cos(nx) ; n=41,2,...},
holw) = —— (2.10)

so bilden diese gemeinsam auf dem Intervall [—m, +7] ein vollstindiges Funktionensystem. Die
Funktionen g, (x) kénnen benutzt werden um simtliche ungeraden Funktionen darzustellen, die
Funktionen h,(x) approximieren alle geraden Funktionen. Wir konnen also alle quadratinteg-
rablen Funktionen auf dem Intervall [—7, 47| darstellen als

F@) =" anhy(x) + > bugal), (2.11)

wobel wir die Fourier-Koeffizienten berechnen konnen durch

1 tr
OlOZ\/?/_Tr f(z)dz,

1 [t

T VE L
1 o
by>1 = ﬁ/_ﬁ sin(nx) f(z)dz . (2.12)

cos(nz) f(x)dx ,

Alternativ dazu nimmt man auch hiufig die Zerlegung

kn(x) = e : newr. (2.13)
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Hier kénnen wir auch jede Funktion entwickeln im Intervall [—m, +7]

+o0

fl@)y=>" cikalx). (2.14)

n=—oo

Die Entwicklungskoeffizienten berechnen sich in diesem Fall zu

e f (2.15)

+
7,
Vor

Allgemein lasst sich das auf periodische Funktionen erweitern. Diese lassen sich sdmtlichst
durch Fourier-Reihen darstellen. Ist deren Periode nicht durch 27 gegeben, kann man eine ein-
fache Variablen-Transformation durchfiihren, welche die Periode der Funktion auf das Intervall
[—7, +]| abbildet.

2.1.2 Legendre-Polynome

In der Elektrostatik ist das vollstdndige Funktionensystem der Legendre-Polynome relevant.
Wir betrachten hierzu die Funktion welche im Poisson-Integral auftritt
ot (2.16)
e =) '
Bezeichnet man mit « den Winkel zwischen r und 7/, kénnen wir dies schreiben als
1 1

V2 ()2 = 2r cos(a) /12 + 712 —2ro s cos(a)
Hier haben wir definiert
r< = min(r,7’), r~ = max(r, 7). (2.18)
Der Zweck dieser Definitionen ist, dass man damit einen dimensionslosen Parameter
"< <4 (2.19)
>
hat, nach welchem man die Wurzel entwickeln kann
1 1
U=—
rs 2
\/1 —2'< cosa + (r—<)
r> r>
1 r 1 ro\?
= 1+cosa— + = (3cos®a — 1) (—<) +...
s r~ 2 rs
1 « "
= — Z P,(cos ) (r_<) . (2.20)
> = r>

Die hier auftretenden Koeffizienten sind die Legendre-Polynome P, (cos «). Mit der fiir radi-
alsymmetrische Probleme typischen Substitution x = cosa, so dass —1 < z < 41 gilt, lauten
die ersten Legendre-Polynome

Po(l') = 1 s

Pi(z) ==z,

Py(x) = %(3:1: -1),

Pi(z) = %(535 - 3z) . (2.21)
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0.5}
Abbildung 2.1: Plot der ersten 5 Legendre-

Polynome Py(x) (blau), Pi(z) (orange), Py(z) ~'° N [ o7 0
(griin), Ps(z) (rot) und Py(z) (violett). [

Mathematica-Kommandos: s
Plot, I
LegendreP. -1of

Man sieht bereits, dass die Legendre-Polynome mit ungeradem Index auch ungerade Funktionen
von z sind und umgekehrt, vgl. Abb. 2.1. Allgemein kann man die Legendre-Polynome nach
der Rodriguez-Formel berechnen

— (2 —1)". (2.22)

Die Funktion

t,x 2.23
glt,@) = Ny Z (2.23)
wird dann auch als generierende Funktion der Legendre-Polynome bezeichnet, da wir diese aus
der Taylor-Entwicklung der Funktion erhalten. Wir kénnen Sie benutzen um eine praktische
Rekursionsformel fiir die Legendre-Polynome zu bekommen

ag(ta {L‘) r—1 n— 1
ot (1—2at + 2)3/2 ZnP )t (224)

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit (1 — 2zt +t?), wird gerade die generierende
Funktion reproduziert

2) n-1 _ r—1 _
(1 -2zt +17) ZnP )t = A o=@ ZP (2.25)

Wir sortieren diese Gleichung nach Potenzen von ¢

i m P, (z)t™ ! — i 2nx P, (x)t" + Z sPy(z)t*T + Z P,(z)t*t! — i zP,(z)=0.
m=0 n=0 n=0
(2.26)

Da diese Gleichung fiir alle ¢ und = € [—1,+1] gelten muss, miissen die Vorfaktoren jeder
Potenz von t separat die Gleichung erfiillen. Um diese Potenzen zu sortieren setzen wir einfach
m=mn+1und s =n — 1, was auf die Gleichung

0=n+1)P1(x) —2nzP,(z)+ (n —1)P—1(x) + Poq(z) — 2P, ()
=(n+1)Pi(z) — 2n+ 1)zP,(z) + nb,_1(2) (2.27)

fiihrt. Diese Gleichung kann allerdings nur ab n = 1,2,... gelten, da wir ja die Rand-Terme
in der Summe nicht explizit behandelt haben. Wir kénnen diese Formel nach P, ;(x) auflésen
und erhalten damit eine numerisch stabile Rekursionsformel fiir die Legendre-Polynome

2n +1 n zP,(x) — P,_1(x)

Poii(x) = | xP,(x) — n—HPn_l(x) =2zP,(z) — P,1(x) — e

(2.28)
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Diese Rekursionsformel generiert alle Legendre Polynome aus den zwei einfachsten Py(z) = 1
und P (z) =

Die Legendre-Polynome lassen sich also als Taylor-Koeffizienten der generierenden Funktion
verstehen. Durch Ableiten der generierenden Funktion nach x

dg(t,x) _ ZP’ (2.29)

oz (1—2xt+t2 )3/2

lassen sich auch andere Beziehungen zwischen den Legendre-Polynomen finden, z.B. (Nachrech-

nen)
P, i(x)+ P,_i(z) = Py(z) + 22P)(x) . (2.30)

Ableiten der Rekursionsformel (2.28) liefert eine weitere Beziehung (Nachrechnen)
d
@+ DaPu(@)] = (n+ )P (@) + 0B (). (2.31)

Ziel ist jetzt, diese Relationen mit den Eigenschaften der Legendre-Polynomen so zu kombinie-
ren, dass P,11(z) eliminiert werden kann, so dass man eine Differentialgleichung fiir die P, (z)
erhilt. Wir kénnen aus (2.30) und (2.31) die Relationen

P, i (x) = (n+1)P,(z)+ 2P, (x), P! _(x) = —nP,(x) + xP.(x) (2.32)
erhalten (Nachrechnen). Aus diesen beiden Formeln kénnen wir die Relation
(1 —2*) P! (z) =nP,_1(x) — nzP,(z) (2.33)

erhalten (Nachrechnen). Differenzieren dieser Gleichung nach = und Ausnutzen von (2.32) liefert
dann (Nachrechnen), dass die Legendre-Polynome die sogenannte Legendre-Differentialgleichung
erfiillen miissen

(1 —2®)P)(x) —2zP.(x) + n(n + 1)P,(x) =0, ne{0,1,2,...}. (2.34)

Mit Hilfe der Rodriguez-Formel (2.22) oder eben einfach anhand der ersten Legendre-Polynome (2.21)
konnen wir verifizieren dass die Legendre-Polynome die DGL 16sen.

Zuletzt wollen wir noch zeigen dass die Legendre-Polynome orthogonal auf dem Intervall
[—1,+1] sind. Dazu schreiben wir die Legendre-DGL als

d
y —[(1 = 2*)P(z)] = —n(n + 1) P, (). (2.35)
T
Wenn wir diese Gleichung von links mit P (z) = P,,(z) multiplizieren und dann von x = —1

bis x = +1 integrieren erhalten wir

+1 d +1

/ P(x )d [(1 — 2?)P(2))dz = —/ n(n + 1)P,(z)P,(z)dx . (2.36)
-1 X 1

Zuséatzlich konnen wir diesen Ausdruck antisymmetrisieren, d.h. n und m vertauschen und die

resultierende Gleichung von der obigen abziehen

[ [P0 =) P - P

1 i

(1= 2P o)) do

+1

— [m(m +1) —n(n+1)] / Po(2) Py (x)da (2.37)

-1
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Wenn wie die linke Seite dieser Gleichung partiell integieren, verschwindet jeweils der Randterm
durch den Faktor (1 — 2?) aufgrund der Grenzen z = +1 und die anderen Terme heben sich
gegenseitig auf, weil sie identisch sind. Es verbleibt also

+1
[m(m+1) —n(n+1)] / P, (z)P,(x)dz = 0. (2.38)
-1
Fiir n # m folgt daraus schon mal die Orthogonalitit
+1
/ Pp(2)Py(z)dz "2 0. (2.39)

-1

Um fiir n = m den richtigen Normierungsfaktor zu erhalten, integrieren wir iiber das Quadrat
der generierenden Funktion

+1 du = < [ ,
—_— = g P,(x) Py (x)dx = " P, dx . 2.40
[ isnre= X0 [, B@mwa =30 [ Rk, e
Um das Integral auf der linke Seite zu berechnen, hilft die Substitution y = 1 — 2tz + t?
g 1 %y 1 (14t e
/ —wz_/ W_ (== =2%" , (2.41)
o L=2te+t2 2t Jue oy t 1—t “—~2n+1

wobel wir im letzten Schritt einfach in eine Potenzreihe um ¢t = 0 entwickelt haben. Jetzt
kénnen wir einen Koeffizientenvergleich durchfiihren und erhalten daraus

+1 ) 2
/1 Puo)de = 5 (2.42)

was die allgemeine Orthogonalitéitsrelation

+1 )

beweist.
Um jetzt eine Funktion f(x) mittels der Legendre-Polynome darzustellen

fl@) =" a,Pu(x) (2.44)

n

kénnen wir die Koeflizienten a,, bestimmen iiber

2n+1
2

f( )Pu()d . (2.45)

ap =

2.2 Losung der Laplace-Gleichung mit axialer Symmetrie

In Kugelkoordinaten lautet der Laplace-Operator

2 0f 1 . Of 1 0%f
A= 7’2 or (T 87’) T sin 6 00 ( (99) i r2sin® 0 0¢? (2.46)
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Wenn die Funktion f gar nicht vom Winkel ¢ abhéngt, verschwindet der letzte Term und das
Problem vereinfacht sich etwas. Wir mochten die Laplace-Gleichung fiir die Funktion ®(r,0)

16sen
10 (,00 19 (. 9%\
2 or (r 87‘) * r2sind 06 (Smea@) =0 (2:47)

Um die Losung zu erhalten machen wir einen Separationsansatz

O(r,0) = R(r)P(0) . (2.48)
Einsetzen liefert, dass
0 ([ ,0R 1 o (. 0P\

Jetzt dividieren wir durch R(r)P(0)

1 9 [ ,0R 1 1 9 (. ,0P\

Analog z.B. zur Losung des Wasserstoffatoms in der QM (vgl. VL Quantenmechanik) ist jetzt
der 1. Term unabhéngig von € und der zweite unabhingig von r. Also miissen beide Terme
konstant sein und sich gegenseitig wegheben, wir schreiben also

1 0 (,0R\
R (r E) = +k (2.51)
und
1 1 0 (. OP

mit noch zu bestimmender Konstante k. Mit dem Ansatz haben wir eine partielle DGL in
zwei ordindre DGL iiberfiihrt, wir konnen also hier die partiellen Ableitungen durch normale

ersetzen.
Die radiale DGL

r*R"(r) + 2rR'(r) — kR(r) = 0 (2.53)
kann durch einen Potenzreihenansatz
" B
R(r) = Ar" + pows) (2.54)

gelost werden. Einsetzen liefert (Nachrechnen), dass der Ansatz fiir beliebige Koeffizienten A
und B die radiale Gleichung 16st, wenn

k=n(n+1). (2.55)

Dies setzen wir in den winkelabhéngigen Anteil der Gleichung ein

d

0 (sin@P'(0)) + n(n+1)sinfP(h) =0. (2.56)
Setzen wir die iibliche Substitution = cos# ein, gilt

d drd d d

a _dva a0 b 9.
W0 dgan - Sy -z (2.57)
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Also wird die Winkel-DGL zur Legendre-DGL (2.34)

ddx [(1—=2*)P'(z)] + n(n+1)P(z) =0. (2.58)

Die Losungen dieser Gleichung sind die Legendre-Polynome P,(x) = P,(cosf).
Wir kénnen also die allgemeine Lésung der Laplace-Gleichung unter axialer Symmetrie
schreiben als

ZAnT (cosh) +Z +1 ) (cos b)), (2.59)

wobei A,, und B,, Entwicklungskoeflizienten sind, welche durch die Randbedingungen bestimmt
werden kénnen. Fiir die konkrete Bestimmung der A, und B, sind dann bei bekannter Rand-
bedingung die Ortnogonalititsrelationen der Legendre-Polynome (2.43) hilfreich.

2.3 Kugelfunktionen

Wenn man keine sphirische Symmetrie vorliegen hat, ist das Problem komplizierter. Um die
Laplace-Gleichung

19 ([ ,0f 19 of 1
A 20/ 9 (o) L 97 2.
J(r.0.0) = 55, (r 8r) T e o0 (Slngz’)’e) T Zanzeag (2.60)

zu l6sen, machen wir wieder einen Separationsansatz

f(r,0,0) = R(r)Y(0,9¢). (2.61)

Dieser wird in die Laplace-Gleichung eingesetzt, wir erhalten

1 0 [ ,OR(r) 1 1 8 (. 0 1 82 B
R@)E(’”z or >+Y<9,¢> Lin@(sm%%m@} Y=o 2o

Hier miissen die radialen- und die Winkelanteile wieder Konstanten sein. Wir kennen die Losung
der radialen Gleichung bereits

13(@3

R0 or o > =+k=n(n+1), (2.63)

wobei wir die Losung fiir die Separationskonstante k gleich aus Gleichung (2.54) eingesetzt
haben. Also muss fiir den Winkelanteil ebenfalls gelten

1 0 ) 1 &
Lmeae <sm«96e) + mw} Y(0,¢) = —n(n+1)Y(0,9). (2.64)

Wir machen erneut einen Separationsansatz
Y(0,9) =0(0)2(¢), (2.65)

was zunachst auf

19 (Sm ,00(0) 1 00(¢) a4 1) =0 (2.66)

O(0)sin6 20 a0 )+ D)) sin2f 092
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fiihrt. Um die beiden Winkelanteile zu separieren, miissen wir noch mit sin®() multiplizieren
1 Po(0)
®(¢) 09

Wieder miissen die beiden Terme separat konstant sein. Wir nennen die Separationskonstante
—m? und schauen uns erstmal die einfachere der beiden Gleichungen an

0 0(9)
852

[Sme 9 = 0. (2.67)

. ,00(0) .o
o(0) 0 (sm@—) +n(n+1)sin“ 0| +

00

=-—m*®(¢). (2.68)

Diese wird offensichtlich gelést durch

meZ. (2.69)

Hier kommt die Quantisierung von m durch die Forderung der Eindeutigkeit der Lésung: Da
es sich um einen Winkel handelt, fordern wir ja ®(¢ + 27) = ®(¢). Dieses vollstindige Funk-
tionensystem haben wir schon als Beispiel in Abschnitt 2.1.1 kennen gelernt.

Die verbleibende DGL lautet

Da © nur von einer Variablen abhingt kdnnen wir auch die partiellen Ableitungen durch eine
normale ersetzen. Umformen liefert

1 d (. de m?

Mit der Substitution x = cos f haben wir wieder d% =—v1- xQ%, also schreiben wir

m2

1 — 22

(1—2*)0"(z) — 220’ (z) + [n(n +1)— ] O(x)=0. (2.72)

Fiir m = 0 ist dies gerade die Legendre-DGL (2.34), wir versuchen also auf dieser bekannten
Lésung aufzubauen. Wir schreiben die DGL fiir m > 0 weiter um mit der Substitution

O(z) = (1 — 22)™ v, (x). (2.73)
Nach einigen Umformungen (Nachrechnen) fiihrt dies auf

(1 —2*)" () — 2(m + D)av) (z) + [n(n + 1) — m(m + 1)]vm(z) = 0. (2.74)

m

Einmaliges Differenzieren nach z ergibt

(1 =2 (z) — 2(m + 2)av! (z) + [n(n+ 1) — (m + 1)(m + 2)]o,,(z) = 0. (2.75)

m

Vergleichen wir diese beiden DGLen, erkennt man die Beziehung

/

U, () = Uy () (2.76)

bzw. rekursiv

Um () = —vo(z) . (2.77)
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Laut unserem Ansatz ist vg(x) aber gerade die Losung der gewthnlichen Legendre-DGL (2.34).
Also ist die Losung der verbleibenden Winkel-DGL (2.72) gegeben durch

O(x) = (1—:B2)m/2(2)—mPn(:v) ; me{0,1,...},ne{0,1,2,...}. (2.78)
Schaut man sich die Legendre-Polynome an, wird sichtbar, dass ihr Grad ansteigt mit wachsen-
dem Index. Die Ableitungen nach = werden also verschwinden fiir geniigend grofse m, so dass
wir die Einschriankung 0 < m < n mit beriicksichtigen miissen. Es ist jedoch iiblich, einen Pha-
senfaktor mit in die Definition aufzunehmen, so dass die allgemeine Losung der Winkel-DGL
gegeben ist durch assoziierte Legendre-Polynome der Form

dm
PMz) = (-1)™(1 — J;Q)m/2d—Pg(x) . 1e{0,1,2,..},me{0,1,...,0}, (2.79)
Im
wobei x = cosf und P,(x) die gewohnlichen Legendre-Polynome sind, welche wir in Ab-

schnitt 2.1.2 diskutiert haben. Offensichtlich gilt auch PP(z) = Py(xz).
Einsetzen der Rodriguez-Formel (2.22) liefert eine explizite Formel zum Bestimmen der
assoziierten Legendre-Polynome fiir 0 < m </

(_1)m dZer

Pﬁm(x) = (1 - x2)m/2 dpttm

o (2% —1)°. (2.80)

Wir kénnen die Orthogonalitétsrelation der Legendre-Polynome ausrechnen und benutzen,
um ordentlich normierte Basisfunktionen zu definieren, die Kugelflaichenfunktionen

Vi (0, ) — \/ 254; ! Eﬁ — Ziin"(cos(Q))eim‘ﬁ. (2.81)

Diese Kugelflachenfunktionen (auch: Kugelfunktionen) erfiillen die Orthonormalitétsrelation

2 ™
0 0

Der Faktor 6,,,, ist sofort aus der Orthogonalitit von e™? ersichtlich. Der Rest folgt aus der
Orthogonalitétsrelation fiir die assoziierten Legendre-Polynome (fiir m = m')

/sz@)Pzr/n(m)de = %i 1 Ei i— Tmngifsez' : (2.83)

Diese Relation wiederum kénnen wir aus der DGL fiir die assoziierten Legendre-Polynome (2.72)
ableiten oder aus der assoziierten Rodriguez-Formel (2.80), die Ableitung ist analog zu der be-
reits gezeigten fiir die Orthogonalitit der Legendre-Polynome, jedoch etwas technisch. Analog
zu den Legendre-Polynomen, welche auch als Losungen der Legendre-DGL (2.34) definiert wer-
den kénnen, kann man auch die Kugelflichenfunktionen als Eigenfunktionen des Winkel-Anteils
— vgl. (2.64) — des Laplace-Operators verstehen

06002 ) Ty 0.6) = — (04 1) (6.0) = rPAYu(0.6).  (2.84)
sin 6 00 00 sin?f9g2 | T T AT AT '

Hierbei haben wir ganz rechts den Laplace-Operators in Kugelkoordinaten (2.46) benutzt — die
radialen Anteile verschwinden, da die Kugelflichenfunktionen nicht von r abhéngen.
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Abbildung 2.2: Konturplot des Realteils
von Yis5(0,¢) auf der Einheitskugel.
Mathematica-Kommandos:

SphericalHarmonicY,
SliceContourPlot3D,
0 = ArcTan|z, /x% + y?]
¢ = ArcTan[x,y].
Die ersten Kugelflichenfunktionen lauten
1
YE),O(e? ¢> = T /) (285)
47

[3 [3 [3
Yi-1(0,0) =+ 8—7Tsm(96 ¢ Yi0(0,¢) = Ecos@, Y111(0,0) = — 8—7Tsm€e+¢,

sie lassen sich auf Kugeloberflichen darstellen, vgl. Abb. 2.2. Generell sind die Kugelflichen-
funktionen mit m = 0 gegeben durch die Legendre-Polynome

20+1
7r

}/Z,O(97 Qb) =

Py(cos ). (2.86)

Weiterhin kann man die Kugelflichenfunktionen fiir negative m erhalten aus denen fiir positive
m

Die Kugelflichenfunktionen erfiillen die Vollstdndigkeitsrelation

oS +£

DN Vi (0,9 Yan(0, ) = 5(cos b — cos0)5(¢ — &) . (2.88)

=0 m=—/¢
Wir konnen jede Funktion auf der Einheitskugel in Kugelflichenfunktionen zu entwickeln

00 +£

90,0) =D > amYm(6,6). (2.89)

=0 m=—/

Die Entwicklungskoeffizienten koénnen dann bequem aus der Orthogonalititsbedingung be-
stimmt werden

2w T
agm:/o d(b/o sin 0dOY,: (60, 9)g(0, ®) . (2.90)

Setzen wir diese wieder in der Gleichung fiir (6, ¢) ein, erhalten wir wieder die Vollstindig-
keitsrelation (2.88).



44 KAPITEL 2. MULTIPOLENTWICKLUNGEN

Abbildung 2.3: Darstellung zweier Vektoren r
und 7’ in Kugelkoordinaten, welche den Winkel
~ einschliefien.

Angewandt auf Probleme der Elektrostatik kénnen wir natiirlich auch die allgemeine Losung
der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

A®(r,0,¢) =0 (2.91)

darstellen durch die Kugelflichenfunktionen und eine radiale Komponente

O(r,0,¢) = Z Z [azmr” bffl] Yim (0, 0) . (2.92)

{=0 m=—/¢

Hier sind die Entwicklungskoeffizienten wieder zu bestimmen aus den Randbedingungen.

2.4 Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen

Stellt man die Vektoren im Poisson Integral durch Kugelkoordinaten dar, ergibt sich

sin 6 cos ¢ sin 0’ cos ¢/
r=r| sinfsing |, =7 | sin@sing |, (2.93)
cos 6 cos &

so dass ihr Skalarprodukt offensichtlich gegeben ist durch

r v’ =rr’cosy = rr' [cosf cos§ + sinfsinf [cos ¢ cos ¢ + sin ¢ sin ¢']]
= rr' [cos O cos 0’ + sin O sin ' cos(¢p — ¢')] . (2.94)

Hier bezeichnet ~ den Winkel zwischen r und 7/, und offensichtlich hangt cos~y sowohl von 6
und ¢ als auch von ¢ und ¢’ ab, vgl. Abb. 2.3.

Wenn wir jede Funktion auf einer Kugeloberfliche in Kugelflichenfunktionen entwickeln
kénnen, gilt dies natiirlich auch fiir W, wofiir wir schon die Entwicklung in Legendre-

Polynome kennen

1 <1 /ro\f
r—r] Z E (E) Py(cos7). (2.95)
=0

Genauso diirfen wir in Kugelflichenfunktionen entwickeln, wobei man zunfichst ziemlich viele
Terme enthalten wiirde (vgl. Fliekbach)

L Z Z Aoy (1,7 Y5000 (0", 0 Yo (0, @) - (2.96)

r— 7’|
0 mm/
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Hier haben wir eine Entwicklung nach komplex konjugierten Kugelflichenfunktionen im ersten
Faktor gewihlt, diese sind natiirlich auch ein vollstindiges Funktionensystem. Auferdem haben
wir die Summationsgrenzen der Einfachheit halber weggelassen, es gilt immer noch 0 < [,1" < oo
und —¢ < m < +/¢ sowie —¢' < m/ < +/¢. Auf diese Gleichung wenden wir den Laplace-
Operator an. Die linke Seite ergibt gerade die 3d Dirac-Delta Funktion, welche wir noch in
Kugelkoordinaten darstellen konnen

=] Ard(r — ') = —r—25(r—r)5(cosﬁ—cos¢9) (o —¢)
= ) S S V0,0V (6,6) (297)
¢ m

Im ersten Schritt haben wir einfach die §-Funktion in Kugelkoordinaten dargestellt (Normie-
rung nachrechnen) und im zweiten dann die Winkelanteile durch die Vollsténdigkeitsrelation
der Kugelflichenfunktionen (2.88) ersetzt. Auf der rechten Seite konnen wir die Wirkung des
Laplace—Operators auf die Kugelflichenfunktionen (2.84) einsetzen

1 d? ((e+1
Z Z (;W B 7”_’2— )) Azf’mm’<r7 TI)Y’;m’(elu Qb/)}/fm(e’ ¢) . (298)

2o mm/

]'r—r

Da die Kugelflichenfunktionen linear unabhéngig sind, miissen die Koeffizienten {ibereinstim-
men, d.h. die meisten Entwicklungskoeffizienten verschwinden

Aﬁﬂ’mm’ (’I“, T/) = Aém (T, T,)(Sfﬂ’émm/ . (299)

Die verbleibenden Koeffizienten miissen die DGL
1 d? 00 +1 4
( (+ >> Apn(r 1) = =22 5(r — 1) (2.100)

r dr? 72 r?

erfilllen. Die DGL héngt nicht von m ab, d.h. wir haben sogar Ay, (r,7") = A¢(r,7’). Fiir
r # r’ verschwindet deren rechte Seite, und diesen Fall hatten wir bereits diskutiert, vgl.
Gleichung (2.53) mit £ = ¢(¢ 4+ 1). Um ein endliches Potential zu erhalten, kommen nur die
Losungen A, = a,rt fiir r < v’ und A, = by /r**! fiir > 7 in Frage. Weiterhin ergibt A,(r, 1)
in der 2. Ableitung eine Delta-Funktion, ihre erste Ableitung hat also einen Sprung bei r = 1/
und Ay(r,7") selbst ist stetig. Damit kénnen wir b, eliminieren und erhalten

aprt cor <y

A£<r7 7“/) = { ag(r’)z”l/r“l s (2'101)
Um a; zu bestimmen, multiplizieren wir (2.100) mit r und integrieren dann auf beiden Sei-

ten bzgl. f i’ +6 Jdr. Daraus folgt fiir ¢ — 0 der Koeffizient ay, und wir erhalten insgesamt
[Nachrechnen]

47 1 r\*
Agg/mm (7" T ) 2€ T 1 " (—i) 5@5/(5mm/ . (2.102)

Dies reduziert die Zahl der Koeffizienten in (2.96) berachtlich

o0 14
|T_r Z Z 2£+1r (f) Yo (0, 8')Yum (0, 6) . (2.103)

Der Vergleich mit (2.95) liefert das Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen

4
20+ 1

Py(cosvy) = Z Y (0,0 Yo (0, 9) : cosy = cosfcosb + sinfsinb cos(¢p — ¢').

m=—/

(2.104)
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— —

r - ~

N\

Abbildung 2.4: Skizze einer lokalisierten La- @ (’r) I ‘
dungsverteilung (rot, innerhalb der gestrichel-
ten Kugel). Ist man nur interessiert am Fernfeld

®(r) (auferhalb der gestrichelten Kugel), bietet /

sich eine Multipolentwicklung des Potentials an, \ p (T ) /
was mit || > |7’| eine vereinfachte Berechnung N

des Poisson-Integrals ermoglicht. ~ -~

2.5 Multipolentwicklung

Ein typisches Problem der Elektrostatik sind raumlich begrenzte Ladungsverteilungen p(r).
Sind keine weiteren Randbedingungen gegeben, konnen wir der Konvention folgen, dass das Po-
tential im Unendlichen verschwinden soll und erhalten dann die allgemeine Losung der Poisson-
Gleichung iiber das Poisson-Integral

e
r)—/|r_r,|d | (2.105)

Wenn die Ladungsverteilung rdumlich begrenzt ist, ist es auch das Integrationsvolumen, vgl.
Abb. 2.4. Trotzdem kann die Berechnung des Poisson-Integrals durchaus kompliziert sein. Selbst
fiir homogen geladene Korper p(r’) = pg V' € V kann durch die Form des Volumens V' eine
analytische Losung des Integrals kompliziert werden, hierfiir bietet sich fiir eine einfachere
Beschreibung eines solchen Potentials die Multipolentwicklung an.

2.5.1 Spharische Multipolentwicklung

Mit dem Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen (2.104) kénnen wir das Poisson-Integral
unter der Annahme r > 7’ schreiben als

A\
O(r,0,9) = / ZPg cos ) (—) d*r’

/=0
Man bezeichnet die Koeflizienten

Qom = / Yo (0,8 p(r") (') dPr’ (2.107)

s s Yn(0.0) [ Yo 0. )00

Qg +1 7"“1 Yo (8, 6)qom (2.106)

fZ

als die Multipolmomente der Ladungsverteilung p. Speziell heifsen die Grofen
® ¢oo Monopolmoment (1, Namensgebung aus 2° = 1)

® g1, : m € {—1,0,+1} Dipolmomente (3, Namensgebung aus 2' = 2)
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® G2, : m€E{—2,...,4+2} Quadrupolmomente (5, Namensgebung aus 2% = 4)
® g3, : me{-3,...,+3} Oktupolmomente (7, Namensgebung aus 2> = 8)

® Gun : m € {—4,...,+4} Hexadekupolmomente (9, Namensgebung aus 2* = 16).
Setzen wir diese Formeln ein, sieht man, dass das Mlonopolmoment

4q

Joo = \/—/ A = —= i (2.108)

gerade der Gesamtladung der Ladungsverteilung entspricht. Fiir sehr grofe Entfernungen domi-
niert gerade dieser Term, so dass das Potential jeder Ladungsverteilung in groffen Entfernungen
so aussieht wie eine Punktladung.

Einsetzen der Dipolmomente liefert mit (2.85)

T,-1 :/3/1*—1(8/ ¢ )p(r')r'd’ '—/\/:sm@ (cos ¢ +isin @) p(r')r'd®r’
/\/; (2" +1iy') p(r")d>r’

Q1,0=/\/:z'p(r’)d3r’

N1 _/\/> =2+ 1) p(r) (2.109)

wobei wir einfach 2/, ¥/, und 2’ in Kugelkoordinaten eingesetzt haben.
Fiir sehr grofe Entfernungen dominiert im Potential der Monopolterm (sollte die Gesamt-
ladung nicht zufillig verschwinden), der néchste Beitrag kommt vom Dipolterm usw.

1 4 1 1
O(r,0,0) ~ 47TC]00—Y00(97 ?)qo0 + — — Y1,-1(0,0)q1, -1 + Y10(0, )10 + Y141(0, @)qu 1] + O {ﬁ}

3r
- 2 i p_'” . (2.110)

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass die ersten Kugelflichenfunktionen proportional zu z/r, y/r
und z/r in Kugelkoordinatendarstellung sind, so dass wir den Beitrag des Dipolmomentes als
Skalarprodukt eines Dipolvektors mit dem Ortsvektor darstellen konnen.

2.5.2 Kartesische Multipolentwicklung

Bei Problemen ohne sphérische Symmetrie kann man natiirlich genausogut kartesische Koor-
dinaten benutzen. Wenn der Schwerpunkt von p am Ursprung liegt, setzt man fiir den m

Term im Poisson-Integrals eine dreidimensionale Taylor-Reihe um 2’ =0, 3/ = 0 und 2’ = 0 an

Tk Bxx] r(SZ] y 3
+Z o Z Tily + d’r

i,j=1

¢ TP, 1 23 3ziz; — 1o
_4 M 2_ 1] 2]/ ( ')x;x;dgr’—i—... (2111)
7”

Hierbei ist er erste Term wieder das Monopolmoment, der zweite Term

pz/r’p(r’)d3r’ (2.112)
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ist das kartesische Dipolmoment. Man zeigt leicht, dass kartesisches und sphérisches Dipolmo-
ment zusammenhéngen

Pz 4 %(% -1 —q1 +1)
= /= (g + ) 2.113
p= Dy = 3 e \d1,-1 T 141 . ( )
Dz q1,0

Der dritte Term in der Entwicklung des Potentials oben korrespondiert zum Quadrupolmoment.
Umformen (Erweitern mit 3/3 und Hinzufiigen einer "Nahrhaften Null”) liefert

3
1 3ziw; — 1204 ,
3 Z #/p(r’)(?)xgx; — (1)?6;5 + (r')?0,)d*r’

Cig=1

3
1 3x,x; — ro0;
= g E J ]Q” (2.114)

2,7=1

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass ijzl(iix? —1265;)0; = S0 (312 — 1) = 3% — 32 = 0
gilt. Der Vorteil dieser Darstellung liegt darin, dass die neu eingefiihrte Grofe, der Quadru-
poltensor (vgl. auch Trigheitstensor in der VL zur Mechanik)

Qij = / p(r') (Buiay — (r')?6,) d*r' (2.115)

nur 5 unabhingige Groéfen — genau wie das sphérische Quadrupolmoment — hat, denn er ist
symmetrisch und spurfrei. Fiir h6here Multipolmomente ist eine Beschreibung durch sphérische
Multipolmomente giinstiger, da diese weniger Komponenten haben.

Zusammenfassend konnen wir dann fiir das Potential im Fernfeld schreiben

3
q r-p 1 3[L‘il’j — 7“2(5”‘
P == - — Qi + ... 2.11
(r) T+ = +6’§‘1 p= Qi + (2.116)

mit kartesischem Monopolmoment ¢, Dipolmoment p und Quadrupoltensor );;. Wegen der
Spurfreiheit des Quadrupoltensors folgt weiter Zij 0;jQi; = 0, man kann daher den letzten
Summanden auch vereinfachen.

Ein Multipol heift auch rein, wenn nur Multipolmomente der entsprechenden Ordnung
auftreten. Zum Beispiel kann ein reiner Monopol eben nur durch eine Punktladung oder eine
radialsymmetrische Ladungsverteilung generiert werden. Ein reiner Dipol kann aus zwei Mono-
polen mit entgegengesetzten Ladungen konstruiert werden, z.B.

paip = q[=0(x +d) + 0(x — d)] 6(y)d(2) (2.117)

Das entsprechende Monopolmoment wiirde verschwinden, da die Gesamtladung Null ist. Das
Dipolmoment aber bleibt endlich und ist gegeben durch Ladung mal Abstand

p:

2qd
0 (2.118)
0

Platziert man zwei solcher Dipole entgegengesetzt im selben Abstand, erhilt man einen reinen
Quadrupol, z.B.

Pquad = ¢ [0(x +d)d(y +d) — 6(x —d)o(y +d) — 6(x +d)o(y — d) + 6(x — d)o(y — d)] §(=) .
(2.119)
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Monopol Dipol

I:I @ Abbildung 2.5: Reine Multipole kénnen durch
Kombinationen von alternierenden Punktla-

dungen (z.B. blau fiir positiv und rot fiir ne-

Q Ua d ru p0| O ktu pOI gativ) erzeugt werden.

Folgerichtig kann man auch entsprechend zwei reine Quadrupole kombinieren um einen Oktupol
zu erhalten

Poct = q[0(x+d)o(y+d) —d(x —d)d(y+d) —d(z+ d)o(y — d) + d(z — d)é(y — d)] 6(z + d)
—q[é(x+d)o(y+d) —6(x —d)o(y +d) — 6(x +d)o(y — d) + 6(x — d)o(y — d)] 5(2(— d) ,)
2.120

vgl. Abb. 2.5. Hierfiir ist aber die exakte Ladungskonfiguration wichtig, z.B. kénnen wir zwei
Dipole einfach auf einer Gerade platzieren

p(r) = qd(x)d(y) [0(z —d) — 20(2) + 0(z + d)] . (2.121)

Hierfiir verschwindet zwar das Monopolmoment, da die Gesamtladung immer noch Null ist,
jedoch wiirde es ein endliches Quadrupolmoment geben.

2.6 Wechselwirkungsenergie mit dem aufieren Feld

Wir hatten bereits allgemein die Wechselwirkungsenergie einer Punktladung mit dem externen
Feld abgeleitet. Aus Abschnitt 1.8 kénnen wir dies leicht fiir eine Ladungsverteilung generali-
sieren

W= / (1) Do (r)dPr (2.122)

Hierbei ist ®.(r) ein duferes Feld, welches also nicht von p(r), sondern von einer anderen,
externen, Ladungsverteilung erzeugt wird. Dieses dufere Potential konnen wir in eine Taylor-
Reihe entwickeln

1<~ 020
P (r) = P c .
e(7) 0)+7-Vo,| + 5 Uzﬂ Dz, Tilj +
3
1 <~ OE,;
= 2(0) — 7 Ee(0) — 5 > el KT (2.123)
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P2
n

Abbildung 2.6: Die Wechselwirkungsenergie
zweier Dipole p; und p, ist vom Abstand und
von Ihrer Orientierung abhéngig. Die Winkel
Dipol-Verbindungsachse und Dipol-Dipol sind
jedoch nicht voneinander unabhéngig. p 1 T

Hierbei bezeichnet E.(r) die dufere Feldstirke. Da diese von weit entfernt liegenden Ladungen
erzeugt wird, gilt V- E, = 0 in dem Gebiet in welchem sich unsere Ladungsverteilung p(r)
befindet. Entsprechend kénnen wir im letzten Term von jedem Summanden den Term

O,

2.124
o (2.124)

1 1
OZETQV‘EeZETQle:(Sij

subtrahieren und erhalten einen Ausdruck welcher dem Quadrupolmoment nicht undhnlich ist

3
1 9 \ 0L

(1) = De(0) = 7+ Ec(0) — & jzl (3ws2; — r20y) el (2.125)

Setzt man dies in die Gleichung fiir die Wechselwirkungsenergie ein, erhdlt man

3
1 OE.

W =q®.(0)—p- E(0) — = i 2.126
9.0~ B0~ 5 3 055, (2.126)

Die verschiedenen Multipole wechselwirken also auf verschiedene Weise mit dem externen Feld:
Der Monopol (Gesamtladung) mit dem Potential, der Dipol mit der Feldstirke (dem Gradienten
des Potentials), der Quadrupol mit der Ableitung des elektrischen Feldes.

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Wechselwirkungsenergie zweier Dipole. Dieses Bei-
spiel ist deswegen so relevant, weil Atome mit stark gebundenen Elektronen ein natiirliches
Dipolmoment bilden. Das Potential eines Dipols p;, am Ursprung ist gegeben durch

_ P T api oyl A
Oy(r) = T Ryt ) (2.127)
was auf die Feldstirke entfernt vom Ursprung
_3 :
By(r) = —V®,(r) — —PL=37(1 Py (2.128)

r3
mit n = r/r fithrt. Damit folgt fiir die Wechselwirkungsenergie der symmetrische Ausdruck
Dy -Dy — 3(n-p;)(n-p,)

ng = —D>- El = 3 . (2129)

Dieser hingt nicht nur vom Abstand r der beiden Dipole ab, sondern auch von der jeweiligen
Orientierung der Dipole zueinander und zu ihrer jeweiligen Verbindungsachse, vgl. Abb. 2.6.
Betrachtet man z.B. identische Dipole p; = py = p, welche in einem bestimmten Abstand
entlang der z-Achse (d.h. n = e,) voneinander fixiert sind, sich aber drehen kénnen, ergibt sich
ein vereinfachter Ausdruck fiir die Wechselwirkungsenergie

2
Wi = p_3 [sin 0y sin @, cos(¢p1 — P2) — 2 cos by cosby] . (2.130)
r

Der minimale Wert der Energie ergibt sich z.B. fiir #; = 63 = 0. In eine koordinatenfreie
Darstellung iibertragen bedeutet dies, dass die gleich ausgerichtete Konfiguration der Dipole
die Energie minimiert. Wenn die Dipole zueinander zeigen, also antiparallel orientiert sind, wird
die Energie maximal.



Kapitel 3

Dielektrika

Wir hatten bisher als Grundgleichungen der Elektrostatik immer nur die Gleichungen
V-E=4np, VxE=0 (3.1)

behandelt. Diese gelten aber strenggenommen nur in nichtpolarisierbaren Medien, z.B. im Va-
kuum oder mikroskopisch gesehen zwischen den Punktladungen eines Festkorpers, wenn dessen
Ladungsverteilung p(r) genau bekannt ist. In Festkorpern wird die Beschreibung unter Um-
stdnden komplizierter. Im Gegensatz zu Leitern (vgl. Abschnitt 1.12) sind in Isolatoren die
Ladungen fester gebunden, sie kénnen sich also nicht einfach so lange verschieben bis das exter-
ne Feld kompensiert ist. Die Molekiile in solchen Festkorpern konnen sich jedoch z.B. ein wenig
verbiegen, es kommt zu einer teilweisen Ladungstrennung. Diese Ladungstrennung fiihrt dann
nach den Grundgleichungen oben auch wieder zu einer Anderung des Feldes, welches wiederum
die Ladungsverteilung beeinflusst usw. Nimmt man diese Ladungstrennung in den mikroskopi-
schen Maxwellgleichungen mit auf, sind sie weiterhin exakt. Das kann man fiir kleine Systeme,
z.B. fiir eine Feder mit einer positiven und einer negativen Ladung noch gut machen, in einem
realistischen Festkorper mit ca. 10?3 Elektronen ist die komplette mikroskopische Betrachtung
jedoch nicht mehr machbar.

3.1 Mittelungen

Die Fluktuationen des mikroskopischen elektrischen Feldes sind auf der Langenskale der ato-
maren Gitterkonstanten sehr grofs, z.B. wiirde es an den Orten der Punktladungen sowieso
divergieren. Die grundlegende Idee ist dann, das Feld im Medium zu mitteln, und zwar {iber
Volumina welche deutlich grofer als das durchschnittliche Volumen pro Ladungstriger sind.
Das gemittelte Feld ergibt das makroskopische Feld, welches man z.B. durch die mittlere Kraft
auf eine Punktladung messen kann.

1 »
E.x(r) = (Enk(r)) = NG E (v + 7)) d*
1 /
prr) = i) = 37 [ i+ 7). (3:2)

wobei AV das um r zentrierte Mittelungsvolumen ist — dieses sollte fiir so eine effektive Be-
schreibung deutlich grofer als der Bereich fiir die im Festkorper induzierten Dipolmomente (das
Raumvolumen pro Atom oder Molekiil, also grofer als die sog. Elementarzelle) sein.

Um einen einfachen Ausdruck fiir das makroskopische Feld zu erhalten, betrachten wir
zunéchst einfach nur ein Molekiil mit Schwerpunkt bei r; und innerer Ladungsverteilung p;,
vgl. Abb. 3.1. Am Orte r weit auferhalb der Ladungsverteilung p; erzeugt das Molekiil mit

o1
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Abbildung 3.1: Skizze eines Molekiils, dar-
gestellt durch die Ladungsverteilung p(7’).
Die Vektoren r und r; zeigen zum Beob-

achtungspunkt und zum Schwerpunkt des
Molekiils.

Index j das elektrische Feld

/
i 1
Bi(r) = [ o) T =9 [y ()

\r—rj—'r’]?’ Mol r—r; — 7| .

Die Darstellung mit dem separierten Schwerpunkt r; der Ladungsverteilung hat den Vorteil,
dass wir jetzt das Potential in Multipole um seinen Schwerpunkt herum entwickeln kénnen

p;-r
r3

1 q;
d(r) = (! d’r' ==
)= [l = 2

E +o. (3.4)

Hier behalten wir nur den Monopol- und Dipolbeitrag (unabhéingig vom Ort r; des Molekiils)

w=[ pener. p= [ e (35)
Mol Mol

Der erste Term bezeichnet einfach die Ladung des Molekiils ¢; und der zweite das Dipolmoment
p; des j-ten Molekiils. Damit kénnen wir das elektrische Feld des Molekiils j schreiben als

Ej(r) = -V { B (ij_—lrjy) D, +1 (3.6)

v — 7l

Hierbei nutzen wir V; = (0,,,0,,,0,). Um das mikroskopische Feld welches durch alle Molekiile

y] ’
erzeugt wird zu erhalten, summieren wir einfach alle Beitrige auf

Emik('r):—VZ[ Y (V) +} (3.7)

r =] | — 7]
Mit der molekularen Ladungsdichte und der entsprechenden Dipoldichte

pmlk ZQJ R pmlk ij ]) (38)

kénnen wir das elektrische Feld auch als Integral schreiben

mi 1
Ei(r) = —V/d3 " {p il ,,) (P (") - V") 7 —1—] : (3.9)

| |r

Dieses Feld mitteln wir wie vorhin beschrieben und erhalten das makroskopische elektrische
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Feld
Emak(r> - <Emik('r)> = A_V Emik(r + ’I"/)d37”/
AV
1 pnﬁk(TI,) 1
— d3 / d3 " . IZAWN " .
AV’ /AV’ r V AV r Lr + ,,,/ . ’I‘”| + (pmlk(r ) V )”l" + ’I"/ __T,,’ -+
1 Pk (T 4 77) 1
- _ - d3 / d3 ) AW N o
Av/M [ x[—’r_:ﬂ +Ppl@ 4 17)- Vo)

1 1
= -V d3 - i /d3/
/Av x[|7°_33’ <AV/AVP @+ ) r)

+ (vx|rim|) : <A1V /Avpmik(m—l—r’)d?’r’) +] , (3.10)

wobei wir die Substitution & = 7”7 — v/ und die Annahme AV = AV’ genutzt und dann die
Integrale vertauscht haben. Jetzt konnen wir die makroskopische Ladungsdichte

1 ) 1
ma = A=xr mi dS = — i 3.11
pun@) = 57 [ pla 1) a7 o (3.11)
und den makroskopischen Dipoldichtevektor, die Polarisation
1 .y 1
Pmak(w) = A_V /Avpmik(w + T,)d = E ;p] (312)
einfiihren und erhalten
! 1
Ena(r) = —v [ |Po™) op ey ooy L] 3.13
() = = [ R (P 9 (3.13

Das makroskopische Feld ist also in fiihrender Ordnung nicht nur durch die makroskopische La-
dungsverteilung gegeben, welche die Monopol-terme der Molekiile beriicksichtigt (diese wiirden
bei neutralen Molekiilen verschwinden), sondern es gibt noch eine Korrektur durch die ma-
kroskopische Polarisationsdichte. In SI-Einheiten hitten wir vor der rechten Seite noch einen
Faktor 1/(4mep).

3.2 Dielektrische Verschiebung

Um jetzt fiir das neu eingefiihrte makroskopische gemittelte Feld eine Art Maxwell-Gleichung
zu erhalten, bilden wir die Divergenz

1

r—

V- Ep(r) = / b (Po(r) - VA

a3 [pmak('r’)A
AV

]
= 47?/ &1 [pumax ()0 (r — ") + (Prak(r’) - V)6 (r — 7))
AV
= 47r/ &1 prar ()0 (r — ') — 47V - /Pmak(r')d(r — >
AV
= AT Pmak (1) — ATV - Pryai (1) , (3.14)

wobei wir V/o(r —r’) = =V(r —r’) benutzt haben. Bringen wir die makroskopische Ladungs-
verteilung auf eine Seite, erhalten wir

V  [Enak(T) + 47 P ok (7)] = 47 prax () - (3.15)



54 KAPITEL 3. DIELEKTRIKA

—0 +o E

Abbildung 3.2: Induzierte homogene Polarisati-
on in einem Quader mit Linge L und Stirnfla-
chen F', definiert durch die Ausrichtung des ex- — =———
ternen elektrischen Feldes. Es ergiben sich po- 3

000
'

000
1000

sitive und negative Flachenladungsdichten 4o - F
an den Stirnflichen. V=F-L
Also definiert man die dielektrische Verschiebung iiber

D(r) = Epax(r) + 47 P (T) . (3.16)

In SI-Einheiten geht die ganze Rechnung analog, wir definieren dann Dgi(r) = €0 E g7 max(7) +
P max(r). Fiir das makroskopische elektrische Feld gilt weiterhin

V % Epa(r) = 0, (3.17)

da es sich ja nach (3.13) durch einen Gradienten darstellen ldsst. Das elektrische Feld welches
wir z.B. durch eine Kraft auf eine Punktladung messen konnen ist das makroskopische, d.h.
wir ersetzen in der Schreibweise (Enax(r)) — E(7r) und pma(r) — p(r) und erhalten damit
zusammenfassend die Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik im Medium

V-D=4rp, VxE=0. (3.18)

In SI-Einheiten ist die zweite Gleichung identisch, und die erste wird zu V - Dg; = pgr.

3.3 Polarisation

Die effektive Beschreibung des elektrischen Feldes durch ein makroskopisches Feld fiihrt also
auf die dielektrische Verschiebung, welche die Polarisation des Mediums, d.h. die Ausbildung
von effektiven Dipolmomenten, beinhaltet. Wir haben aber noch nichts dariiber gesagt, wie sich
die Polarisation unter Anwesenheit eines externen Feldes verhilt. Formal hatten wir diese als
die Anzahl von Dipolmomenten pro Volumeneinheit und somit als Dipoldichte definiert.

Als einfaches Beispiel betrachten wir einen homogen polarisierten Quader im elektrischen
Feld, vgl. Abb. 3.2. Wird nun durch ein elektrisches Feld eine homogene Dipoldichte induziert,
ergeben sich an den zum elektrischen Feld senkrechten Flichen eines gedachten Quaders Fli-
chenladungsdichten, welche mit der Polarisationsdichte zusammenhéingen. Bezeichnet ¢ die
Ladung auf den Stirnflichen, gilt

qr
= —. 3.19
o= (3.19)

Weiterhin ist das gesamte Dipolmoment des Quaders gerade gegeben durch die Dipoldichte
(Polarisation) mal Volumen oder auch durch die Flichenladung ¢r mal der Quaderlinge

|P|V = qpL. (3.20)
Die Kombination beider Gleichungen liefert fiir den Quader

Pl =o0. (3.21)
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Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall und mochten eine Beziehung zwischen der Po-
larisation P(r) und der Ladungsdichte p erhalten. Zunéchst konnen wir das makroskopische
elektrische Feld mit (3.13) als Gradient von Potentialen ausdriicken

E,.(r)= —V/d3r’ [me(r’) + (Poak(r") - vf);

lr — /| lr — |

=—-Vo,(r)—Vop(r). (3.22)

Unter Ausnutzung von (wir lassen die Bezeichnung "mak” weg)

v (P(r’) ! ,|>:| L P+ Par) v (3.23)

lr—7r r— 7 r— 7’|

konnen wir das Potential durch die Polarisation ausdriicken als

1 1
— 3.7/ P(r' _ 3./ /P /
Op(r) /vdrV< (r)\r—r’|> /Vdr|r_T,’V (r")

' P(y!
= P(r) -n’dS'—i—/[v—(T)]dSr’
v r r— 7’|

=&, +P,,. (3.24)

—’I”,‘

Der erste Term hdngt nur von der Polarisation auf der Oberfliche, d.h. von der induzierten
Flachenladungsdichte, ab und wir kénnen allgemein schreiben

_ op(r’) o
B, — ﬂ% e (3.25)

vr =7

Der zweite Term héngt nur von der induzierten Ladungsdichte im Volumen ab, also allgemein

pp(’l"’) 3 7
o, = —=dr". 3.26
pP v "I" _ ,,,/| r ( )
Also identifizieren wir auf dem Rand 9V
P(r) -n=op(r), (3.27)

d.h. die Normalen-Komponente der Polarisation (n zeigt nach aufen) entspricht der auf der
Oberflache induzierten Flachenladungsdichte. Genauso gilt innerhalb des Voluments V'

V- P(r)=—pp(r), (3.28)

d.h. die Quellen der Polarisation sind die induzierten Raumladungsdichten. Die gesamte indu-
zierte Polarisationsladung muss verschwinden — es werden ja durch die Polarisation nur Ladun-
gen verschoben.

0=Q,= /Vpp(r)d3r = —/VV - P(r)dPr = — avP -dS. (3.29)

Beim Verhalten des elektrischen Feldes an Oberflichen fanden wir, dass dessen Normalenkom-
ponente einen Sprung macht n - (E, — E;) = 4wo, vgl. Abschnitt 1.10. Die gleiche Rechnung
mit dem Gaufischen Késtchen fiihrt jetzt auf

n-(P,—P;)=—o0. (3.30)
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Betrachtet man als Grenzfliche eine zwischen Vakuum und Medium, folgt P, = 0 und P; = P
(Polarisation des Mediums) und somit wieder ¢ = n - P wie bereits gezeigt am Beispiel des
Quaders.

Polarisationsladungsdichten kénnen jedoch immer dann auftreten wenn V - P # 0 ist, das
hingt von den mikroskopischen Details ab. Wir haben auch immer noch nicht spezifiziert, wie
die Polarisation eines Mediums vom elektrischen Feld abhéngt, auch dies hdangt von den Details
ab. Wenn im Material keine permanente elektrische Polarisierung vorliegt, verschwindet jedoch
in Abwesenheit eines Feldes auch die Polarisation. Fiir diese Materialien (ohne permanente
Polarisation) kann man eine Taylor-Reihe im elektrischen Feld ansetzen

J Jsk

Fiir geniigend kleine Feldstirken reicht es aus, nur die linearen Terme a;; zu beriicksichtigen.
Weiterhin richten sich Dipole in der Regel mit dem elektrischen Feld aus. Empirisch findet man
daher sogar, dass die Polarisation fiir die meisten Materialien proportional zum elektrischen
Feld ist

P=y.E. (3.32)

Die Proportionalitdtskonstante y. ist die elektrische Suszeptibilitit des Mediums. Damit
erhdlt man fiir die Beziehung zwischen elektrischem Feld und dielektrischer Verschiebung

D=E+47P = (1+47x.)E = ¢E. (3.33)

Die neue Konstante € = 1 + 47y, ist die Dielektrizitdtskonstante. Dementsprechend kann
man in den Maxwellgleichungen fiir isotrope und homogene Medien und geniigend kleine Feld-
starken das elektrische Feld wieder eliminieren

4
V-E=""), VxE=0. (3.34)
€

In Gauss-Einheiten ist die Dielektrizitdtskonstante also einheitenlos. In SI-Einheiten geht
das ganz analog, man definiert Dg; = g Eg1+ Pgs; = €9(14 xe) Est = esiEsp mit es; = €o(1+xe),
was letztlich auf V - Eq = p/eg; fiihrt.

3.4 Elektrostatische Feldenergie

Wir hatten fiir die Energie einer Ladungsverteilung im Vakuum (1.72) W = £ [ p(r)®(r)d®r.
Hierbei war ®(7) das Feld welches durch die Ladungsverteilung aufgebaut wurde, und das Re-
sultat wurde abgeleitet durch das sukzessive Heranfiihren von Punktladungen aus dem Unend-
lichen, was letztlich im Faktor 1/2 resultierte. Dieses Argument kénnen wir aber nicht einfach
auf Dielektrika anwenden: Wenn wir eine Punktladung in ein Dielektrikum einfiihren, miissen
wir nicht nur gegen das elektrische Feld arbeiten, sondern auch die Polarisation des umgeben-
den Mediums &ndern, es gibt hier also einen weiteren Beitrag zur Feldenergie. Im Gegensatz
dazu hat die Ladung dpd®r im Potential ®(r), welches von den anderen Ladungen generiert
wurde, die Energie ®(r)dp(r)d>r.

Ohne Annahmen iiber die Art und Weise des Dielektrikums wére die Arbeit, welche zu
verrichten wire fiir eine kleine Anderung 6p der Ladungsdichte gegeben durch

oW = /(I)(’r)ép(r)dST. (3.35)
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Hier ist ®(r) das Potential der bereits vorhandenen Ladungsdichte, diese Formel ist identisch
z.B. mit (2.122). Nach der Maxwell-Gleichung im Medium V - D = 47p kénnen wir ableiten

5p = iv .(5D). (3.36)

Damit gilt fiir

1

—(V®) oD, (3.37)

1 1
bop =P—VoD = —V(PID
P A7 A ( )
Das setzen wir ein in die Anderung der Energie

SW = i/V(cb(SD)d?’H/iE-(SDdSr
4 47

1 1
= - (®6D) - dS + o /E -0Dd’r . (3.38)

Das Oberfléchenintegral verschwindet jedoch fiir die Randbedingung ®(o0) = 0 und §D(0c0) =
0. Das bedeutet, dass wir zum Aufbau der Anderung §p die Arbeit

_ 1 3
W= - / E-5Dd*r (3.39)

aufbringen miissen. Die gesamte Arbeit ergibt sich durch formales Aufintegrieren

1 D
=— [ & E.-$D. A
W 47T/ 7‘/0 (3.40)

Fiir ein lineares Medium haben wir D = eFE, und es ergibt sich die Variation

1

S0(E-D) = (6E)- D + %E .(5D) = ¢E- ()E) = E - 5D. (3.41)

1
2
Einsetzen liefert letztlich

1 ‘ b 1
W:—/d%/ (5(E-D):—/d3rE-D, (3.42)
8T 0 8T

so dass wir fiir die elektrostatische Feldenergiedichte im Medium den Ausdruck

1
- _—E-D 3.43
W= (3.43)

erhalten. Dieser Ausdruck gilt nur fiir lineare und isotrope Medien.
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Kapitel 4

Magnetostatik

In der Elektrostatik hatten wir simtliche Zeitableitungen vernachléssigt und auch den Strom-
dichtevektor Null sowie die Magnetfelder auf Null gesetzt. In der Elektrodynamik ist jedoch
auch ein anderer Spezialfall wichtig,bei dem es zu endlichen Stréomen und Feldern kommen
kann, welche sich jedoch zeitlich nicht &ndern. In der Elektrostatik wurde das elektrische Feld
durch ruhende Punktladungen erzeugt. In der Magnetostatik wird die magnetische Induktion
B durch zeitunabhéngige Strome generiert. Trotz dieser Analogien gibt es jedoch einen sehr
bedeutsamen Unterschied: Es existiert kein magnetischer Monopol analog z.B. zur Elementar-
ladung e, zumindest weist kein experimenteller Befund darauf hin. Somit ist die Grundeinheit
der Magnetostatik auch keine Elementarladung, sondern der magnetische Dipol m.

4.1 Einfiihrung und Definitionen

Um die Gesetze der Magnetostatik spiter besser verstehen zu konnen, prizisieren wir zunichst
die grundlegenden Definitionen der Stromstérke, der Stromdichte und fithren dann in Analogie
zum Konzept der Punktladung das Konzept des Stromfadens ein.

Ein elektrischer Strom kann als Bewegung von elektrischen Ladungen z.B. in einem Lei-
ter aufgefasst werden, vgl. Abb. 4.1. Wenn die mittlere Dichte an Ladungstragern n = N/V
zeitlich wie rdumlich konstant ist, die Ladung eines Teilchens durch ¢ gegeben ist und F' die
Querschnittsfliche des Leiters darstellt, gilt fiir die Ladung, welche wahrend dt durch den Lei-
terquerschnitt fliefst, die Beziehung

dQ = nqdV = nqFdz = nqgFuvdt . (4.1)

Die Stromstérke ist definiert durch

dQ)
I=—. 4.2

Einsetzen liefert fiir dieses Beispiel

I =nFuq. (4.3)
|
o >
R A
> Abbildung 4.1: Visualisierung der Bewegung
e > ! von Ladungstrigern in einem Leiter. Bei mitt-
A lerer Geschwindigkeit v legen diese in der Zeit
dZ p— ’Udt dt im Mittel den Weg dz zuriick.

29
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> —>
Abbildung 4.2: Abbildung eines Leiters mit F — E
zwei  Oberflichen  endlicher — Stromdichte d 1 /d 2

(schwarz). Wegen Vj = 0 gilt, dass durch jede
Fliache betragsmakig der gleiche Strom flieft.

Sie ist proportional zur (mittleren) Geschwindigkeit, zur Querschnittsfliche und zur Ladungs-
tragerdichte n sowie der Ladung ¢ pro Ladungstriager. Die Stromdichte ist ein Vektor, welcher
in Bewegungsrichtung v der Ladung zeigt und dessen Betrag gerade der pro Zeiteinheit und
pro Flicheneinheit senkrecht zur Bewegungsrichtung transportierten Ladung entspricht, also
im abgebildeten Beispiel gerade

I
T = nav. (4.4)

Jetzt ist aber ng im Grenzfall sehr kleiner Volumina gerade die Ladungsdichte, wir erhalten also
bei gegebenem Skalarfeld der Ladungsdichte p(r,¢) und Vektorfeld der mittleren Geschwindig-
keiten v(r,t) die allgemeine Definition des Vektorfeldes der Stromdichte

j(r,t) = p(r,t)v(r,t). (4.5)

Die Stromstéarke lisst sich dann aus dem Integral iiber die Stromdichte konstruieren

]://Fj-dF. (4.6)

Hierbei ist F' eine fest vorgegebene Fliache, und das Skalarprodukt projiziert nur die Anteile
senkrecht zur Flache heraus.

Es gelten fiir stationdre Strome einige einfache Gesetze, die wir kurz ableiten wollen. Speziell
gilt immer aufgrund der Definitionen oben die Kontinuitédtsgleichung

0= aQV / pd3r+# g-dsz/{gﬁvJP

9] =

8
0=—+V3 4.7
o VI (4.7)
In der Magnetostatik ist die Ladungsdichte aber zeitlich konstant
Ip
— =0 4.8
8t Y ( )

so dass folgt, dass im Rahmen der Magnetostatik die Stromdichte divergenzfrei ist
Vi =0. (4.9)

Wendet man dies z.B. auf Leiter mit wechselnden Querschnitten und zwei Kontakten an, so
folgt, dass durch jeden Querschnitt der gleiche Strom fliefsen muss, vgl. Abb. 4.2. Dies folgt aus

:/de?’r:# j-dF:// j-dF+// j-dF =1 — 1. (4.10)
\% v Py F
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Abbildung 4.3: Darstellung der Strome an ei-
nem Leiterknoten. Da die Ladung auf dem
Knoten sich im stationdren Fall sich nicht &dn-
dern darf, miissen die Beitrige der Strome sich
wegheben.

Das Vorzeichen resultiert hier aus der Konvention, dass der Normalenvektor des Volumens nach
aufen zeigen soll. Mit dem gleichen Argument folgt fiir Leiterknoten mit mehreren Kontakten
die Kirchhoffsche Knotenregel, dass die Summe der zufliefsenden Stréme gleich der Summe
der abfliefsenden Strome ist, vgl. Abb. 4.3. Formal folgt dies wieder aus dem Gaufsschen Satz

O:/de?’r:# j-dF:Z//j-szngrLl—Il—IQ. (4.11)
174 ov i F;

Wir geben weiterhin als rein empirisches Gesetz das Ohmsche Gesetz an
U=RI. (4.12)

Die Konstante R heift elektrischer Widerstand (auch Ohmscher Widerstand) und hat die
Einheit V/A = Q. Dieses Ohmsche Gesetz ist kein physikalisches Naturgesetz, es wird von vielen
Systemen nicht erfiillt (oft ist die Beziehung zwischen U und I z.B. nicht linear). Weiterhin
hingt der Widerstand auch von geometrischen Grofien ab und ist somit keine Materialkonstante.

Wir hatten in der Elektrostatik oft mit Punktladungen gerechnet. Das Analogon fiir Strome
ist der sog. Stromfaden, worunter man einen linienférmigen Strom [ lings einer Kontur C'
versteht. Anschaulich wére ein Stromfaden gegeben durch einen extrem diinnen stromdurch-
flossenen Draht, welcher lings der Kontur C gelegt ist. Fiir die Berechnung von Groéfen mit
Hilfe dieses Konzeptes ist es hilfreich, die Differentiale von Kontur-, Flachen- und Volumeninte-
gralen mit dem Tangenteneinheitsvektor e; entlang einer vorgegebenen Kontur auszudriicken,
vgl. Abb. 4.4. Wenn man die Kontur C' nach der Bogenlénge s mittels » = r(s) parametrisiert
und den Tangenteneinheitsvektor an jedem Punkt der Kurve mit e; bezeichnet, gilt fiir Linien-,
Flachen- und Volumenelement

dr =eids, dF =edF,  d*vr=dF . -dr=dFds. (4.13)
Fiir die Stréme gilt dann
j=jer, I=35-dF =jdF. (4.14)

Daraus folgt dann, dass man das Volumenintegral der Stromdichte auch als Konturintegral
entlang von Stromfidden verstehen kann

jdr = jeidfds = jdfdr = Idr . (4.15)
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C

dr

dF’

Abbildung 4.4: Visualisierung eines Stromfa-
dens entlang einer Kontur C' mit Linienelement
dr, Flachenelement dF' und Tangenteneinheits-
vektor ey.

Analog wie wir von kontinuierlichen Ladungsverteilungen zu Punktladungen iibergegangen sind,
geht dies mit dem Konzept des Stromfadens formal durch die Substitution
jdPr — Idr. (4.16)

Um die elektrische Leistung abzuleiten, betrachten wir die Arbeit, welche aufzuwenden ist
um eine Punktladung ¢ um die Strecke dr zu verschieben

dW = F(r)-dr = qE(r) - dr. (4.17)

Geschieht die Ladungsverschiebung innerhalb der Zeit dt, erhalten wir daraus die notige elek-
trische Leistung

dd_V;/ =qE(r)-v(r). (4.18)

Um dies fiir allgemeine Ladungsverteilungen zu erhalten, substituieren wir ¢ — p(r)d>r

dP = p(r)d*rE(r) - v(r) = E(r) - j(r)d°r (4.19)
bzw. die gesamte vom Feld E im Volumen V bewirkte Leistung betrigt

P:/‘/E(r)-j(r)d?’r. (4.20)

Fiir einen einzelnen Stromfaden entlang der Kontur C' konnen wir weiter vereinfachen

P—>I/E-dr:]U, (4.21)
C
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I

Abbildung 4.5: Illustration
drl des Gesetzes von Biot-
1B Savart: Ein Léngenelement
r dr, eines Stromfadens mit
Stromstiarke [ erzeugt am
Orte r ein Magnetfeld der

Starke dB.

wobei U die Spannung zwischen Anfangs- und Endpunkten der Kontur darstellt (formal hétten
wir das auch aus j = je, = [§(x)d(y)e, ableiten konnen). Die Dimension der Leistung ist also
[P] = VA=W = J/s. Falls man zusétzlich einen Ohmschen Leiter hat U = RI erhilt man

2
P — RI* = % : (4.22)

Diese Leistung wird benétigt um die Ladungen durch das Medium zu transportieren, mikrosko-
pisch gesehen werden die Elementarladungen beschleunigt, kollidieren mit den Atomriimpfen,
werden wieder beschleunigt etc. Die aufgewendete Arbeit bei der Beschleunigung der Elektro-
nen wird dabei in ungeordnete Bewegung der Atomriimpfe umgewandelt und somit als Warme
in die Umgebung dissipiert. Daher nennt man die Leistung P = RI? fiir einen Ohmschen Leiter
auch Verlustleistung.

Man kann das Ohmsche Gesetz auch lokal formulieren. Statt [ = % schreibt man dann
1

pe(T)

Der Koeffizient o.(r) ist die elektrische Leitfahigkeit und sein Inverses p.(r) = 1/0.(r) heifst
spezifischer elektrischer Widerstand.

j=o.r)E(r) E(r). (4.23)

4.2 Das Gesetz von Biot und Savart

Stromdurchflossene Driahte haben eine ablenkende Wirkung auf magnetische Dipole wie z.B.
Kompafnadeln. Dies wurde bereits 1802 von Romagnosi und 1819 von Oersted beobachtet.
Biot und Savart haben dann ab 1820 die Zusammenhénge zwischen dem Strom [ durch den
Draht, der magnetischen Induktion B und der resultierenden Kraft abgeleitet.

Speziell lasst sich das Gesetz von Biot und Savart in lokaler Form gut fiir einen Strom-
faden formulieren: Ein Langenelement dr; eines Stromfadens mit Stromstirke I erzeugt am
Ort r entfernt die magnetische Induktion

dB = k[T (4.24)
7]
Hierbei ist r der Verbindungsvektor vom Léngenelement zum Beobachtungspunkt, vgl. Abb. 4.5.
Die Konstante k& hingt hierbei vom Einheitensystem ab, in Gaufs-Einheiten gilt

k== (4.25)

In SI-Einheiten erhélt man ks; = 42 mit der magnetischen Feldkonstanten jiy = 47107 "N /A2

Dieses Gesetz ist mit dem invers quadratischen Abfall &hnlich zur Coulomb-Kraft, jedoch durch
seinen Vektorcharakter deutlich komplizierter.
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p
— ]

B
Abbildung 4.6: Berechnung I\ r
der magnetischen Induktion
am Ort 7 fiir einen unendlich dr
langen Stromfaden.

Es wurde auch in dieser Form nicht von Biot und Savart abgeleitet. Stattdessen betrachte-
ten sie einen unendlich langen geraden Stromfaden, was wir als Beispiel nutzen. Das gesamte
Magnetfeld erhilt man aus dem Integral iiber die Beitrige der lokalen Linienelemente

o dry xr
B(r):f/_ dry xr. (4.26)

¢Jooo 7]

Auswertung des Kreuzproduktes liefert, dass die resultierende magnetische Induktion senkrecht
zu e, und e, stehen muss, also in eg-Richtung zeigen muss. Der Betrag berechnet sich aus

|dry x r| = drirsind, (4.27)

wobei 6 der Winkel zwischen r und dry ist, vgl. Abb. 4.6. Bezeichnen wir mit p = rsinf
den konstanten (minimalen) Abstand des Beobachtungspunktes vom Draht und benutzen wir
r? = r? + p?, ergibt sich

I [T rsinf 1 Feo 1 I [t h(u)d
B = —/ rsm drle¢ = —p —B/er]_eqb = —/ [ cos ('LL) u
_ P J -

) o T3 ¢ J_o [r}+p? sinh?(u) + 1]3/2 ¢
I [t d I 21

== [ ey = [tanh(w)]TE = ey, (4.28)
cp J o cosh”(u) cp cp

wobei wir die Substitution 7 = psinh(u) genutzt haben. Dies ist die eigentliche Urform des
Gesetzes von Biot und Savart: Ein unendlich langer Draht wird vom Magnetfeld ringformig
umgeben, dessen Betrag invers mit dem Abstand abféllt.

4.3 Krafte zwischen Leitern

Um 1822 untersuchte Ampere, inspiriert durch die Beobachtungen Oersteds, die Krifte zwischen
zwei Leiterschleifen. Er fand empirisch, dass ein Magnetfeld eine Kraft auf einen stromdurch-
flossenen Leiter ausiibt. Formuliert man diese Kraft fiir einen Leiter der Lange dr; mit Strom
I; und externem Magnetfeld B, erhilt man ein erstes Amperesches Gesetz in lokaler Form

I
dF = zldrl x B. (4.29)

Nimmt man an, dass das Magnetfeld B am Ort r; durch eine 2. geschlossene Leiterschleife
erzeugt wird und dass der 1. Leiter auch eine geschlossene Schleife ist, erhilt man die Kraft
zwischen zwei geschlossenen Stromkreisen, auch als Amperesches Kraftgesetz bekannt

I L [ d - LI dry x (d
F12:_1§]§ drlx(—2§£ ra X (11 3”“2)): 12255 yf X (dra X)) o 30)
¢ Jo ¢ Jo, |r1—ma & JaJo, 7|

mit r = r1—7ry, vgl. Abb. 4.7. Hierbei haben wir einfach das Gesetz von Biot-Savart benutzt und
eingesetzt, und die berechnete Kraft ist die von Leiter 2 auf Leiter 1 ausgeiibte. Das doppelte
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Abbildung 4.7: Die Kraft zwischen zwei be-
liebig geformten Leitern 1 und 2 ist gegeben
durch (4.33).

Kreuzprodukt kénnen wir noch etwas vereinfachen

x (bxec)=bla-c)—c(a-b)
dri X (dre x r) =dri(dry -r) —r(dry - drs) . (4.31)

Der unsymmetrische Beitrag unter 1 <+ 2 verschwindet unter dem Konturintegral

b, i1, (Vi) rara=- //A@VX( a)aa=oam

Damit verbleibt fiir die resultierende Kraft einfach nur

Ll -
! 2}5 75 T2y - drsy. (4.33)
o Jo, Iry = o

Diese Form ist deutlich leichter auszuwerten, aufserdem erkennt man auch, dass F'15 = —F9;
gilt (3. Newtonsches Axiom, vgl. VL Mechanik).

Stellen wir uns eine allgemeine Stromdichte als durch viele Stromfidden zusammengesetzt
vor, kénnen wir die Stromfaden-Substitution /dr — jd*r nutzen und erhalten aus (4.29) die
allgemeine Kraft auf einen Leiter mit der Stromdichteverteilung j(r) im Volumen V' durch das
aukere Feld B(r)

F = —/ j(r) x B(r)dr. (4.34)
1%
Speziell erhédlt man fiir eine Punktladung

j(r) =qu(r)d(r —ro). (4.35)

Einsetzen fiihrt damit auf den magnetischen Anteil der Lorentz-Kraft

F = Ly(re) x B(ro). (4.36)
c
Ein Drehmoment konnte man ganz analog ausrechnen. Hierbei muss nur beriicksichtigt werden,
dass bei ausgedehnten Stromverteilungen die lokale Form des Kraftgesetzes benutzt werden
muss. Das gesamte Drehmoment auf eine Stromverteilung 7 im externen Feld wird dann

N:/rxdF:l/rx(ij)d?’r. (4.37)

C
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Abbildung 4.8: Zwei stromdurchflossene paral-
lele Drihte entlang der z-Achse, von denen der
linke durch den Ursprung geht und der rechte
um de,, versetzt ist, iiben eine Kraft aufeinander \
aus. Zur Anwendung von (4.33) schliekt man die |
Stromkreise im Unendlichen und vernachléssigt ° i . /

die Beitrige dufseren Schleifen. N - ~ _

]
I
I
I
I
[
Y
I

Ein weiteres wichtiges Anwendungsbeispiel ist die Kraft zwischen zwei unendlich langen
parallelen Stromfdden, vgl. Abb. 4.8. Um sie zu berechnen, stellen wir uns vor, dass die Leiter
im Unendlichen geschlossen werden und zwar so, dass die duferen Leiterschleifen zu weit von-
einander entfernt sind um sich zu beeinflussen. Die Kraft, welche der gesamte 2. Stromfaden
auf ein Stiick der Lénge dz1 des ersten Stromfadens am Orte r; ausiibt, berechnet sich zu

L1 oo — L1 too —dey — (2 — 2
dFyy = —2dz / e R T / dzy 2z~ (22 21172
c —00 |7'1 — Tz‘ & —00 ’dQ + (22 — 21)2|
. [112 +oo dZQ . [1[2 Z9 F2=Ho0
201
= C;dQ dze, . (4.38)
Die Kraft pro Lange, welche von C5 auf (' ausgeiibt wird
201,
Jiz = 2 G (4.39)

wirkt also anziehend, wenn die Strome gleich gerichtet sind, und abstofend, wenn die Strome
verschiedenes Vorzeichen haben. Man kann dies experimentell sehr leicht iiberpriifen, indem
man testet in welche Richtung sich die Dréhte verformen sobald ein Strom eingeschaltet wird.

4.4 Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik

Um die lokale Form des Biot-Savart Gesetzes (4.24)

Id
dBp=-2"12" (4.40)
¢ |rl

auch fiir allgemeine Stromdichten aufschreiben zu kénnen, platzieren wir den Stromfaden dry
bei / und den Beobachtungspunkt bei . Der Vektor vom Langenelement des Stromfadens zum
Beobachungspunkt ist dann 7 — 7/, so dass sich nach Integration und Substitution (4.16) das
Gesetz von Biot-Savart in integraler Form

B(r) = / dB -1 / &' (r") x L”'% (4.41)

c lr — 7’
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fiir das gesamte Magnetfeld am Beobachtungspunkt ergibt. Dieser Ausdruck ist analog zum
elektrischen Feld (1.13), welches durch eine Ladungsverteilung p(r’) generiert wird

E(r) :/p(r’)ﬁd?’r’. (4.42)

Wir kénnen das Magnetfeld etwas umschreiben

B(r) = %/d?’r’j(r’) X (—vﬁ) = %/dg’r’ <+vr1r,’) x g(r')
=V x (% / %d%’) : (4.43)

Damit ist die magnetische Induktion ein Rotationsfeld, und wir kénnen folgern
V-B=0. (4.44)

In Worten bedeutet dies, dass es keine Quellen des magnetischen Feldes, d.h. keine isolierten
magnetischen Monopole gibt. In integraler Form lautet das Gesetz entsprechend fiir beliebige
Volumina V'

B.-dF =0. (4.45)
oV
Aus Vergleich mit (5) sehen wir auch, dass diese Maxwell-Gleichung iiber die Magnetostatik
hinaus gilt.
Wir berechnen weiter die Rotation der magnetischen Induktion unter Ausnutzung von V x

(VxA)=V(V-A)—AA und der 3d-Darstellung (1.48) der -Funktion AW = —4mwd(r—r’)
VXB:VX(VX(l ”(’"),d%’))
c) |r—17
:l/v V ](r) dST/—l/AJ( )dSI
|7“ - | c) lr—r|
4
=——/‘ ,ﬁﬂ+1ﬂ)
v j(r') ir
3 / !/ 3 ! -
/|r—r c V<|7°—7°| dr +c‘7()
v j(r) un
/|r— T ()
= j (4.46)

Hier verschwinden Terme, da wir in der Magnetostatik V3 = 0 angenommen haben und ein
Oberflachenintegral wieder ins Unendliche gelegt haben, wo der Stromdichtevektor verschwin-
det. Also verbleibt ein zweites Amperesches Gesetz in lokaler Form

4
V xB= %j@«) , (4.47)

welches fiir B = H und D = 0 aus den Maxwell-Gleichungen (5) hervorgeht. Durch Integrieren

erhalten wir
//(VxB)-dF:ny-dr_ //] dF_—] (4.48)
C
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Damit lautet das zweite Amperesche Gesetz in integraler Form
4
55 B.dr=—1, (1.49)
C C

d.h. das Konturintegral der magnetischen Induktion entlang einer Kontur C' ist proportional
zum Strom der durch die Kontur berandeten Fliche.

Zusammenfassend erhalten wir fiir die Grundgleichungen der Magnetostatik in lokaler
Form

4

V-B=0, VxB=-j. (4.50)

4.5 Das Vektorpotential

Wir hatten in Abschnitt 1.7 die Komplexitit der Grundgleichungen der Elektrostatik reduzieren
konnen indem wir das elektrische Feld als Gradienten eines Potentials E = —V® geschrieben
haben. So etwas versuchen wir jetzt auch. Die erste der Grundgleichungen (4.50) ist sofort
erfiillt, wenn wir die magnetische Induktion als Rotation eines Vektorfeldes, des Vektorpo-
tentials A schreiben

B=VxA, (4.51)

denn die Divergenz von Rotationsfeldern verschwindet. Jedoch ist das neu eingefiihrte Feld,
das Vektorpotential, nicht eindeutig bestimmt. Wir konnen einen Gradienten einer beliebigen
skalaren Funktion hinzuaddieren

A—A+Vo, (4.52)

ohne dass sich etwas an den Gleichungen &ndert. In der Elektrostatik ging es nur um eine
Konstante, hier haben wir die Freiheit einer ganzen skalaren Funktion. Diese Freiheit bei der
Wahl der Hilfsgréfse nennt man Eichfreiheit.

Fiir magnetostatische Probleme ist die sogenannte Coulomb-Eichung zweckméfig. Hierbei
fordern wir, dass

VA=0 (4.53)

gilt, bzw. wir wihlen das skalare Feld ¢ entsprechend. Mit dieser Wahl erhalten wir fiir die
Rotation der magnetischen Induktion

VxB=Vx(VxA)=V(V-A)-AA=-AA. (4.54)
Damit muss das Vektorpotential die Gleichung
4
AA = —?” j (4.55)

erfiillen. Die einzelnen Komponenten des Vektorpotentials miissen also gerade die Poisson-
Gleichung (1.61) der Elektrostatik erfiillen

4
AA; = —%ji : ie{r,y, z}. (4.56)

Daher kénnen wir fiir das Vektorpotential in Coulomb-Eichung und ohne weitere Randbedin-
gungen die Losung sofort hinschreiben

A(r) = % / J (Tg,‘d%/. (4.57)

-
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Damit gilt dann fiir die magnetische Induktion

B(r) =V x (%/ |3<_""2,|d37«') | (4.58)

Das ist mit Gleichung (4.43) konsistent.

4.6 Beispiel: Magnetfeld einer Stromschleife

Als einfaches Beispiel betrachten wir eine geschlossene kreisférmige Stromschleife mit Radius
R in der xy-Ebene. Es bieten sich also Zylinderkoordinaten mit den Einheitsvektoren

cos ¢ —sin ¢ 0
e, = | sing |, ep = cos ¢ , e.=10 (4.59)
0 0 1

an. Mit dieser Wahl erfiillen die Einheitsvektoren
ep X €, =¢e,, €p X €,=—€,. (4.60)
In Zylinderkoordinaten ist die Stromdichte dann gegeben durch

Jj(r") =16(2")o(p" — R)eiﬁ. (4.61)
Der Vorfaktor bestimmt sich aus der Tatsache, dass das Flachenintegral iiber die Stromdichte
iiber den Leiterquerschnitt gerade die Stromstérke I ergeben soll, es handelt sich also um eine
zweidimensionale Darstellung der d-Funktion.

Das Magnetfeld wird dann allgemein gegeben durch

1 —r
B(r) =~ / Glr') x ——d¥ (4.62)
c [ — 7’|
Der Einfachheit halber betrachten wir nur das Magnetfeld entlang der z-Achse, also
I [ 2 +oo ey X |(z—2)e], — p’e;]
B(ze,) = — 'dp/ d¢’ dz'6(p' — R)o(2
R A R N Sy e i
I o0 . 27 400 (Z _ Z/)el +,0/€,
= - dp/ d¢’ dz'6(p' — R)o(2 p z
e e [ et - me e
2wl 2 ’ zel + Rez
= -_— p—ez
c Jo [22 + R2]3/2
2l R?
T (4.63)

c [22+ R%)3/2 €=

Es zeigt also nur in Richtung der z-Achse und ist maximal innerhalb der Leiterschleife. Etwas
einfacher wére die Rechnung mit der Stromfaden-Substitution

Bze ):£¢dT,XL}%e;):{/zﬂReiﬁX(Zez—Re’p)dgb: ml R
Yocle (22 + R232 ¢ )y [22 + R2]3/2 ¢ [2+ RPROE

(4.64)
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Abbildung 4.9: Links: Vektorpotential der Leiterschleife (Radius R = 1) bei z = 0. Es gibt
keine Komponente in z-Richtung. Rechts: Magnetfeld der Leiterschleife in der xz-Ebene, die
Leiterschleife durchstoft die Ebene bei © = +1 und z = 0. Das gesamte Magnetfeld ist rotati-
onssymmetrisch um die z-Achse. Mathematica-Kommando:

StreamPlot.

Alternativ dazu hétten wir auch das Vektorpotential fiir eine Leiterschleife berechnen kénnen

A(Ze + pep) = 1/ j<,r,) d37", = £ L — IR /27r e:ﬁdgb,
z 7 —
c) |r—r'| clolr=7" ¢ Jy ‘pep—kzez—Re;
B £ 2m . Re:i)
= do : (4.65)
¢ Jo P+ R? + 2% — 2pR(cos ¢ cos ¢/ + sin ¢ sin ¢)

Dieser Ausdruck kann niherungsweise berechnet werden, z.B. ergibt sich nahe der z-Achse
(p < R)

wl R?
_ 7me¢ +O{p%}. (4.66)
Berechnen wir davon die Rotation (Rotation in Zylinderkoordinaten beachten), ist dies konsis-
tent mit dem zuvor berechneten Magnetfeld entlang der z-Achse (4.63). Visualisiert man diese
Vektorfelder, ergibt sich ein ringférmiges Vektorpotential in der Leiterschleifen (xy)-Ebene und
ein durch den Ring der Leiterschleife laufendes Magnetfeld, vgl. Abb. 4.9.

Bei einer Spule mit N Windungen und vernachlassigbarer Linge miissen wir das Resul-
tat (4.63) nur mit N multiplizieren. Anders sieht es aus fiir eine ausgedehnte Spule, welche wir
z.B. aus N Leiterschleifen bei z = nL/N zusammensetzen kénnen

+N/2

2l
B €)= —€; — e
P DI e A T

c
orl N [+L/? R?
- —ez—/ 2 23/2dz’
c L J_ 1 [(2—2)*+ R?
Lo Al N
c L

R? ol /+N/ 2 R2

(4.67)
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Dieses bekannte Resultat ergibt sich also nur im Limes unendlich langer Spulen.

4.7 Magnetisches Moment stationarer lokalisierter Strome

Wenn das Gebiet in welchem eine stationdre Stromverteilung vorliegt rdumlich begrenzt ist,
kann man analog zur Multipolentwicklung in der Elektrostatik eine Fernfeldentwicklung fiir
das Vektorpotential einfiihren (in Coulomb-Eichung)

=
_ E/J(r) {;+ TTB""/ +(9{%H . (4.68)

Hier haben wir nur die beiden fiihrenden Terme behalten, welche in der Elektrostatik zum
Monopol- und Dipolterm korrespondierten und wir nehmen an, dass in dem Gebiet in welchem
J(r") # 0 ist gleichzeitig immer " < r gilt (Fernfeld).

Jetzt gilt fiir allgemeine (d.h. nicht notwendigerweise divergenzfreie) lokalisierte Vektorfelder
J(r") und (hinreichend gutartige) skalare Felder f(r’) und g(r’) die Beziehung

/ )G - V)g(r) + g(@) (G (r") - V() + f(r)g(r) (V- G(r)]d'r' =0, (4.69)

wobei das Integral iiber den kompletten Raum geht. Man kann dies zeigen, indem man z.B.
den 2. Term partiell integriert: Fiir lokalisierte Stromverteilungen verschwindet der Randterm
und man erhilt

[ o505 = 3 [atansar =3 [tiosar
:_Z/fjiaégdgr/_z/fgaﬁidg /:‘/f(g V')gd® "/fg )dr

(4.70)

Einsetzen zeigt sofort die Relation (4.69).
Wir benutzen jetzt diese Identitéit, um die Fernfeld-Entwicklung des Vektorpotentials (4.68)
zu vereinfachen. Der erste Term verschwindet, da komponentenweise gilt

/ Gi(r")d*r' = 0. (4.71)

Formal folgt dies sofort aus der Identitit (4.69) mit V/'j(v’) = 0 und f(r’) = 1 und g(v’) = /.
Die anschauliche Bedeutung ist, dass die Ladungserhaltung erzwingt, dass die Strome kreis-
formig geschlossen sind und so sich die Komponenten umkehren miissen. Der Monopolterm
verschwindet also in der Entwicklung und wir miissen nur den Dipolbeitrag betrachten. Benut-
zen wir wieder die Identitét (4.69), diesmal jedoch mit f(r’) = 27, g(r’) = 2, und V'j(r’) = 0,
folgt

/(x;jj +aj;) d*r’ = 0. (4.72)

Die i-Komponente des Dipolterms ist proportional zu

1
- ( / r'jid?’r’) => / o gidPr’ = —ézxj / (w}j; — i) dr’
J J

1 1
=75 Zﬁuk%’ /("“' X J)pd’r’ = —3 ['r X /(7" X j)dg?“'} ; (4.73)
Gk ‘
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wobei wir die Summe antisymmetrisiert und die komponentenweise Definition des Kreuzpro-
duktes eingesetzt haben. In Vektorschreibweise bedeutet dies fiir den Dipolterm

/ 3 - = L x / I x §(rd (4.74)

Also definiert man ein magnetisches Moment einer lokalisierten Stromverteilung
iiber

1 .
m= v’ x §(r)d*, (4.75)
was analog zum Dipolterm in (2.116) in der Elektrostatik zu verstehen ist.
Fiir groke Absténde verhélt sich das Vektorpotential in Coulomb-Eichung somit ungefahr

wie

A(r):m”+o{i}, (4.76)

und wir kénnen iiber B =V x A das Magnetfeld im Fernfeldbereich fiir ein konstantes Dipol-
moment berechnen

B=VXxA=Vx Xr:le(mxr)+ Vi X (m xr)
73 73 73
1 32r 1 rx (mxr)
=3 (V-rym —(V-m)r) + (—ﬁg) X (mxr)= g (3m —m) — 37"—5
2 _ , D) — a2
:27;1_3m7’ Z(m r):?)r(m 1"5) mr” (477)
r r r

Als einfaches Bespiel betrachten wir das magnetische Moment einer einzelnen kreisférmigen
Leiterschleife. Mit j(r") = I6(p" — R)d(2)e, ergibt sich

2m +o00 I
m = 2_0 pdp / d¢’ / dz'6(p" — R)4(2") [p’e; + z’e’z} x e, = %RQez. (4.78)
Setzen wir dies in das Magnetfeld ein, erhalten auf der z-Achse r = ze, gerade die Fernfeld-
Entwicklung von (4.63) fiir z > R. Im Nahfeldbereich gibt es jedoch Abweichungen, da wir
die Ausdehnung des magnetischen Dipols vernachlassigt haben, vgl. Abb.4.10. Das Resultat
fiir das magnetische Moment ldsst sich sogar auf ebene, aber ansonsten beliebig geformte,
Leiterschleifen verallgemeinern. Mit der Stromfaden-Substitution gilt fiir eine Leiterschleife
entlang der Kontur C' wegen %'r x dr = dF
1 I 1
m= - /r x j(r)d*r = %0 r X dr = EFCn (4.79)

wobei F¢ die von der Kontur umschlossene Fliche ist und n der Normalenvektor senkrecht zur
Flache (bestimmt durch den Drehsinn der Kontur und die rechte-Hand Regel).

Ein weiteres Beispiel wire das magnetische Moment von einer Menge von Punktladungen
gleicher Masse m und gleicher Ladung ¢

r) = qZ vid(r — R;), (4.80)

wobei v; die Geschwindigkeit und R; den Ort der i-ten Punktladung beschreiben. Einsetzen
liefert sofort das magnetische Moment

q
= R; i) = R; X p; L,=——L, 4.81
m= 2 ( i Z P - 2mc ( )
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wobei L der Gesamt-Drehimpuls der Punktladungen ist. Das magnetische Moment ist propor-
tional zum Gesamt-Drehimpuls, und der Koeffizient heiftt auch gyromagnetisches Verhéltnis

q
= —. 4.82
2me ( )

Dieses gilt fiir alle Bahn-Drehimpulse. In der (relativistischen) Dirac-Theorie gibt es hierzu
Korrekuren, z.B. bekommt man fiir das Elektron ziemlich genau den doppelten Wert.

4.8 Dipol im externen Magnetfeld

Die komplette Dynamik einer Stromverteilung wird natiirlich durch das Amperesche Kraftgesetz
bestimmt. Jedoch ist eine vereinfachte Beschreibung mittels eines Dipolmoments haufig sinnvoll.

4.8.1 Kraft

Aus dem Ampereschen Kraftgesetz (4.29) erhalten wir die Gesamtkraft, welche eine dufere
magnetische Induktion (externes Feld) auf die lokalisierte Stromverteilung j(7) ausiibt

dF = édr xB = F = %/[](’I‘) x B(r)]|d’r. (4.83)
Wir nehmen an, dass die Stromverteilung nur in einem begrenzten Gebiet existiert, in welchem
sich wiederum das externe Feld nur wenig dndert. Die Idee ist wieder, das externe Feld um
den Schwerpunkt der Stromverteilung herum zu entwickeln, die Annahme ist also dass sich das
externe Feld im Gebiet der Stromverteilung j(7) kaum &ndert. Legen wir den Schwerpunkt der
Stromverteilung in den Urprung, lautet die Entwicklung

B(r)=Bo+ (r-V)B(r)|p_,+ ...
= By + Z(’r - VBi(7)|r—o)e; = By + Z((r - V)B)e; . (4.84)

Hierbei benutzen wir im folgenden die Notation B um anzudeuten dass die Ableitungen des
Nabla-Operators nur auf das Magnetfeld wirken und den Index B° um anzudeuten dass nach
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der Ableitung das Feld am Ursprung evaluiert wird. Damit bekommt man fiir die Kraft

F = —%BO X /j(r)dST - %/ [;((r . V)B")e;

Der erste Term verschwindet aber aus den gleichen Griinden wie bereits im vorherigen Abschnitt
gezeigt. Die i-Komponente der Kraft wird also zu

F = —l/d:sr [((T-V)BO) x j(r)} - —%Z;eijk [VB;?] - U r’jk(r’)d?’r/] . (4.86)

x j(r)dr. (4.85)

c 7

Nutzen wir die Identitét (4.74) mit » — VB;), kénnen wir dies schreiben als

pe LS {[ost]« [[r i}

= — Zeijk[m X VB;)]k = — Zeijk[m X V]kég) = +Zeijk(m X V)]Bg
ik jk jk

= [(m = V) x B| . (4.87)

Damit konnen wir die Kraft in fiihrender Ordnung iiber das Dipolmoment berechnen
F=(mxV)xBy=-m(VB)+V(m-By) =V(m-B). (4.88)

Wir konnen den Term in Klammern also als ein Potential interpretieren

V=-m- B, (4.89)
vgl. Abschnitt 2.6, wo die Wechselwirkungsenergie eines reinen elektrischen Dipols mit Dipol-
moment p durch Wy, = —p- Ej gegeben war. Ein (geddmpfter) magnetischer Dipol wird daher
versuchen, sich parallel mit dem Magnetfeld einzustellen, so dass seine Wechselwirkungsenergie
minimal wird. Das ist das Funktionsprinzip einer Kompafknadel. Fiir die Wechselwirkungsener-

gie zweier magnetischer Dipole m; und my bekommen wir dann auch einen Ausdruck analog
zu Gleichung (2.129).

4.8.2 Drehmoment

Zusitzlich zur Gesamtkraft auf einen Dipol existiert auch ein Drehmoment. Hier trigt schon der
erste Term in der Entwicklung des externen Feldes bei und wir betrachten nur diese fiihrende
Ordnung. Aufintegrieren des Ampereschen Kraftgesetzes liefert

dN:rxszérx(d’pro)
N-1 / r % (§(r) x Bo)dr — X / dr[§(r)(r - Bo) - Bo(r - j(r)] . (4.90)

Cc c

Hier konnen wir wieder den Hilfsatz der Magnetostatik (4.69) mit g(r) = f(r) = r benutzen,
so dass sich ergibt

0= 2/[r(j-V)r]d3r— 2/d3r(rj-er) _ 2/d3rj(r) v (4.91)

Damit fillt im Drehmoment ein Term weg und wir bekommen weiter unter Nutzung von (4.74)
mit r — By,

N = %/d% [r- Boljr) = —%BO X (/ drr x j(r)> =+m x By. (4.92)

Das Drehmoment steht also senkrecht zur Ebene welche von B und m aufgespannt wird, d.h.
in fiilhrender Ordnung dreht sich der Dipol in der Ebene von B und m.
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4.9 Magnetostatik in Materie

4.9.1 Grundgleichungen der Magnetostatik

Analog zur Diskussion der Dielektrika in Kapitel 3 lassen sich auch realistische Stromverteilun-
gen in der Materia gut unterteilen in Beitrige, welche auf sehr kleinen Skalen variieren, wie z.B.
magnetische Momente von einzelnen Atomen und Molekiilen, und Beitrage welche sich nur auf
groken Skalen dndern wie z.B. die Stromdichte einer Leiterschleife. Die Beitrdge der einzelnen
magnetischen Momente von Atomen sind nicht im Einzelnen bekannt und wir interessieren uns
nur fiir ihren Mittelwert. Wir benutzen dieselbe Notation wie bei der Diskussion der Dielektrika
und zerlegen die Stromdichte in einen makroskopischen Anteil (welcher z.B. auf der Grofens-
kale von Objekten wie Leiterschleifen variiert) und einen molekularen Anteil (welcher z.B. in
Bohrschen Atommodellen durch die elektronischen Ringstréme in einzelnen Atomen generiert
wird)

Tmik(T) = Jmak () + T ot (1) - (4.93)

Wie zuvor in der Elektrostatik nehmen wir an, dass sich die makroskopischen Grofken wieder
durch eine Mittelungsprozedur aus dem mikroskopischen erhalten lassen

1) = G0} = 3 [ Gulr + 7
B (r) = (Bue(r)) = ALV / B (r + r)d% . (4.94)

Aus der Zerlegung der Stromdichten folgt dann auch eine entsprechende Zerlegung des Vektor-
potentials, z.B. in Coulomb-Eichung

1 ) ! 1 ) o
c) |r—1'| c) |r—1|

Die makroskopische magnetische Induktion soll sich wieder durch eine Rotation aus einem
makroskopischen Vektorpotential berechnen

Bk = (V X Api) = V X A (4.96)

Damit folgt aus der Darstellung der makroskopischen magnetischen Induktion als Rotation,
dass weiterhin auch fiir das makroskopische Feld die Gleichung

V Buax=V-(VXApu)) =V (VX Ay =0 (4.97)

gelten muss.

Um vom mikroskopischen Vektorpotential zum makroskopischen iiber zu gehen, kénnte man
der Ableitung (3.10) folgen. Hier machen wir das phdnomenologisch und nihern den moleku-
laren Beitrag zum Vektorpotential durch magnetische (Dipol-)Momente

Apol(r) = l/jm‘)l(r,)dg’r’ A~ Z mi X (7 = ri) : (4.98)

C |'I“—’I“” |7"—'ri|3

vgl. (4.76), mit dem magnetischen Moment m; und Ort r; des i-ten Molekiils. Analog zur
Polarisation in der Elektrostatik definiert man bei der Mittelung iiber die makroskopischen
Volumenelemente dann die magnetische Dipoldichte oder Magnetisierung

M = N (m) , (4.99)
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wobei N die Anzahl der magnetischen Dipole im Mittelungsvolumen und (m) ein mittleres
magnetisches Moment pro Molekiil ist. Damit kénnen wir die Summe wieder durch ein In-
tegral ersetzen und erhalten analog zu der Diskussion fiir Gleichung (3.13) fiir das gesamte
makroskopische Vektorpotential

Jma r—r'
Apak(r) = - |rjr,’ d*r' + /M o~ |3d37°’
1
”|mak ; Ry /M ( | ,|) d*r . (4.100)
r—r r—r

Wir miissen hier den 2. Term noch als Rotation schreiben. Unter Ausnutzung von
V x (¢M) = (V) x M + ¢V x M (4.101)
mit ¢ = 1/|r — r’| folgt dann
1 M / / M 4
M) x | V—— | =-V'x L,) +VX—ET). (4.102)
lr — 7| |r — 7’| lr — 7’|

Den Term mit der totalen Rotation mochten wir wieder in ein Oberfldchenintegral iiberfiihren.
Es gilt die Identitét fiir allgemeine Vektorfelder b

/V(V X b)d’r = ﬁgv(n x b)dF, (4.103)

wobei n der nach aufien zeigende Normalenvektor ist. Diese Identitit ist analog zu den Inte-
gralsdtzen von Gaufs und Stokes. Um sie zu beweisen, betrachten wir zunéchst das Vektorfeld

a=bxc (4.104)

und nehmen an, dass ¢ konstant sei. Aus dem Gaufschen Integralsatz folgt dann sofort

/‘/V-adgr:/‘/v-(bxc):#gv(bxc)-nd}?. (4.105)

Wir versuchen jetzt den konstanten Vektor ¢ aus dem Integral zu ziehen. Fiir konstante c gilt
aber

V- (b X C) = Z&-eijkbjck = chekij@bj =C- (V X b) . (4106)
ijk ijk
Genauso folgt aus der Definition des Kreuzprodukts
(b X C) n = Zeijkbicjnk = Z CjkiCj’n,ka’ =cC- (’I’L X b) (4107)
ijk ik

Einsetzen dieser beiden Resultate liefert

c~/V(V><b)d3r:/vc-(V><b)dgr:#gvc-(nxb)dF:c-#w(nxb)dF, (4.108)

und da diese Relation fiir alle Vektoren ¢ gelten muss, folgt automatisch die Behauptung (4.103).
Also erhalten wir unter der Annahme, dass die Magnetisierung M raumlich beschrankt ist und
dass das Integral {iber den kompletten Raum geht

/v’x M<T)d3r/:# n x M )dF/_O (4.109)
\%4 ov

P e
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Der Zusatzterm im makroskopischen Vektorpotential lasst sich damit als Rotation schreiben

. ’ / ’ . ’ * ’
Amak<r) — l/]mak(fr ) + CV X M(T‘ )dST/ — E/Jmak(r ) +-7M(’r )d37",, (4110)

c |r — 7’| c |r — 7’|

mit dem Magnetisierungsstrom

und dem Leitungsstrom j, ...
Wir konnen jetzt die Ableitung der Maxwell-Gleichung analog zu Abschnitt 4.4 wiederholen
und bekommen

A . . dr .
VXBmak:?(Jmak_}—]M):?(Jmak_}—chM) : (4112)
Der Sinn dieser Rechnungen war also, die Rotation der Magnetisierung zu erhalten. Umformen

liefert jetzt

4
V X (Buai — 47 M) = gjmak. (4.113)

Analog zur dielektrischen Verschiebung fiithrt man dann die magnetische Feldstérke ein
H =B, —4tM. (4.114)

In SI-Einheiten hétten wir statt des Faktors 1/c einen Faktor po/(47), man nimmt dann die
magnetische Feldkonstante py auf die linke Seite und definiert Hg; = %BSI — M.

Zusammengefasst lauten die Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik damit — wir lassen
wieder den Index "mak” stillschweigend weg —

4
VxH=2"j  V.B=0. (4.115)
C

In SI-Einheiten hétten wir entsprechend in der ersten Gleichung V x Hg = jg. Analog zur
Elektrostatik, wo bei Anwesenheit von Materie die elektrische Feldstirke E durch die dielek-
trische Verschiebung D ersetzt wird, ersetzt in der Magnetostatik in Materie die magnetische
Feldstarke H die magnetische Induktion B. Im Vakuum gilt in Gauss-Einheiten jeweils H = B
und D = FE.

Wenn man die Energiedichte des Magnetfeldes bestimmt, konnte man wieder wie in der
Elektrostatik vorgehen und die Stréme sequentiell aufbauen. Fiir solche zeitlich verdnderlichen
Felder gibt es jedoch zusétzliche Kréfte, gegen die Arbeit verrichtet werden muss, welche in
der Langzeit-Energiebilanz beriicksichtigt werden muss. Wir verschieben daher die Diskussion
der Feldenergie auf spéiter und geben nur das Resultat der Energiedichte des magnetischen
Feldes in Materie an

1

- _—B-H. 4.116
w= oo (4.116)

4.9.2 Formen von Magnetismus

Fiir lineare und isotrope Medien haben wir dann wieder analog zur Elektrostatik die Verkniip-
fungsgleichung

M = X]wH, (4117)
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Abbildung 4.11: Typische Hysterese der Ma-
gnetisierung M in Abhéngigkeit der magneti-
schen Feldstarke H. Nur das unberiihrte Mate-
rial zeigt fiir kleine Feldstdrken ein lineares Ver-
halten (a), fiir groke Feldstarken richten sich alle
Dipole aus bis eine Séttigung erfolgt (b). Redu-
ziert man das externe Feld wieder, bleibt selbst
bei verschwindenden Feldstirken eine Restma-
gnetisierung ("Remanenz” (c)) tibrig. Eine Um-
kehr der Feldstarke bis zu einem bestimmten
Wert ("Koerzitivkraft” (d)) ist nétig um die Ma-
gnetisierung zu loschen.

(b)
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die Materialkonstante xj; heifst magnetische Suszeptibilitdt. Im Unterschied zur elektri-
schen Suszeptibilitdt kann diese auch negativ verden, d.h. magnetische Feldstirke und Magne-
tisierung konnen in verschiedene Richtungen zeigen. Fiir lineare Medien ist die magnetische

Induktion also proportional zur magnetischen Feldstéarke

B = (1+4rxy)H = uH,

wobei u die magnetische Permeabilitat ist.

Man unterscheidet die folgenden Klassen magnetischen Verhaltens.

e Diamagnetismus: y; <0, p <1

(4.118)

Diamagnete enthalten keinerlei permanente magnetische Dipole, diese werden erst durch
ein externes Feld induziert und sind somit nach der Lenzschen Regel dem induzierenden
Feld entgegengesetzt. Diamagnetismus tritt in allen Stoffen auf, er kann jedoch durch die
anderen Eigenschaften dominiert werden.

Paramagnetismus: y,; > 0,u > 1
Paramagnete enthalten bereits permanente magnetische Dipole, welche durch das externe
Feld nur ausgerichtet werden und in Richtung des Feldes zeigen. Ihr Verhalten ist stark
temperaturabhingig xa — xm (7).

kollektiver Magnetismus: || > 1,1 = p(H)

Hier dominiert die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten. Dies bestimmt
somit die Ausrichtung der Magnetisierung, welche somit zumindest in weiten Bereichen
unabhéngig vom externen Feld wird. Es handelt sich also nicht mehr um lineare Medien.
Man unterscheidet hier die Unterklassen

— Ferromagnetismus: Hier sind die magnetischen Momente alle bei verschwinden-
den Temperaturen parallel ausgerichtet. Bei steigenden Temperaturen bleibt dies so
unterhalb einer kritischen Temperatur, der Curie-Temperatur. Typisch fiir ferro-
magnetisches Verhalten ist auch eine Hysteresekurve der Magnetisierung in Abhén-
gigkeit von der magnetischen Feldstirke, vgl. Abb. 4.11.

— Ferrimagnetismus: Bei diesem Spezialfall gibt es verschiedene ferromagnetische
Untergitter A und B mit endlicher Gesamtmagnetisierung unterhalb einer kritischen
Temperatur M = M4 + Mpg # 0.

— Antiferromagnetismus: Hier haben sich die Magnetisierungen der Untergitter ge-
rade jeweils exakt weg M4 + Mp = 0, es handelt sich um einen Spezialfall des
Ferrimagnetismus.
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Abbildung 4.12: Visualisierung eines Gaufschen Késtchens (links) bzw. einer Stokeschen Schlau-
fe (rechts), welche die Grenzfliche zwischen zwei Medien verschiedener Permeabilitdten g,
durchstofsen.

4.9.3 Verhalten in Grenzflachen

An Grenzflichen zwischen zwei Medien mit verschiedenen — aber ansonsten raumlich konstanten
— magnetischen Permeabilitdten p; und po verhilt sich die magnetische Induktion nicht immer
stetig. Analog zur Diskussion in der Elektrostatik betrachten wir wieder Gaufssche Késtchen
bzw. Stokessche Schlaufen welche die Grenzfliche zwischen beiden Medien durchstoken, vgl.
Abb. 4.12. Die Betrachtung des Gaufschen Késtchens zusammen mit

V-B=0 (4.119)

liefert, dass die Normalen-Komponente der magnetischen Induktion stetig ist
O:/V-B: B.-dF = AFn-(By — By). (4.120)
v v

Betrachten wir die Stokessche Schlaufe genauer, folgt

//(VxH)-n’dF: H-dr:4—ﬂ//j-n’dF. (4.121)
F oF C JF

Hier bezeichnet F' die Fliche der Stokeschen Schlaufe, deren Normalenvektor n’ jedoch tan-
gential zur Grenzfliche ist. Falls die Flichenstromdichte verschwindet 5 - n/ = 0, folgt also
Stetigkeit der Tangentialkomponente der magnetischen Feldstarke

Biyn= Bapn, Hyy = Hoy . (4.122)
In der Elektrostatik hatten wir aus analogen Erwagungen

Evy = Eyy, Dip=Dyp. (4.123)
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Kapitel 5

Allgemeine Maxwell-Gleichungen

Wir hatten bisher die Grundgleichungen der Elektrostatik (zeitlich konstante Ladungsdichten,
verschwindende Zeitableitungen, nur elektrische Felder)

V-D=drp, VxE=0 (5.1)

fiir die dielektrische Verschiebung D und das elektrische Feld E sowie die Grundgleichungen
der Magnetostatik (zeitlich konstante Strome, verschwindende Zeitableitungen, nur magnetische
Felder)

4
VXH:%TJ’, V-B=0 (5.2)

fiir die magnetische Feldstirke H und die magnetische Induktion B, jeweils verkniipft weiter
durch die Polarisation P bzw. die Magnetisierung M. Wenn wir zeitabhingige Phinomene
betrachten, sind also Korrekturen zu diesen Gleichungen zu erwarten, welche durch die allge-
meinen Maxwell-Gleichungen beschrieben werden.

5.1 Grundgleichungen

Das Gesetz von Biot-Savart beschreibt die magnetische Induktion, welche durch einen Strom
erzeugt wird. Umgekehrt untersuchte Faraday 1831, ob ein Magnetfeld B auch einen Strom
erzeugen kann. Empirisch fand er, dass ein bewegter Permanentmagnet in einem Stromkreis
einen Strom induzieren kann. Das gleiche gilt wenn man zwei Stromkreise betrachtet und einen
mit endlichem Strom davon bewegt. Alternativ kann man auch einfach nur die Stromstérke in
einem Stromkreis &ndern und findet einen Induktionsstrom im zweiten Stromkreis. Mathema-
tisch wird die Faradaysche Beobachtung iiber die elektromotorische Kraft (der Einheit nach
eigentlich eine Spannung)

kor = E-dr (5.3)
oF

entlang einer die Flache F' berandenden Kontur 0F sowie iiber den magnetischen Fluss

@F://FB.dF (5.4)

durch diese Fliche beschrieben, vgl. Abb. 5.1. Faraday fand, dass die elektromotorische Kraft
proportional zur Zeitableitung des magnetischen Flusses ist

1d
E-dr:———//B-dF. (5.5)
OF Cdt F

81
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B

Abbildung 5.1: Visualisierung von magne-
tischem Fluss, definiert durch das Ober-
flachenintegral der magnetischen Indukti-
on und elektromotorischer Kraft, definiert
durch das Konturintegral der elektrischen
Feldstérke. Der Normalenvektor der Fliche
zeigt nach oben, wenn die Kontur im ma-
thematischen Drehsinn durchlaufen wird
(rechte-Hand Regel).

Wenden wir den Integralsatz von Stokes mit beliebigen (zeitlich konstanten) Flachen F' darauf
an, folgt

1. .
//(VXE+EB)-dF:O —  VxE--—B. (5.6)
F

Dies verallgemeinert die Maxwellgleichung V x E = 0 aus der Elektrostatik auf zeitabhéingige
Felder.

Aber auch in der Magnetostatik gibt es Korrekturen, wir hatten hier ja zeitlich konstante
Ladungsdichten und somit divergenzfreie Stromdichten (V - j = 0) gefordert. In der Tat folgt
dies auch aus dem Ampereschen Gesetz der Magnetostatik V x H = %’Tj. Der endgiiltige
Schritt zu den Maxwell-Gleichungen wurde dann 1864 von Maxwell gemacht. Allgemein gilt
keine Divergenzfreiheit der Strome, sondern nur noch die aus der Ladungserhaltung folgende
Kontinuititsgleichung

1 0D
o:%+v-g’=v-(g‘z—t+g‘). (5.7)
Die divergenzfreie Grofe in Klammern kann man mit einem Rotationsfeld identifizieren. Die
fehlende Gleichung wurde also von Maxwell "geraten”, indem er im Ampereschen Gesetz

4
Vx H = %Tj (5.8)
die Substitution
. . 10D
J—J3+ T ot (5.9)

vornahm und somit dieses Amperesche Gesetz auf zeitabhingige Felder erweiterte

47 10D

= g4+ . 1
VxH 0‘7+08t (5.10)
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Damit waren die Maxwell-Gleichungen komplett

V-D =d4np,
V-B=0,
10B
VXxE+-—=0
% +c@t ’
10D Arw
VxH—— = —7. 5.11
x c Ot 0'7 ( )

Zusétzlich sind die Hilfsgrofen D und H mit den makroskopischen Feldern E und B iiber die
Polarisation bzw. Magnetisierung verkniipft

D=FE+47nP — (1 +4nxg)E = €¢E,
B=H +4rM — (1 + 4nyy) H = pH (5.12)

wobei die letzten Ausdriicke jeweils nur fiir lineare Medien gelten. Das lokale Ohmsche Gesetz
verbindet zudem empirisch die Stromdichte mit der elektrischen Feldstérke

Jj=okF, (5.13)

wobei o, die spezifische Leitfdhigkeit des Mediums darstellt. In diesen Maxwell-Gleichungen
sind B und E makroskopische, d.h. gemittelte, Felder und D und H daraus abgeleitete Hilfs-
groken. Die Maxwell-Gleichungen sind somit vier gekoppelte partielle Differenzialgleichungen
1. Ordnung, zwei davon inhomogen.

5.2 Mikroskopische Maxwell-Gleichungen und Potentiale
Wenn die Quellen p und j sédmtliche Beitrdge beinhalten, braucht man keine dielektrische

Verschiebung D = E und magnetische Feldstirke H = B, und die Gleichungen werden etwas
einfacher

V-E =A4mp,
V-B=0,
10B
VxE+-——=0
% +c@t ’
10FE Aw
VxB——=—3. 5.14
x c Ot c‘7 ( )

Betrachtet man auch noch die Maxwellgleichungen im Vakuum, gilt p = 0 und 3 = 0. Maxwell
konnte anhand dieser Gleichungen die Existenz von elektromagnetischen Wellen vorhersagen.
Insbesondere breiten sich diese mit der Geschwindigkeit ¢ aus, welche aus den damals bekannten
experimentellen Daten zu berechnen war. Die Tatsache, dass diese Wellengeschwindigkeit ¢ mit
der damals schon bekannten Lichtgeschwindigkeit gut iibereinstimmte, veranlasste Maxwell zu
der Vermutung, dass das Licht selbst eine elektromagnetische Welle ist.

Analog zur Elektrostatik und Magnetostatik werden wir wieder versuchen, die Komplexitét
der Maxwell-Gleichungen zu verringern durch die Einfiihrung von Potentialen. Diese miissen
wiederum partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung erfiillen.

Konkret setzen wir, da ja weiterhin gilt

V-B=0 (5.15)
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analog zur Magnetostatik

B=VxA (5.16)
an. Setzen wir das im Faraday-Gesetz ein, folgt
10B 10A
V x +cat Vx( +08t> (5.17)

Das konnen wir erfiillen indem wir den Ausdruck in Klammern als Gradientenfeld schreiben
(Gradientenfelder sind rotationsfrei), was das skalare Potential ® analog zur Elektrostatik de-
finiert

EF+—-—m=-Vo. 5.18
+ c Ot ( )
Umstellen nach der elektrischen Feldstarke liefert dann
10A
EF=———-Vo. 5.19
c Ot ( )

Wir betrachten jetzt die mikroskopischen Maxwell-Gleichungen mit H = B und D = FE,
von denen die beiden homogenen

10B
V-B=0 VXxE+-—=0 5.20
: xE+ = (5.20)
schon durch die Wahl der Potentiale per Konstruktion erfiillt sind. Setzen wir die Potentiale
in die inhomogenen Maxwell-Gleichungen ein, haben wir damit die Komplexitdt auf nur zwei

gekoppelte Gleichungen fiir das skalare Potential ® und das Vektorpotential A reduziert
10

—47Tp:—V-E:ACI)+—a(V-A),

C

47, 10F 10°A 1_09

T AT VX B g =V ARG ~ Vs B2

Die vier gekoppelten Maxwell-Gleichungen 1. Ordnung fiir die mikroskopischen Felder E und B
werden damit also zu zwei gekoppelten Gleichungen 2. Ordnung fiir die Potentiale ® und A. Es
geht jedoch noch einfacher: Addieren wir zum Vektorpotential den Gradienten einer beliebigen
skalaren Funktion A(7,t) hinzu A — A + VA(r,t), dndert sich am Magnetfeld nichts, vgl. die
Diskussion in der Magnetostatik. Damit dass elektrische Feld auch unverindert bleibt, miissen
wir bei so einer Eichtransformation sowohl Vektorpotential als auch das skalare Potential
andern
10A(r,t)

A= A+VA(Y), @ 0— - (5.22)
C

Analog zur Coulomb-Eichung in der Magnetostatik kénnen wir die Eichfreiheit nutzen, um die
Gleichungen fiir die Potentiale weiter zu vereinfachen. Speziell wird die Lorenz-Eichung durch
die Forderung

109
V- A+-——=0 5.23
* c ot ( )
erfiillt. In dieser Eichung entkoppeln die Gleichungen (5.21) fiir die Potentiale formal
1 0%®
—47Tp = Aq) — gﬁ R
4 10%A
Ly Y\ p— (5.24)
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Etwas kompakter schreibt man auch mit dem d’Alembert-Operator (manchmal auch
"Quabla”-Operator genannt)

1
O=A-— gﬁf (5.25)
die Gleichungen fiir die Potentiale als inhomogene Wellengleichungen
4
00 = —4rp, DOA=——"j. (5.26)
c

Im Vakuum gelten homogene Wellengleichungen mit p =0 und 3 =0
oo =0, OA=0. (5.27)

Bei diesen Gleichungen ist natiirlich immer noch zu beachten, dass die Lorenz-Eichung (5.23)
immer erfiillt sein muss.

5.3 Bestimmung der Eichfunktion

Wir wollen noch beleuchten, wie bei einer bestimmten Eichvorgabe (z.B. Coulomb-Eichung oder
Lorenz-Eichung) und gegebenen skalaren Potential ® und Vektorpotential A die Eichtransfor-
mation gefunden werden kann, welche die geforderte Eichung erfiillt.

5.3.1 Lorenz-Eichung

Seien also ® und A’ die neuen Potentiale, welche die Lorenz-Eichung erfiillen sollen. Dann gilt

109’ 100 1 0%A
0=VA + - =VA+ AN+ — — ——. 5.28
v +c@t VAT +c@t c? Ot? (5.28)
Die Eichfunktion A muss fiir die Lorenz-Eichung also eine inhomogene Wellengleichung erfiillen
1 02 109
A——=—|A=0A=- A+ ——) . 2
< c? 0t2) (V * c ot ) (5:29)

Daran sehen wir aber auch schon, dass selbst die Wahl der Lorenz-Eichung die Potentiale
®" und A’ nicht eindeutig fixiert. Wenn z.B. ® und A bereits zu Anfang schon die Lorenz-
Eichung erfiillen, verschwindet die rechte Seite der Bestimmungsgleichung fiir die Eichfunktion,
und die Losungen der homogenen Wellengleichung OA = 0 fiihren zu Eichfunktionen welche
verschiedene Lorenz-Eichungen ineinander iiberfiihren.

5.3.2 Coulomb-Eichung

Wir hatten in der Magnetostatik auch die Coulomb-Eichung
V-A=0 (5.30)

eingefithrt (auch transversale oder instantane Eichung genannt). In dieser Eichung entkoppeln
die Wellengleichungen (5.21) nicht mehr vollstdndig, jedoch héngt die Gleichung fiir ® nicht
mehr vom Vektorpotential ab

A = —4mp,

1 0%A 1_0® AT |
M-S Vo T e

(5.31)
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Wir koénnen dann also zuerst die Gleichung fiir das skalare Potential unabhingig mit dem
Poisson-Integral 16sen

(5.32)

v

Fiir eine vorgegebene zeitabhangige Ladungsdichte wird somit das Potential ®(7,¢) instantan
im ganzen Raum gegeben, was die alternative Namensgebung "instantane Eichung” erklért.
Wenn wir das skalare Potential gefunden haben, konnen wir diese Losung in der Gleichung fiir
das Vektorpotential einsetzen

4 t)
4 1_0d 4 1 iU
DA:——Wj—l——V—:——Wj—F—V/ 8t/d3r/
1 c Ot c 1 lr — 7’|
4 1 v/‘ . /7t
Ty ly Vg ) s (5.33)

c lr — 7|

wobei wir einfach die Kontinuititsgleichung benutzt haben. Das Vektorpotential erfiillt also
eine inhomogene Wellengleichung und ist durch Vorgabe der Stromdichte j(7,t) bestimmt.
Wir kénnen diese aber in eine longitudinale Stromdichte j und transversale Strom-
dichte 3, zerlegen
: 1 V©grt) s
J) = —4—V Wd U

Lo [0 o0

Aus diesen Definitionen folgt auch, dass gilt

Man sieht jetzt, dass die gesamte Stromdichte sich als Summe des longitudinalen und transver-
salen Anteils schreiben lasst

1 1
ar ]'r—r

\'r—r| A \'r—r

:——v (/ (1, t) - vlr_lr,‘d?’r/)ﬂ(r,t)

. ! j(’l",,t) 3,./ 1 / ’ ! 1 3,./
—47TV/V —|r—r’|dr —|——47TV Jj(r',t)- Vv \r—r’|dT
i(r,1) .

=j(r

(5.36)

Hier haben wir in der 1. Zeile den Entwicklungssatz fiir die doppelte Rotation eingesetzt und in
der zweiten Zeile dann die Darstellung der 3d d-Funktion benutzt sowie im 1. Term der 2. Zeile
Vir — /| = =V'|r — 7| " eingesetzt. Die letzte Zeile folgt schlieflich mittels des Gaufschen
Satzes und verschwindender Stromdichte im Unendlichen. Also hebt sich der longitudinale
Anteil der Stromdichte in der Inhomogenitit der Gleichung fiir das Vektorpotential gerade
heraus

47

OA=——"j.. (5.37)

Daher kommt auch die Bezeichnung "transversale Eichung”.
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Die Coulomb-Eichung ist besonders giinstig, wenn iiberhaupt keine Quellen vorliegen p(r,t) =
0 und j(r,t) = 0. Dann verschwindet das Potential und das Vektorpotential erfiillt einfach nur
die homogene Wellengleichung

O(r,t) =0, OA(r,t)=0. (5.38)

Elektrisches Feld und Magnetfeld sind dann eindeutig durch das Vektorpotential bestimmt

E=-124},y B=VxA.

Um die Eichfunktion zu finden, nehmen wir jetzt an, dass ® und A die Coulomb-Eichung
nicht erfiillen, d.h. V - A # 0. Die gesuchten neuen Potentiale

A = A+ VA(r1), cp/:cp_%%’;t) (5.39)
sollen sie erfiillen, d.h.
V- A=0=V-A+V-(VA)=V-A+AA. (5.40)
Die gesuchte Eichfunktion A ist also eine Losung der inhomogenen Laplace-Gleichung
AA(r,t)=-V - A. (5.41)

Falls die rechte Seite verschwindet, sind also immer noch durch Losungen A der homogenen
Laplace-Gleichung Umeichungen zwischen verschiedenen Coulomb-Eichungen méglich.

5.4 FErhaltungssatze und Poynting-Vektor

5.4.1 Energiebilanz

Um die Arbeit zu berechnen, welche ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld erfihrt,
betrachten wir zunédchst die Lorentz-Kraft

1
F:q(E—i-—'va) : (5.42)
c

Hier wurde der erste Anteil von Coulomb-etabliert (1.9) und der zweite Anteil entspricht dem

Ampereschen Gesetz, vgl. Abschnitt 4.3. Wegen v = % folgt fiir eine Punktladung aber auch,
dass dr - (v x B) = 0 gilt, d.h. bei einer Verschiebung um dr leistet das magnetische Feld keine
Arbeit

dW = F -dr = qE - dr, (5.43)

da die Kraftkomponente stets senkrecht zur Geschwindigkeit v steht.
Mit der Substitution ¢ — p(r,t)d®r erhalten wir die Kraft-Dichte zur Lorentz-Kraft

f(r,t) = p(rt) (E + %’U X B) , (5.44)

und mittels Multiplikation mit v = % wird daraus eine Leistungsdichte

f(r.t)-v(r,t)=p(r,t)v- E=j(r,t) E(rt). (5.45)
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Diese ist immer noch nur durch das elektrische Feld und die Stromdichte bestimmt und be-
schreibt die Leistung welche notwendig ist, um eine Stromdichte 7 in Anwesenheit eines elektri-
schen Feldes E aufrecht zu erhalten. Die gesamte (mechanische) Leistung im Volumen V' ergibt
sich damit zu

d mech
V[;Vt :/Vj-Ed?’r. (5.46)

Jedoch gibt es durch die Kopplung zwischen elektrischer und magnetischer Feldstédrke in den
Maxwell-Gleichungen durchaus einen Beitrag des Magnetfeldes. Wir kdnnen die Maxwell-Gleichungen
benutzen um die Stromdichte zu eliminieren

c 1 oD
EFE.j=— | FE. H--F —|. A
J 4 ( (V c ot ) (5:47)
Einsetzen der Identitét
V- (ExH)=H -(VXE)—E-(VxH) (5.48)

fithrt dann auf

c 1 oD
EF.-j=—|\H - (VXE-V-(ExH)--FE - —
I T < (V (E > H) c ot )
c 1 oD 1 0B
=——V.- (ExH)-—FE-— - —H - —. 5.49
47rV (B H) A ot 4Am ot (5.49)
Die gesamte mechanische Arbeitsleistung im Volumen V' lédsst sich also darstellen als
dVVmech 1 oD 0B
= | & (ExH+E-—+H —| . .
p yym r [CV (Ex H + ET 875} (5.50)
Jetzt definiert man den Poynting-Vektor iiber
c
S=—FExH 5.51
B (5.51)
und die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes iiber
1
w:8—(E-D+B-H). (5.52)
T

Fiir lineare und isotrope homogene Medien mit konstanten elektrischen und magnetischen Per-
meabilitdten gilt offensichtlich

H. 0,B = %@(B ‘H), E-9,D= %@(E D). (5.53)

Setzen wir dies in die Arbeitsleistung ein, folgt

mech
AWy :/d37~j-E:—/d3r(a—”+v-S). (5.54)

dt ot

Da dies fiir beliebige Volumina V' erfiillt sein muss, erhalten wir eine Bilanzgleichung fiir die
Energiedichte, analog zur Kontinuitatsgleichung, das Poynting-Theorem

ow .
EJFV'S__J'E' (5.55)
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Im Unterschied zur normalen Kontinuitatsgleichung fiir die Ladungsdichte haben wir einen
Zusatzterm fiir die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Das liegt daran, dass die
Energie, welche im elektromagnetischen Feld enhalten ist, im Gegensatz zur Gesamtladung
nicht streng erhalten ist. Hingegen gilt fiir die Summe aus der gesamten Feldenergie im Volumen
v

dWwged 5 Ow
Y R i 5.56
dt /V "ot (5.56)

und der gesamten (mechanischen) Energie der Ladungstriger im Volumen V'

mech
I / d’rj - E. (5.57)
dt v

nach dem Gaufsschen Satz die Bilanzgleichung

d
- (Wpeh 4 Wield) = — D S.-dF. (5.58)

Der Term auf der rechten Seite, d.h. das Oberflichenintegral iiber den Poynting-Vektor be-
schreibt somit den Fluss von Feldenergie in das Volumen V' hinein, der Poynting-Vektor be-
schreibt eine Energie-Flussdichte. In das Poynting-Theorem und somit auch in die Bilanzglei-
chung der Gesamtenergie geht allerdings nur V - S ein. Addiert man zum Poynting-Vektor
willkiirlich eine Rotation S — S 4+ V x F'| dndert sich die Divergenz von S und die Energie-
bilanz nicht. Daher muss S # 0 nicht immer mit einem Energiestrom korrespondieren. Zum
Beispiel haben die homogenen Felder

E 0
E=l0], B=|o (5.59)
0 H

einen nicht-verschwindenden Poynting-Vektor

0
S—‘ExH=S| —EH |. (5.60)
41 47 0

Allerdings ist fiir homogene (rdumlich konstante) Felder dieser Vektor divergenzfrei V- .S = 0,
so dass kein Energiefluss durch die Oberfliche auftritt.

5.4.2 Impulsbilanz

Wir hatten den Poynting-Vektor als Energiestromflichendichte eingefiihrt, er hat jedoch auch
Relevanz fiir die Impulsbilanz. Ausgehend von der Lorenz-Kraft erhalten wir fiir die Impulsén-
derung einer Punktladung

d 1
F=—p™t—g|E+-= B) . 5.61
7P q ( + v X ) (5.61)
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Fiir mehrere Punktladungen im Volumen V, beschrieben durch Ladungsdichte p(r,t) und
Stromdichte j(r,t) berechnet sich die Anderung des Gesamtimpulses zu

d 1
dtpmeCh / (pE + —j X B) dr

1 g ODY

1 18 10B ,

== <E(V~D) X (Vx H) + — (B x D) = == xD)dr

:% <E(V-D)+H(V-B)—Bx(VxH)Jrl%(BxD)—Dx(VXE)>d3r.
™ C

(5.62)

Hier haben wir im ersten Schritt die Quellen p und 7 mittels der inhomogenen Maxwell-
Gleichungen (5.11) eliminiert, im zweiten die Zeitableitung umgeschrieben und im dritten die
homogenen Maxwell-Gleichungen ausgenutzt.

Wir betrachten im folgenden den mikroskopischen Feldimpuls mit D = E und H = B, in
Materie werden die Relationen deutlich komplizierter. Wir definieren den Feldimpuls

1
pied = 47TC/‘/(E>< B)d 7’—/ —d’r, (5.63)

was damit eine Interpretation des Poynting-Vektors als Impulsdichte zulésst. In den Gleichungen
der Impulsbilanz kénnen wir diesen auf die andere Seite bringen

d d
pr;ecth_pFeld__/ (V-E)+B(V-B)~Bx (VxB)—Ex (VxE)d

dt dt
(5.64)

Damit ist fiir die Impulshilanz gezeigt, dass nicht nur die Impulse der beteiligten Teilchen,
sondern auch der Feldimpuls in die Impulsbilanz eingeht. Um die rechte Seite dieser Gleichung
besser zu verstehen, betrachten wir zunichst den Beitrag des elektrischen Feldes und erhalten
fiir dessen i-Komponente

[E(V-E)—Ex (VxE),=E>» (0;E)~ Y euFE;j(V x E)

I
= E Z@EJ’) = D cijperon (0 E)
j jktm
= F Z (D5E;) = > (0itbim — Oim0je) E(r o)
jfm

= E; Z 0;E;) — Z E;(0Ej) + ) E;(0;E;)
J j J
_Za (E;E;) ZEE => 9 (EiEj—%(sijZEkEk> .
J k

(5.65)

Hier haben wir nur die Definition des Kreuzproduktes und die Identitét >, €;jx€omr = 6ie0jm —
dim0d;¢ benutzt. Die Berechnung der i-Komponente fiir die magnetische Induktion geht natiirlich
genauso

[B(V - B)— B x (V x B)] Za <BB 5Z-jZB,€Bk> . (5.66)
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Wir definieren dann den Maxwellscher Spannungstensor mittels
1 1
Ty = | Bl + BiBj — 50 > (ExEy+ BiBy) | - (5.67)
k

Er ist offensichtlich symmetrisch T;; = T}; und seine Spur korrespondiert zur negativen Ener-
giedichte des mikroskopischen elektromagnetischen Feldes

ZT,,_ (E-E+B-B)=—w. (5.68)

Mit diesem kénnen wir die Impulsbilanzgleichung kompakter schreiben
d mech Feld 3
o [Pt . Z O, T;dr (5.69)

Wir kénnen die rechte Seite dieser Gleichung fiir festes ¢ als Divergenz eines Vektors t; =
(Ti1, Tio, Ti3)T auffassen und den Gaufschen Satz anwenden

d

Legt man die Flidche OV in einen feldfreien Raum oder ins Unendliche (wo die Felder ver-
schwinden), verschwindet die komplette rechte Seite und man sieht, dass nur die Summe aus
dem gesamten mechanischen Impuls und dem gesamten Feldimpuls erhalten bleibt. Im allge-
meinen verschwindet der Beitrag der rechten Seite jedoch nicht, er entspricht der --Komponente
des Impulsflusses durch den Rand des Volumens V, also einer zeitlichen Anderung einer Kraft-
Fldachendichte. In Worten bedeutet dies, dass die Impulsbilanz von mechanischem Impuls, Fel-
dimpuls und den Kriften zwischen Feld und seiner Berandung immer ausgeglichen ist. Mit
dieser Sichtweise konnen wir aus dem Maxwellschen Spannungstensor den Strahlungsdruck ex-

trahieren. Man erhélt dann fiir die i-Komponente einer Kraft auf das Fliachenelement AF den
Ausdruck

—> Tyn;AF. (5.71)
J
Die Gesamtkraft normal zum Fliachenelement AF' ergibt sich damit zu
i ij

Dies ist genau die Kraft, welche elektromagnetische Strahlung (d.h. nur Feldimpuls) auf ein
geschwirztes Flachenelement ausiibt (perfekter Absorber). Elektromagnetische Strahlung kann
also nicht nur Energie, sondern auch Impuls auf Flichen iibertragen. Die Kraft pro Flichen-
einheit liefert uns den Strahlungsdruck

PStrahlung - Z U (573)

Dieser ist z.B. beobachtbar an Kometenschweifen oder auch an drehbar gelagerten Flichen im
Vakuum, welche auf der einen Seite Reflektor und auf der anderen Seite Absorber sind.
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5.5 Losungen im Vakuum

Wir hatten bereits gesehen, dass unter Wahl der Lorenz-Eichung das skalare Potential und das
Vektorpotential separate Wellengleichungen erfiillen. (Genauso ergeht es in diesem Fall auch den
Feldern. Im Vakuum gilt D = E und H = B und auferdem verschwinden die Quellen p = 0
und j = 0. Die Maxwell-Gleichungen (5.11) werden damit hochsymmetrisch

10F 10B
B=4+-—— E—-_-22
v x +c ot ’ VX c Ot
V-B=0, V-E=0. (5.74)
Bilden wir eine doppolte Rotation, ermdglicht dies, ein Feld zu eliminieren, z.B.

10 1 02

Einsetzen des Entwicklungssatzes V x (V x B) = V(V - B) — AB unter Ausnutzung der ho-
mogenen Maxwell-Gleichung liefert somit, dass die magnetische Induktion die Wellengleichung
erfiillen muss

A+——}B:DB:0. (5.76)

Eine vollig analoge Rechnung liefert genau dieselbe Gleichung fiir das elektrische Feld

A L2 g _oE—o (5.77)
c2 Ot? n o '

Dies sind komponentenweise Wellengleichungen fiir Wellen mit der Geschwindigkeit c, wie be-
reits von Maxwell richtig erkannt wurde. Solche Gleichungen werden von jeder Funktion der
Form

U(rt)=f_(k-r—wt)+ [ (k-r+ wt) (5.78)
gelost, solange fi () hinreichend oft differenzierbar sind und die Dispersionsrelation gilt
w=clk| =ck. (5.79)
Man findet sie durch direktes Einsetzen und Ausnutzen von
AV = 20" 0P = WU (5.80)

was sich einfach durch die Kettenregel ergibt.

5.5.1 Ebene Wellen

Wir betrachten zunéchst nur eine der Losungen f_(k - r — wt). Betrachtet man die Punkte
konstanten Argumentes (und damit auch konstanter Losung f_) bei der festen Zeit ¢,

o_(r.to) =k-r—wtp, (5.81)
so ist die Flache konstanter Phase (konstanter Losung) zur Zeit to gegeben durch

k- r = const. (5.82)
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Abbildung 5.2: Darstellung einer Front kon-
stanter Phase zu zwel verschiedenen Zeiten tg
und t. Die Wellenfronten propagieren in Rich-
tung des Vektors k mit Geschwindigkeit c.

Dies ist eine Ebenengleichung fiir eine Ebene senkrecht zu k. Um dieselbe Phase ¢_(7, 1) zu
einem anderen Zeitpunkt ¢ zu erhalten, muss

O_(r,ty) =k-r—wt (5.83)
gelten, also
r-k O_(rt) w, D_(rt)
7| 2 2 + 2 2 +c (5.84)

Die Ebene gekennzeichnet durch die konstante Phase ®_(r, ;) bewegt sich also mit der Pha-
sengeschwindigkeit
- d?”“ W

=— =7=c (5.85)

in die Richtung von k, was daher auch Wellenvektor oder Ausbreitungsvektor heifst, vgl.
Abb. 5.2. Vollig analog bezeichnet dann die andere Teillosung f, die Ausbreitung ebener
Wellenfronten in die entgegengesetzte Richtung —k. Wenn jetzt zusédtzlich die Funktionen
f+(k - r £ wt) periodische Funktionen sind, z.B.

Uph

Fa(r,t) = A etitRrsen (5.86)

spricht man von ebenen Wellen. Allgemein nennt man raumlich-zeitlich periodische Funktionen
eine ebene Welle, wenn die Punkte konstanter Phase eine Ebene bilden, durch die Periodizitét
hat man dann periodisch fortgesetzte Ebenen fiir eine feste Phase

Ar, -k =2mn. (5.87)

Daraus erhalten wir den Abstand zwischen zwei benachbarten Wellenfronten gleicher Phase,
die Wellenlange

_27T

A=
K|

(5.88)
Setzt man sich hingegen an den Ort r und wartet bis die Phase wieder denselben Wert erreicht,
definiert dies die Periode oder Schwingungsdauer

2
r="T, (5.89)

w
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deren Inverses die Frequenz ist

W

V= —.
2

(5.90)

Die Groke w heift dann auch Kreisfrequenz. In Kombination ergibt sich daraus fiir das
Produkt aus Frequenz und Wellenldnge

w

AU =
k|

=c. (5.91)

Diese Uberlegungen gelten fiir allgemeine Losungen der Wellengleichung. Speziell fiir das elek-
tromagnetische Feld im Vakuum setzen wir also an

E = REy®kT=0 B = RByekK Tt (5.92)

Hier werden wir im Folgenden die Einschriankung auf den Realteil immer implizit annehmen —
samtliche Felder sind natiirlich immer reell. Weiterhin sind die Wellengleichungen zwar formal
entkoppelt, jedoch miissen die Losungen immer noch die Maxwell-Gleichungen erfiillen, z.B.
impliziert V x E = —1B die Relation

/
l(k « Eo)ei(k-’l"—wt) _ iﬁBoei(k’.')"—w/t) (593)
C

fiir alle Orte und Zeiten. Daher folgt dann schon mal, dass die Argumente der Exponential-
funktionen gleich sein miissen

w=uw, k=kK. (5.94)

Auch der Vektor-Charakter erfordert dann Gleichheit der Vorfaktoren, und aus den Gleichungen
V.-E =0= V- B folgt, dass die Vektoren Eg, By und k ein Rechtssystem bilden

k-Eg=0, k-Bp=0, kxEO:%BO:]k\BO. (5.95)
Speziell betrachten wir eine Welle welche sich in z-Richtung fortpflanzt
k=ke,. (5.96)
Fiir die Felder impliziert das

E = R(E'e, + Egey)e“(kz_“t) ,
B = R(Ele, — Epeg)e 1. (5.97)

Speziell bekommen wir fiir reelle Werte EY = Ey und E)) = 0 fiir die Felder
E = Eycos(kz — wt)ey,, B = Eycos(kz — wt)e,, . (5.98)

Die mittlere Energiedichte wird damit iiber (cos?(z)) = 1 zu

<w>:8i<E.E+B-B>:iEg. (5.99)

us 8T
Sie ist also fiir eine ebene Welle (im Mittel) konstant. Der Poynting-Vektor wird wegen
c

S —
47

(E x B) (5.100)
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immer in Ausbreitungsrichtung der Welle zeigen. Daher konnen wir fiir den mittleren Poynting-
Vektor schreiben

c
4Am

c k c
~ (E-E\=Z = —
¢ )

(8) = k 8w

(E x B) = Elep = c{w) ey, (5.101)
d.h. der mittlere Energiefluss der ebenen Welle und auch der Feldimpuls verlaufen in Richtung
des Wellenvektors k, und der Betrag des mittleren Poynting-Vektors ist gegeben durch das Pro-
dukt aus Lichtgeschwindigkeit und mittlerer Energiedichte. Der Maxwellsche Spannungstensor

wird wegen E? + B? = 2FEZ cos?(kz — wt) zu

1
4y

0
T 0

—1

Ej cos*(kz — wt), (5.102)

o O O
o O O

und man kann daraus z.B. fiir einen perfekten Absorber den Strahlungsdruck berechnen.

5.5.2 Polarisation

Im allgemeinen kénnen wir jedoch die Parameter E) und E; komplex wihlen

EY = |E2|et,  EY=|E)|et ot (5.103)
so dass die Felder sich zu
|E2| cos(kz — wt + ¢) —|EY| cos(kz — wt + ¢ + 6)
E=| |E%cos(kz —wt+¢+0) |, B = |E2| cos(kz — wt + ¢) (5.104)
0 0

berechnen. Je nach dem Verhalten der relativen Phase 6 und der Amplituden E) und E) ergibt
sich ein qualitativ anderes Verhalten der Felder. Dies wird benutzt um die Wellen folgender-
mafken zu klassifizieren.

e linear polarisierte Welle:
Dieser Fall entsteht fiir 6 = 0 oder § = +m. Dann vereinfachen sich die Felder zu

) F|By|
E=| %£|EY |cos(kz—wt+9), B = |ES| | cos(kz —wt+¢), (5.105)
0

wobei das obere Vorzeichen fiir § = 0 und das untere fiir 6 = £ gilt. Man sieht, dass
sowohl elektrisches als auch magnetisches Feld in einer konstanten Ebene schwingen, vgl.
Abb. 5.3, daher der Name linear polarisiert. Die Richtung der elektrischen Feldstarke
heift dann auch Polarisationsrichtung.

e zirkular polarisierte Welle:
Dieser Fall folgt fiir 0 = +7/2 und |Ep,| = |Ey,| = E. Die Felder berechnen sich zu

cos(kz — wt + ¢) +sin(kz — wt + @)
E=F| Fsinfkz —wt+9¢) |, B=E| cos(kz—wt+ ) : (5.106)
0 0

d.h. ihre Schwingungsrichtung dndert sich mit der Zeit. Hier gilt das obere Vorzeichen fiir
d = +7/2 und das untere fiir 6 = —7/2, diese Werte korrespondieren zu verschiedenen
Drehrichtungen der Felder, vgl. Abb. 5.4.
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Abbildung 5.3: Links: Darstellung des elektrischen Feldes (rot) und der magnetischen Induk-

tion (blau) einer linear polarisierten Welle in der xy-Ebene. Der Wellenvektor k zeigt aus der

Bildebene heraus. Die Felder E und B schwingen in einer konstanten Ebene. Rechts: Volle 3d
Darstellung iiber zwei Perioden. Die elektrischen (rot) bzw. magnetischen (blau) Felder zeigen

von der z-Achse (Schnittgerade der Ebenen) zu den gezeigten Kurven.

Mathematica-Kommando:ParametricPlot3D.

e elliptisch polarisierte Welle:

Alle anderen Félle heifen elliptisch polarisiert (ohne Bild). Dies kommt daher, weil die
elektrische Feldstiarke (und auch die magnetische Induktion) auf einer Ellipse liegen, be-
schrieben durch die Gleichung

E, cosd E, 1 2 E, 2
— — ) =1 5.107
(]E0m| snd  Eo,| sin5) - (|E0x|) / (5.107)
und analog fiir die magnetische Induktion. Die Ellipse ist im Allgemeinen nicht nur ge-

streckt entlang einer der Koordinatenachsen, sondern kann auch gedreht sein. Trotzdem
kann auch dieser komplizierte allgemeine Fall auf die beiden ersten zuriickgefiihrt werden.

Jede beliebige elliptisch polarisierte Welle lasst sich aus zwei senkrecht zueinander linear
polarisierten Wellen konstruieren, dies sieht man direkt an den Feldern (5.104)

1 0
E = ’Eg‘cos(kzz—wt—l—qb) 0 —l—}Eg!cos(kz—wt—l—qﬁ—i-(S) 1],
0 0
0 —1
B =|E)|cos(kz—wt+¢) | 1 | +|E)|cos(kz—wt+¢+3)| 0 ,  (b.108)
0 0

was genau der Uberlagerung von zwei linear polarisierten Wellen in e, und e, Richtung
entspricht, vgl. (5.105).

Genauso kann man auch jede beliebige elliptisch polarisierte Welle als Uberlagerung von
rechts- und links-zirkular polarisierten Wellen geschrieben werden. Definiert man die kom-
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Abbildung 5.4: Wie Abb. 5.3, jedoch fiir verschiedene zirkular polarisierte Wellen. Der obere Fall
(0 = +m/2) heifst rechts-zirkular polarisiert und der unteres Fall (6 = —7/2) heift links-zirkular
polarisiert (rechte-Hand bzw. linke-Hand Regel mit Daumen in Richtung des Wellenvektors).
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plexwertigen Vektoren

1 :
ey = 7 (ex Liey) , (5.109)

so folgt, dass sich die urpriinglichen Basisvektoren als

1 —1

e, = —(epL +e_), e, = —(eL —e_ 5.110
\/5( + ) Yy \/5( + ) ( )
SChreiben lassen. Daraus fOlgt dann

1 ) .
Eowem + EOyey = E [(EOz — lEgy)€+ + (E()x + 1E0y)e_] . (5111)

Definieren wir fiir die Ausdriicke in runden Klammern

(Eor £ 1Ep,) = Epe™* (5.112)
mit By =/ Eg, 4+ E§, > 0 und reeller Phase ~., folgt fiir den physikalischen Realteil

E = R [E,€+i(k27Wt+’y_)e+ 4 E+€+i(kz7wt+’y+)e_}

—_
[\

= —FE_[cos(kz —wt +v_)e, —sin(kz — wt + 7_)e,]

(]

1
+ §E+ [cos(kz — wt + 71 )eqx +sin(kz — wt + 71 )ey] (5.113)

die magnetische Induktion folgt dann véllig analog. Das sind gerade zwei gegenlaufig
zirkular polarisierte Wellen, vgl. (5.106).

5.5.3 Wellenpakete
Da die homogene Wellengleichung

Of(r,t)=0 (5.114)
durch beliebige Funktionen
fa(k-r £ wit) ; w = c|k| (5.115)
geldst wird, ist eine beliebige Uberlagerung, z.B. in 1d
Folt) = / a(k) fi (k> + wt)dk (5.116)
mit einer beliebigen Gewichtsfunktion a(k) natiirlich auch eine Losung.

Speziell betrachten wir in 1d (die Verallgemeinerung auf 3d ist einfach) Uberlagerungen von
ebenen Wellen

Hy(z,t) = / b(k)el = ®D g (5.117)

mit einer Wichtungsfunktion b(k). Einsetzen in die Wellengleichung

1 2\
0= [aﬁ — gafl Hy(zt) = / b(k) (—k2 + i_?) itk g (5.118)
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zeigt, dass dabei die lineare Dispersionsrelation w(k) = ck nicht zwingend erfiillt sein muss.
Wenn die Gewichtsfunktion b(k) scharf um einen Wert ko gepeakt ist, ist es sinnvoll, den
Exponenten um diesen Wert ky herum zu entwickeln

d
w(k) = w(ke) + (k — ko) d—;: Fo = wo+ (k= ko)ug + ... (5.119)
ko
Hier haben wir die Gruppengeschwindigkeit
dw
- = 12
’Ug dk ko (5 0)

definiert. In dispersionsfreien Medien wie z.B. dem Vakuum ist wegen w = ck die Gruppen-
geschwindigkeit gleich der Phasengeschwindigkeit v, = c. Fiir die Uberlagerung der ebenen
Wellen ergibt sich gerade

Hi(Z, t) ~ /b(k)ei(koz:l:wgt)ei(k:—kg)(z:l:vgt)dk — 6i(k:oz:l:z,uot) /b(q + ko)eiq(z:tvgt)dq

= ilkozwot) frho (5 44 ¢) | (5.121)

wobei wir die Substitution ¢ = k — kg vorgenommen haben. Dies beschreibt einfach nur eine
ebene Welle mit Wellenvektor kg in z-Richtung, welche mit einer Funktion A% moduliert ist. So
eine modulierte Welle nennt man auch Wellenpaket. Diese Modulationsfunktion ist konstant
fiir z £ v,t = const, d.h. die Modulationsfunktion bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit
Ug

= Tu,. (5.122)

Die Gruppengeschwindigkeit beschreibt damit die Bewegung des Wellenpakets, wohingegen die
Phasengeschwindigkeit die Ausbreitung der ebenen Wellenfronten beschreibt.
Wir konnen das mit einer speziellen Wichtungsfunktion, der Gaufkfunktion

1 k)

= g 2% (5.123)
k

etwas genauer untersuchen. Diese hat die Breite o, und ist symmetrisch um ihr Maximum bei
ko. Das Wellenpaket berechnet sich zu (quadratisch ergénzen)

b(k)

ei(koziwot) _ (k—k8)2 .
Hi(Z,t) ~ W / e 20y, 61(k*k0)(z:|:vgt)dk
\% k

ei(koz£wot) k—ky . op 2 o2
= \/2_—71—% /eXp — |:\/_To-k — 1E<Z + ’Ugt) — 7’6(,2’ + ’Ugt)2 dk

ei(koz:l:wot) U% 5 . a]% 9
- /QWJke—T(Z:I:vgt) _ el(kUZ:tht)e_T(z:tvgt) ) (5124)

\V2moy,

Seine Breite ist also durch die inverse Breite der Wichtungsfunktion gegeben. Wieder sehen
wir, dass die Modulationsfunktion sich mit der Gruppengeschwindigkeit bewegt, wohingegen
die Phase sich mit der Phasengeschwindigkeit wy bewegt, vgl. Abb. 5.5.
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Abbildung 5.5: Propagation eines Wellenpake- g \) U v v
tes (von rot nach blau). Die Phasengeschwin- ¢ | |
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5.5.4 Kugelwellen

Eine andere wichtige Losungsklasse der allgemeinen Wellengleichung
1
Oy = <A - gaf> U =0 (5.125)

sind Kugelwellen. Dies sind radialsymmetrische Losungen der Wellengleichung ¥(r, 0, ¢,t) =
U(r,t), was den Laplace-Anteil der Wellengleichung etwas vereinfacht

1 2 1 1 . 1 1 9
A= ﬁ&n (r°0,) + = [Smeag (sin00y) + sinQQa‘b} — ﬁ&" (r°0,) . (5.126)
Die Wellengleichung lautet damit
1 1
{ﬁ&n (r*0,) — @‘ﬂ U(r,t)=0. (5.127)

Wir kénnen diese aber wieder in eine ganz normale Wellengleichung iiberfiihren, indem wir
nutzen, dass gilt

O (r,1) = 0 (rU(r,1))

1
;37« (r°0,) W(r,t) = ro2¥ + 20,9 (r,t) = 97 (r¥(r,t)) . (5.128)
Damit wird die Wellengleichung zu
1[0? 1 0
—|= - == (¥(r,t))=0. 12
o ] (v =0 (5.129)
Die transformierte Funktion
O(r,t) =rU(r,t) (5.130)
erfiillt also eine ganz normale eindimensionale Wellengleichung
0? 1 0?
— — =— | ®(r,t) =0. 5.131
s | 20 (5.131)

Deren Losungen kennen wir als ebene Wellen, so dass wir eine zweite Klasse von radialsymme-
trischen Losungen der Wellengleichung schreiben kénnen als

W(r ) = -

- [vg (kr 4+ wt) + v_(kr — wt)] , w=ck, (5.132)
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wobei vy (z) nur hinreichend oft differenzierbare Funktionen sein miissen und fiir eine feste
Frequenz die Dispersionsrelation erfiillt sein muss. Die Amplitude dieser Wellen nimmt mit dem
Radius ab, und Punkte konstanter Phase liegen jetzt auf Kugelflichen. Analog zu den ebenen

Wellen spricht man von Kugelwellen dann, wenn die Losungsfunktionen v, (z) periodisch sind,
z.B.

1 (o (o
U(r,t) = — [Apetitrret 4 g efilbr=eh] =y = k. (5.133)
r
Hier wire der Term mit A_ als auslaufende Kugelwelle und der Term mit A, als einlaufende
Kugelwelle zu interpretieren.

Setzen wir wieder elektrisches Feld und magnetische Induktion als auslaufende Kugelwellen
an

E=E, ., B=By—, (5.134)

so folgt wieder aus den Maxwell-Gleichungen (in Kugelkoordinaten), dass k£’ = k und o’ = w =
ck gelten muss, und dass weiterhin e,., F, und B senkrecht aufeinander stehen. Das geht wegen
der Winkelabhéngigkeit von e, aber nur, wenn Ey und By wiederum von den Winkeln 6 und ¢
abhéingen. Diese Abhéngigkeit sollte den radialen Charakter der Kugelwelle nicht stéren, d.h.
der Winkelanteil des Laplace-Operators sollte komponentenweise keinen zusétzlichen Beitrag
liefern

1 1

r2 |sind

Oy (sin 00y) + %8; Ey(0,¢0) =0 (5.135)
sin“ 0

und analog fiir By. Eine mogliche Losung, welche auch die Maxwell-Gleichungen respektiert,
ist

E —

cos(kr — wt)eq B =

cos(kr — wt)ey, (5.136)

rsind rsinfd

wobei « eine Konstante ist und die Dispersionsrelation w = ck erfiillt sein muss.

5.6 Losungen in Materie
Wir betrachten der Einfachheit halber hier nur lineare Medien mit
D =c¢F, uwH = B. (5.137)

Weiterhin nehmen wir an, dass in dem Medium die makroskopische Stromdichte durch das
Ohmsche Gesetz mit der elektrischen Feldstiarke verkniipft ist

Jj=okF, (5.138)

wobei . die Leitfahigkeit des Mediums ist. Jetzt kann man fiir diese vereinfachten Annahmen
durch geeignete Kombination der Maxwell-Gleichungen eine Wellengleichung fiir die elektrische
Feldstérke ableiten:
4
Vx(VxE)=-LowvxH) =-LoE-L70E
c c

c C

=V(V-E)-AE. (5.139)
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Die Divergenz der elektrischen Feldstérke konnen wir jedoch durch das Coulomb-Gesetz mit
der Ladungsdichte in Beziehung setzen, und man erhélt die inhomogene Wellengleichung

Ao,

4
TVp=AE-E9E - O,E . (5.140)
€ C

2
Eine analoge Rechnung fiir die magnetische Induktion liefert die homogene Wellengleichung

Ao,
2

0=AB-ZgB - 0,B . (5.141)
c

Betrachten wir nur die allgemeine Losung des homogenen Anteils, haben wir zusétzlich zur

normalen Wellengleichung einen Term mit einer ersten Zeitableitung, dieser fiihrt zu einer

Dampfung der Welle. Physikalisch korrespondiert diese Démpfung zu einer Umwandlung von

elektromagnetischer Feldenergie in Warme, welche im Medium dissipiert wird. Man sieht das,

wenn man z.B. die Gleichung fiir das elektrische Feld mit dem Ansatz

E(r,t) = Egelk - (5.142)

mit zundchst unbekannter Dispersionsrelation w(k) lésen mochte. Der Ansatz fithrt auf die
Gleichung

Ao,

(iw) + gaﬂ = 0. (5.143)

—k* +

c2

Auflésen nach w liefert die neue Dispersionsrelation in Medien

2mo. k A2 po?
moe. ke [, Amipo

€ E ek2c?

Wenn wir die Leitfdhigkeit vernachlissigen o, — 0, bleibt w rein reell, fiir kleine Leitfihigkeiten
ergibt sich eine Dampfung

wy = — (5.144)

ke O,
- +— — 2mi— 5.145
wa — il ( )

(5.146)

was den Brechungsindex iiber

n = ./pe (5.147)

definiert. Alternativ kénnen wir Medien mit sehr grofer Leitfahigkeit betrachten o. — oo und
finden, dass w immer imaginar wird
k2 4o,

— — ) _ = —i . 5.148
Wy 147le'c w i— ( )

Setzen wir das in den Ansatz ein, sieht man, dass die Welle im Medium sofort gedampft wird.
Ein analoger Ansatz der Form E o ekr+w(®)) hitte auch die Dampfung ergeben. Das er-
klart, warum gute Leiter (wie z.B. Metalle) nicht transparent sind. Fiir alle realistischen Werte
dazwischen héngt das Verhalten der Welle vom Wellenvektor k ab, es ergibt sich jedoch eine

Dampfung der Welle im Medium.
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5.7 Kovariante Formulierung

Elektromagnetische Wellen breiten sich laut Maxwell-Gleichungen mit Lichtgeschwindigkeit
aus, d.h. relativistische Effekte sind fiir eine umfassende Behandlung der Maxwell-Gleichung
wichtig. Das lédsst sich auch an folgendem Gedankenexperiment verdeutlichen: Wir betrachten
eine Punktladung ¢, welche am Ursprung des ihr zugeordneten Koordinatensystems K ruht.
Ein relativ zur Punktladung ruhender Beobachter am Orte r wiirde also das elektrische Feld
einer Punktladung messen. Wenn nun der Beobachter mit der konstanten Geschwindigkeit v
den Raum durchquert, wiirde man naiv einfach r durch seine zeitabhingige Position ersetzen
r — 1o + vt und daraus schlussfolgern, dass der bewegte Beobachter einfach ein zeitabhingi-
ges elektrisches Feld E(7(t)) messen miisste. Wir konnen jedoch einfach auch den Standpunkt
wechseln und in das Koordinatensystem gehen, in welchem der Beobachter am Ursprung ruht.
In diesem Koordinatensystem bewegt sich die Punktladung mit Geschwindigkeit —v und ist am
Ort ' = —ro—wt, was man durch eine Stromdichte j(r’) = ¢d(r'+ro+vt)(—v) darstellen wiir-
de. Nach dem Gesetz von Biot-Savart wiirde also ein Magnetfeld am Orte des Beobachters zu
erwarten sein. Welche Sichtweise ist richtig? Leider verletzen beide Szenarien die Grundannah-
men der Elektrostatik bzw. Magnetostatik. Wir miissten die kompletten Maxwell-Gleichungen
im Ruhesystem des Beobachters 16sen, z.B. in Lorentz-Eichung die Wellengleichungen (5.26)
fiir das skalare Potential ® und das Vektorpotential A und dann daraus die Felder bestimmen.
Man wiirde dann sehen, dass sowohl ein elektrisches als auch ein magnetisches Feld auftritt, und
dass die relative Geschwindigkeit zwischen Beobachter und Punktladung in die Beschreibung
eingeht. Allgemein transformieren sich elektrische und magnetische Felder ineinander unter
Lorentz-Transformationen, was besonders klar ersichtlich wird durch eine sogenannte kovarian-
te Darstellung der Maxwell-Gleichungen.

5.7.1 Inertialsysteme und Galilei-Transformation

Ein wesentliches Grundelement der speziellen Relativitétstheorie ist das Studium von Grundge-
setzen bei Koordinatentransformationen zwischen zwei Koordinatensystemen K und K’, welche
sich gleichformig (d.h. nicht beschleunigt) bewegen. Solche Koordinatensysteme heifen auch
Inertialsysteme.

Speziell betrachten wir zwei willkiirlich gewéhlte Koordinatensysteme K und K’, und K’
soll sich in K" mit der Geschwindigkeit v bewegen. Nehmen wir an, dass zum Zeitpunkt ¢t = 0
beide Inertialsysteme um den Vektor Ry im System K verschoben sind liegt der Ursprung von
K’ im Koordinatensystem von K bei

R= Ry + vt (5.149)

Wenn wir Koordinaten vom einen Inertialsystem in das andere umrechnen wollen, miissen wir
also diesen Differenzvektor hinzuaddieren » = R + 7’ bzw. die Koordinaten in K’ ergeben sich
aus den Koordinaten in K iiber

r"=r— Ry—vt. (5.150)
Insbesondere ist die Zeit in beiden Koordinatensystemen als gleich angenommen
t'=t, (5.151)

d.h. in dieser Vorstellung wird sie fundamental anders wahrgenommen als der Raum (absolute
Zeit). Selbst wenn in verschiedenen Koordinatensystemen verschiedene Uhrzeiten gelten, hitte
man t' = t+ At, d.h. die rdumlichen und zeitlichen Transformationsgleichungen mischen rdum-
liche und zeitliche Koordinaten nicht. Solche Koordinaten-Transformationen heifenGalilei-
Transformation.
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Abbildung 5.6:  Abbildung des Michelson-
Experiments ohne Relativbewegung zum

Spiegel

Ather. Ein einfallender Lichtstrahl wird von ﬂalbdurchléssiger
einem halbdurchlissigen Spiegel aufgespalten, £ . |
die Teilstrahlen (rot und blau) laufen zu | jcht 2 pIEgE

separaten Spiegeln (schwarz) die Strecken ¢, )
bzw. {5 und werden dann am halbdurchlissigen > Splegel
Spiegel wieder vereint. Auf dem Schirm (griin) 61

ergibt sich ein Interferenzmuster, abhingig von
den Laufzeitunterschieden der Teilstrahlen. Die

Wege von der Quelle zum halbdurchlissigen I
Spiegel und von diesem zum Schirm sind fiir Schirm mit
beide Teilstrahlen gleich. Interferenzmuster

Die Koordinaten konnen z.B. die Trajektorie eines Massepunktes r(t) in K bzw. v/(¢) in K’
beschreiben. Dann gilt fiir die zeitlichen Ableitungen

r=r—v, =%, (5.152)

d.h. zur Geschwindigkeit muss einfach die Relativ-Geschwindigkeit der Koordinatensysteme
hinzuaddiert werden. Die Beschleunigung a = r’ wére also unter Galilei-Transformationen die
gleiche. Entsprechend bezeichnet man das Newton-sche Gesetz

F = mi (5.153)

als Galilei-Invariant, denn es hat in beiden Koordinatensystemen dieselbe Form.

5.7.2 Michelson-Versuch und Lorentz-Transformation

Wie bereits angedeutet, nahm man in der klassischen Physik an, dass sich Lichtwellen auch
durch ein Medium, den sogenannten Ather, ausbreiten wiirden. Der Ather wurde als ruhend
betrachtet, und es wurde angenommen, dass im Inertialsystem des Athers das Licht sich mit
der Lichtgeschwindigkeit ¢ fortpflanzen wiirde. Nach dieser Theorie wiirde ein Beobachter mit
Geschwindigkeit v in Richtung des Lichtstrahls diesem eine reduzierte Geschwindigkeit ¢ — v
zuweisen bzw. ein entgegengesetzt bewegter Beobachter die Geschwindigkeit ¢ + v. Es gibt in
dieser Sichtweise keine theoretische Grenze fiir die maximale Geschwindigkeit, d.h. man kdnnte
analog zum Uberschallknall das Licht im Ather iiberholen.

Zur Uberpriifung dieser Theorie wurde 1881 in Potsdam und 1887 in den USA das sog.
Michelson-Morley-Experiment durchgefiihrt. Es bestand aus einer drehbar gelagerten Appara-
tur, welche ein Interferometer aus zwei reflektierenden Spiegeln und einem halbdurchléssigen
Spiegel war, vgl. Abb. 5.6. Die grundlegende Uberlegung war, dass wenn der Ather ein absolut
ruhendes Medium ist und die Erde sich mit der Geschwindigkeit v ~ 30km/s durch dieses
Medium bewegt, ein Geschwindigkeits-abhingiger Laufzeitunterschied des Lichtes in longitudi-
naler und transversaler Richtung zur Erdgeschwindigkeit messbar sein sollte. Dies liegt daran,
dass sich die Strecke in transversaler Richtung bei endlichen Relativgeschwindigkeiten v anders
verhélt als die Weglénge in longitudinaler Richtung, vgl. Abb. 5.7. Dies dndert das Interferenz-
muster auf dem Schirm im Vergleich zum Fall v = 0. Wenn man also die Apparatur dreht, sollte
sich das Interferenzmuster abhingig vom Einstellwinkel &ndern, da sich ja die longitudinalen
und transversalen Anteile der Geschwindigkeit relativ zum Ather dndern. Weder Michelson
noch Morley noch sonst jemand nach ihnen hat im Rahmen der Messunsicherheiten eine Ande-
rung der Interferenzmuster nachweisen konnen (die Messfehler waren 1881 bei Michelson noch
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Uy

Abbildung 5.7: Strahlengéinge im Michelson-
Interferometer bei paralleler Ausrichtung zur

> Relativgeschwindigkeit zum Ather. Wenn sich
die Apparatur mit Geschwindigkeit v bewegt
(iibertriebene Darstellung), &ndert sich die
Weglange fiir den Strahl in transversaler Rich-
tung (rot) anders als die in longitudinaler Rich-
tung (blau), es ergibt sich ein anderes Interfe-
renzmuster als fiir v = 0.

ziemlich gro). Damit war die Ather-Theorie widerlegt, Licht braucht kein Medium um sich
auszubreiten. Dies veranlasste Einstein zu folgendem Postulat:

Die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist in allen Inertialsystemen konstant.

Diese scheinbar einfache Aussage hat tiefgreifende Konsequenzen, z.B. ist sie nicht mit der
Galilei-Transformation kompatibel. Die Wellengleichung, welche wir in der Elektrodynamik
ableiten (der Einfachheit halber nur in einer raumlichen Dimension)

{aﬁ - 0—1263} ®(z,t) =0 (5.154)

ist auch nicht Galilei-invariant: Aus 2’ = x — vt und ¢’ = ¢ folgt 0, = 9,y und 0; = Oy — VO,
(Kettenregel) und somit transformiert sich die Wellengleichung auf

U2 21) 1 !4l
[(1 - 5) O + —5 0wy — gat%} ®(, ') =0. (5.155)

Um eine bessere Transformation zu finden, gehen wir — der Einfachheit halber in einer
rdumlichen Dimension — von drei Annahmen aus

e Die neue Transformation soll Ort und Zeit mischen, und wir suchen eine lineare Trans-
formation

2’ = ax + fBet, ct' =y + dct . (5.156)

Hier sind die dimensionslosen Koeffizienten &, 3, 7, 6 von der Geschwindigkeit v abhiingig,
und Korrespondenz mit der Galilei-Transformation erfordert, dass die Gleichungen

71}1_1}(1)04:12}}1_&1((1)(5, }}%ﬁzozll_r)%’y (5.157)

gelten miissen.

e Weiterhin soll die Transformation die Wellengleichung invariant lassen — aufbauend auf
Einsteins Postulat der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

1 1
0% — C—Qa,? =02 — 6—283, : (5.158)

e Der Ursprung des Koordinatensystems K’ soll sich in K mit der Geschwindigkeit v be-
wegen, d.h. wir haben fiir 2/ =0

0 = avt + Bt (5.159)

was es ermoglicht, einen Parameter zu eliminieren.
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Um diese Bedingungen umzusetzen, nutzen wir die Kettenregel
0y = GOy + L0y, 0, = Bcdy + 50y . (5.160)
c

Einsetzen in die Wellengleichung liefert, dass die Koeffizienten folgende Gleichungen erfiillen
miissen

at—p2=1, ay—B6=0, 72— 6% =—1. (5.161)

Es gibt mehrere Losungen dieser Gleichung und (5.159), jedoch erfiillt nur eine davon die
Korrespondenz mit der Galilei-Transformation

1 o v
) Y= B = - = .
v2 v2
V- & V@
Die Erweiterung auf drei Raumdimensionen besteht dann einfach darin, das Koordinatensystem
so zu legen, dass die transformierte Achse in Richtung der Relativgeschwindigkeit liegt, also in
xz-Richtung, und die transversalen Komponenten nicht zu transformieren, denn dies ldsst die
Wellengleichung ebenfalls invariant.
Zusammenfassend ergibt sich die Lorentz-Transformation fiir Relativgeschwindigkeiten
V= Ve,

a=06= (5.162)

y - B 1 3 v
' = et = pyr, 7= —F—, =,
\/1_752 C
a' =z — Byt
Y=y
Y=z, (5.163)

mit dem Lorentz-Kontraktionsfaktor v > 1 und der relativen Geschwindigkeit zwischen den
Inertialsystemen —1 < < 1. Dies wird als Matrix geschrieben

ct’ v =By 0 0 ct ct
2 | | =By v 00 r | x
s 1=l o 0 1o =0 (5.164)
2! 0 0 01 z z

Die Fille fiir Relativgeschwindigkeiten in andere Richtungen sind direkt zu erschliefsen: Die
transversalen Koordinaten transformieren sich nicht, nur die longitudinale Koordinate und die
Zeit transformieren sich unter Lorentz-Transformationen ineinander. Alternativ kann man die
allgemeine Lorentz-Transformation durch Kombination von Drehungen und der oben ange-
gebenen Transformation ableiten: Dann dreht man einfach das Koordinatensystem so, dass
die Relativ-Bewegung in xz-Richtung erfolgt, wendet dann die Lorentz-Transformation an, und
zuletzt dreht man das Koordinatensystem wieder zuriick. Fiir kleine Geschwindigkeiten im
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit v < ¢ féllt die Lorentz-Transformation auf die Galilei-
Transformation zuriick, jedoch sieht man auch, dass die v-Faktoren bei v = ¢ divergieren.
Offensichtlich ist die Determinate der Transformationsmatrix gerade Eins, so dass die Lorentz-
Transformation analog zu Drehungen zu behandeln ist. Der Unterschied ist aber, dass die Matrix
nicht orthogonal ist, weswegen in diesem verallgemeinerten Minkowki-Raum, welcher Raum
und Zeit gleichwertig behandelt, ein anderes Skalarprodukt benutzt wird. Oft benutzt man zur
Visualisierung der Lorentz-Transformation auch ein Minkowski-Diagramm, vgl. Abb. 5.8.
Zuletzt sei noch angemerkt, dass die Lorentz-Transformationen eine Gruppe bilden, d.h. durch
Verkettung zweier Lorentz-Transformationen (Matrix-Matrix-Multiplikation) erhdlt man eine
weitere, die Transformationen K — K’ und K’ — K” werden damit zu K — K”.
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ct

ct'

Abbildung 5.8: Darstellung eines Minkowski-
Diagramms fiir y = z = 0. Ein Punkt im Dia-
gramm entspricht einem Ereignis in der Raum-
zeit. Da die maximal erreichbare Geschwin-
digkeit die Lichtgeschwindigkeit ist, trennt der
Lichtkegel (rot) die Raumzeit in zwei Bereiche,
und nur fiir zeitartige Vierervektoren (c*t* >
22 + 1%+ 2?%) konnen zwei Ereignisse kausal mit-
einander verbunden sein. Die gedrehten Ach-
sen (blau) stellen den Effekt einer Lorentz-
Transformation dar. Die rote Kurve entspricht
der Weltlinie eines bewegten Objektes. Quelle:
angepasst aus WikiPedia.

5.7.3 Beispiele: Langenkontraktion und Zeitdilatation

Wir betrachten einen starren Stab, der in K in Ruhe ist und lings zur x-Achse liegt mit Lange
¢ = x5 — x;. Ein bewegter Beobachter misst nun zum gleichen Zeitpunkt ¢’ = ¢ = t}, die Orte
z) und x4, d.h. Anfang und Ende des Stabes. Die korrespondierenden Zeiten im System K
sind nicht gleich ¢; # 5. Die zwei Ereignisse (Messung des Anfangs und des Endes vom Stab)
korrespondieren zu zwei Transformationsgleichungen i € {1,2}

cty = yet; — By,  wp=yw — Bycti, (5.165)

und man erhalt nach Elimination
xy— 1) =1 —B%(xg — 1) < X9 — 17, (5.166)

d.h. der Stab erscheint dem gleichférmig bewegten Beobachter um den Faktor /1 — 2 =1/~
verkiirzt, was als relativistische Lingenkontraktion bekannt ist.

Ein anderes Beispiel ist die relativistische Zeit-Dilatation. Hier betrachtet man zwei im
System K nacheinander folgende Ereignisse, z.B. das Aussenden von Lichtpulsen bei t; < t,
vom gleichen Orte x; = x5. Ein gegeniiber K bewegter Beobachter erfasst diese Signale zu
verschiedenen Zeiten (und Orten, Evaluation der Transformationsgleichungen ergibt xf, — 2 =
—[Byc(ty —11)), so dass sich fiir die Differenz der beiden Zeiten im bewegten Koordinatensystem

K’ ergibt
c(ty —t7) = vc(ta — t) > c(ta — 1) (5.167)

Die Abfolge der Ereignisse 1 und 2 im Bezugssystem K erscheint also im System K’ verlangsamt,
man spricht daher auch von relativistischer Zeitdilatation. Dies kann direkt beobachtet werden
an m-Mesonen, welche durch kosmische Protonen in der oberen Atmosphére entstehen konnen
(in ca. 30 km Hohe). Diese zerfallen jedoch in ihrem Ruhesystem weiter in ein Myon und ein
Neutrino, dieser Prozess hat eine Halbwertszeit von dt ~ 2 - 1075s. Selbst wenn die Mesonen
mit Lichtgeschwindigkeit unterwegs wiren, wire daher nach Galilei-Transformation nach ca.
600m Flugstrecke nur noch die Halfte der m-Mesonen vorhanden. Da die Mesonen sich jedoch
mit § ~ 0.9998 relativistisch bewegen, erscheint die Zeit zwischen Threr Erzeugung und ihrem
Zerfall jeweils durch den relativistischen ~-Faktor gedehnt, und man erhélt einen Faktor von
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~v = 50. Das bedeutet, das erst nach ca. 30 km die Hilfte der Mesonen zerfallen sind und es
erklart, warum die Mesonen auf der Erdoberfliche detektiert werden kénnen. Natiirlich konnen
diese Fragestellungen auch umgekehrt werden, da die Inertialsysteme gleichberechtigt sind. So
erscheint dem Meson die Strecke vom Ort seiner Erzeugung bis zur Erdoberfliche um den Faktor
50 verkiirzt, im Resultat ist es ihm auch moglich die Erdoberfliche in seiner Lebensspanne zu
erreichen.

5.7.4 Vierervektoren

Mathematisch hat die Lorentz-Transformation die Eigenschaften einer Drehung, denn ihre De-
terminante ist Eins. Sie ldsst jedoch nicht ein normales Skalarprodukt invariant, sondern ein
indefinites, welches wir ndher beleuchten wollen. Der Konvention folgend, nutzen wir die Ein-
steinsche Summenkonvention: Uber identische — oben und unten geschriebene — Indizes
wird automatisch summiert. Wir fassen die Zeit und die Ortskoordinaten zu einem Vierervek-
tor zusammen, dessen Komponenten in der Regel mit griechischen Indizes, z.B. p € {0,1,2,3}
bezeichnet werden.

Es gibt kontravariante Vierervektoren, gekennzeichnet durch hochgestellte Indizes, wie
z.B. den kontravarianten Orts-Vierervektor

ct w=0
ot = 9; Zi; (5.168)
z ©w=3

und kovariante Vierervektoren, gekennzeichnet durch tiefgestellte Indizes, wie den kovari-
anten Orts-Vierervektor

ct w=20

) = pw=1
x, = Ly 0=2 (5.169)

—z =3

Kovariante und kontravariante Vierervektoren werden durch Anwendung des metrischen Ten-
sors ineinander {iberfiihrt

T, = N’ =y, . (5.170)

Als Matrix schreibt sich der metrische Tensor als

+1 0 0 O
, 0 -1 0 0
0o o0 0 -1

und es gilt 7, = n*”. Hier gibt es verschiedene Konventionen in der Literatur, z.B. n — —n und
oft wird die Zeit auch als vierte Komponente der Vierervektoren geschrieben. Andere Formu-
lierungen der Speziellen Relativitdtstheorie nutzen die imagindre Einheit, um das unterschied-
liche Vorzeichen der Raum- und Zeitkoordinaten im Skalarprodukt des Minkowski-Raumes zu
generieren. Man definiert im Minkowski-Raum ein indefinites Skalarprodukt (Summenkon-
vention beachten)

x - g = nuyajMyV = xﬂyu = xuyﬂ . <5172>
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Im Unterschied zum normalen Skalarprodukt induziert dieses keine Norm, d.h. wir kdnnen
x,o" < 0 haben. Ein Vierervektor x# wird mit einem Ereignis in der Raumzeit assoziiert, und
man sieht, dass das Produkt eines kovarianten und eines kontravarianten Raumzeit-Vierervektors
invariant unter Lorentz-Transformationen ist

z,0t = — 2 -y — 2 (5.173)
Eine Lorentz-Transformation 14sst sich dann fiir kontravariante Vierervektoren schreiben als
2" = A a” (5.174)

wobei A gerade die Lorentz-Transformationsmatrix in (5.164) ist. Fiir die Transformation ko-
varianter Vierervektoren benutzen wir den metrischen Tensor

T = NopNyn T = AT, (5.175)

Analog zu Drehungen, welche das Skalarprodukt im euklidischen Raum invariant lassen,
ist das indefinite Skalarprodukt zwischen kovarianten und kontravarianten Vierervektoren auch
invariant zu Lorentz-Transformationen

"o

'y = 0wy = nu N A 2Ty = A, Nyt = eyt =y (5.176)

Dies kommt, weil innerhalb der speziellen Relativitétstheorie fiir Lorentz-Transformationen gilt

Nuw NGNS = N - (5.177)
In der Tat finden wir
v =By 0 0 +1 0 0 0 vy =By 0 0
-6y v 00 0O -1 0 O -6y v 00
0 0 10 0O 0 -1 o0 0 0 1 0
0 0 01 O 0 0 -1 0 0 01
+1 0 O
0O -1 0 O
= 0 0 -1 0 (5.178)
0 0 0 -1

Wenn man also einen Vierervektor gefunden hat, ist sein Skalarprodukt unter Lorentz-Transformationen
eine Invariante. Wir geben hier nur bekannte Lésungen an, fiir tiefergehende Behandlungen sei
auf Vorlesungen zur Relativitdtstheorie verwiesen.
Um eine Vierergeschwindigkeit einzufiihren, kénnte man probieren, den Raumzeit-Viervektor
nach der Zeit zu differenzieren. Jedoch wire das Resultat kein Vierervektor mehr, denn die Zeit
andert sich ja unter Lorentz-Transformationen, so dass (0,2")(0,x,) z.B. keine Invariante mehr
ist. Um diese Zeitdilatation zu kompensieren, definiert man die sogenannte Eigenzeit

1 2 2 2
dr = \/dm“dx = \/dﬁ L (5.179)

c? c?

wobei 8 = 1)6_2’0 Anschaulich ist die Eigenzeit d7 die Zeit, welche im bewegten System, welches
sich relativ zum Laborsystem (mit Zeitinkrement dt) mit Geschwindigkeit v bewegt, gemessen
wird. Die kontravariante Vierergeschwindigkeit wird definiert als v* = da# /dT = ~ydx* /dt, man
erhalt

(5.180)

I
W~ o

-2
>4
8
TETET
I
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wobei v = [1 — v%/c?]7'/2 und v; = dx;/dt, die kovariante Form erhélt man durch Indexziehen

v, = 1,,v". Die dazu gehorige Lorentz-Invariante ist
v, =2, (5.181)

was nur die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in jedem Inertialsystem ausdriickt. Wenn man
die Geschwindigkeit vom Koordinatensystem K in das Koordinatensystem K’ umrechnen méch-
te, wendet man entsprechend die Lorentz-Transformation auf den Vierervektor der Geschwin-
digkeiten an. Dies kann man z.B. nutzen um das Additionstheorem der Geschwindigkeiten
abzuleiten.

Der kontravariante Vierer-Impuls eines Teilchens mit der Ruhemasse mg wird eingefiihrt als
P = mout

Ymgoc uw=20 % o ou=0
: =1 : =
P = YMoUy M ., = Pz ' H B ; : (5.182)
YMoVy M= Dy * K=
YMoU, w=3 P, 1 op=3

und die kovariante Version wird wieder durch den metrischen Tensor bestimmt p, = 7,.p",
welcher effektiv nur das Vorzeichen der drei rdumlichen Komponenten dndert. Hier haben wir
die effektive Masse m = ymg eingefiihrt und dann die konventionelle Definition des Impulses
p = mw eingesetzt. Dass die 0-Komponente als Gesamtenergie £ = mc? = ymoc® = moc? + T,
zusammengesetzt aus Ruheenergie moc® und kinetischer Energie T, interpretiert wird, ist ein
zentrales Resultat der speziellen Relativititstheorie, welches wir hier nur angeben. Man kann es
erhalten aus der Betrachtung der Arbeit, welche nétig ist, ein Teilchen auf die Geschwindigkeit
v zu beschleunigen. Das Skalarprodukt zwischen kovarianten und kontravarianten Viererimpuls
ist eine Lorentz-Invariante, d.h.

E? 2 2
pupt = = p-p=mic, (5.183)

wobei die rechte Seite folgt wenn man den Grenzfall verschwindenden Dreierimpulses betrachtet,
so dass Ey = moc? die Ruheenergie und mg die Ruhemasse des Teilchens darstellt. Umstellen
nach der Gesamtenergie liefert die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

E? =mict +Pp-p=mict + Fymiv - v. (5.184)

Man sieht, dass die Energie divergiert fiir v — ¢, da die v-Faktoren divergieren. Ein Teilchen
mit endlicher Ruhemasse mg kann daher nicht auf Lichtgeschwindigkeit beschleunigt werden.
Umgekehrt kann man fiir kleine Geschwindigkeiten die Ruheenergie abziehen und erhélt

1 1
E — myc? = moc? [\/ 1+ 5242 — 1] = moc? [1 + 562 +0{B*} -1| = §mgv2 + 0{B*},
(5.185)

was die bekannte nichtrelativistische kinetische Energie reproduziert.

5.7.5 Kovariante Notation der Elektrodynamik

Die einfache aber effektive Idee ist, simtliche Grofen durch Vierervektoren auszudriicken.
Lorentz-Skalare bilden dann automatisch Invarianten iiber Lorentz-Transformationen. Vierer-
Vektoren konnen ganz normal mittels der Lorentz-Transformation in verschiedene Koordina-
tensysteme iiberfithrt werden.
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Wir definieren zunéchst die kovariante Vierer-Ableitung aus der Ableitung nach dem
kontravarianten Vierer-Ort

%(2 M:O
0 0 pw=1
_ 0 _ ] 0 1
O =5 5 i w2 (5.186)

Die kontravariante Ableitung erhilt man wieder durch Index-Ziehen 0" = n**0,. Offensichtlich
gilt

1
9,0" = 6—233 ~A=-0. (5.187)

Die Wellengleichung im Vakuum ist immer die gleiche, unabhéngig vom Inertialsystem, damit
ist also auch die Lichtgeschwindigkeit in jedem Inertialsystem konstant. Offensichtlich ist auch
0,x" = +4 eine Invariante.

Fiir einen bewegten Beobachter transformieren sich Ladungs- und Stromdichten ineinander.
Die kontravariante Vierer-Stromdichte erhilt man also durch Zusammenfassen von Ladungs-
dichte und Stromdichte

cp  u=20
= ;Z‘ Z _ ; (5.188)
Je b p=3
Dann kodiert die Lorentz-Invariante 0, j gerade die Kontinuitétsgleichung
0=0,j". (5.189)
Das kontravariante Vierer-Potential wird definiert durch
o : u=0
Al = ﬁz Z _ ; (5.190)
A, ¢ p=3
Die Lorentz-Invariante d,A" kodiert dann gerade die Lorenz-Eichung
0,A" =0. (5.191)

Diese gilt also, wenn einmal etabliert, in jedem Inertialsystem. In dieser Eichung entkoppeln
ja die Gleichungen fiir das skalare Potential ® und das Vektorpotential A, vgl. (5.26). Wir
schreiben diese Gleichungen jetzt Lorentz-kovarianter Notation kompakt

4
0,0" At = i (5.192)
c
wobei der Differentialoperator 9,0” = —0O auf alle Komponenten p separat wirkt (Summen-

konvention beachten). Damit haben wir im Prinzip schon die Maxwell-Gleichungen kovariant
notiert, allerdings nur fiir eine spezielle Wahl der Lorenz-Eichung. Die Felder sind jedoch da-
durch schon eindeutig bestimmt.

Ausgehend von den Potentialen erhalten wir diese iiber die Relation

E—-Vo-10A4, B-VxA. (5.193)
C
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Definieren wir einen antisymmetrischen Feldstirketensor
Fr = 09rAY — 0V A* | (5.194)

so folgt, dass dieser Tensor die elektrischen und magnetischen Felder enthélt, z.B. finden wir
fiir die 12-Komponente und die 03-Komponente (Kontravarianz von 0 beachten)

F?=9'A* - *°A' = -0,A, + 0,A, = —B.,
1
F® =04 - A = +-0,A, + 0,9 = —E,. (5.195)
c
Allgemein wird der kontravariante Feldstirketensor zu

0 -E, -E, —E.

kontra) __ _'_Ew 0 _Bz +By
+E., -B, +B, 0
Der entsprechende kovariante Tensor ergibt sich durch Index-Ziehen zu F,, = 1,1, F°",

bei ihm wechselt das Vorzeichen der elektrischen Feldstirke. An der Definition des Feldstér-
ketensors (5.194) sieht man auch sofort die Eichinvarianz unter Transformationen der Form
A® — A% + 0°A. Da dieser Tensor 2. Stufe aus kontravarianten Tensoren 1. Stufe in (5.194)
zusammengesetzt ist, konnen wir direkt sein Verhalten unter Lorentz-Transformationen be-
rechnen, d.h. fiir einen gleichférmig bewegten Beobachter transformieren sich elektrische und
magnetische Felder ineinander. Die Maxwell-Gleichungen in kovarianter Formulierung
sind mit diesen Definitionen leicht hinzuschreiben, insbesondere finden wir

4
O o = 138 QA pw L g g grEvA =, (5.197)
C

Die erste dieser Gleichungen kodiert die vier inhomogenen Maxwell-Gleichungen V - E = 47p
und V x B — %@E = 47”3'. Sie ist sofort ersichtlich bei Coulomb-Eichung, jedoch ist der Feld-
stdrketensor invariant gegeniiber Eichtransformationen. Die zweite Gleichung kodiert die vier
homogenen Gleichungen V-B = 0 und V x E + %@B = 0 (Gleichungen mit zyklischen Vertau-
schungen der Indizes sind redundant und alle Indizes miissen verschieden sein). Sie folgt schon
aus der Antisymmetrie des Feldstdrketensors, und durch Schreiben der Felder als Ableitungen
von Potentialen waren die homogenen Maxwellgleichungen ja sowieso schon erfiillt.

Der Vorteil einer kovarianten Darstellung liegt darin, dass einerseits die mikroskopischen
Gleichungen einfacher und symmetrischer werden und andererseits spiegelt sie die Kovarianz
der Gleichungen gegeniiber Lorentz-Transformationen wieder, diese ist in der urspriinglichen
Form der Gleichungen nicht klar ersichtlich. Wir kénnen das ausnutzen, indem wir z.B. die
Losung fiir die Potentiale in einem Bezugssystem ausrechnen (wo z.B. aufgrund einer ruhenden
Ladungsverteilung die Elektrostatik anwendbar ist) und diese dann in ein bewegtes Bezugssys-
tem transformieren.

Wir definieren kurz und ohne Ableitung auch den Energie-Impuls-Tensor

1 1
TH = — |F"no F7 — =" Fog F7| 5.198
. TIx 477 ( )
Dieser ist symmetrisch 7" = T"* und die entsprechenden kovarianten Formen des Feld-

starketensors konnen durch Index-Ziehen mit dem metrischen Tensor erzeugt werden, z.B.
Fro = NN F*. Flir den Kraftdichte-Vierervektor gilt dann

fr =0, . (5.199)
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Die explizite Form des Energie-Impuls-Tensors ist

w o Sy/e Sy/e S./c
Sx/C =Ty Ty —Ti3
Sy/C =Ty =T —To3 ’
Sz/C =131 —T3 —1T33

(T = (5.200)

wobei w die Energiedichte (5.52) des elektromagnetischen Feldes, S der Poynting-Vektor (5.51),
und T;; der Maxwellsche Spannungstensor (5.67) — jeweils mit B = H und D = E - sind. Er
fasst also Energiedichte und Impulsflussdichte sowie die entsprechenden Randbedingungen des
Maxwellschen Spannungstensors zusammen.
Die Lorentz-Kraft 1isst sich mit der Eigenzeit dr = v~ 'dt schreiben als
dv* ¢
— = =F",, 5.201
T T ( )

d.h. wir erhalten sie aus dem Feldstarketensor und der kovarianten Vierergeschwindigkeit. Ein-
setzen liefert fiir © = 0 die Relation

d

%(wmog) =qF v, (5.202)
was bedeutet, dass die Leistung, welche die kinetische Energie des Teilchens dndert, gerade
durch das elektrische Feld erbracht wird, vgl. Abschnitt 5.4.1. Fiir p € {1,2,3} erhalten wir
gerade

i(ymofv) =qF + Ty x B, (5.203)
dt c

wobei die rechte Seite gerade die bekannte Lorentz-Kraft liefert. Die Kovarianz der Gleichung
impliziert, dass diese auch relativistisch richtig ist. Jedoch muss die linke Seite neu intepretiert
werden, hier steht jetzt die Zeitableitung des Vierer-Impulses, d.h. die Zunahme der effektiven
Masse muss beriicksichtigt werden.

5.7.6 Transformation der Felder

Eine Moglichkeit, das Transformationsverhalten der Felder zu berechnen wire iiber die Trans-
formation der Potentiale. Im bewegten Koordinatensystem erhalten wir einfach fiir das kontra-
variante Viererpotential

AT = A" AV (5.204)

Schreiben wir die Komponenten explizit, bedeutet dies einfach wenn sich z.B. K’ in K mit
v = ve, bewegt

o’ v =By 0 0 o
A, | | =By v 00 A,
A=l 0 0 1ol Al (5.205)
A 0 0 01 A,

Der Vierervektor A* héngt natiirlich noch von den Koordinaten in K ab, diese miissen auch
durch die Koordinaten in K’ ausgedriickt werden, so dass dann iiber

F'™ =" A" — 9" A" (5.206)
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schlieflich die Felder in K’ ausgerechnet werden konnen.
Wir konnen aber das Transformationsverhalten der Felder auch direkt ableiten aus

FIH — AT _ gl AT — A’j,a"A”ﬁA” . AVUaUAl;AH _ A}J&AVH (aaAn . aﬁAa)
= AEAYFR (5:207)

Das ist einfach nur eine Matrix-Multiplikation mit der Lorentz-Transformation von links und
von rechts an den Feldstérketensor, z.B. fiir v = ve, erhélt man daraus die Transformation der
Felder iiber

0 -E. —E, —E,
+E, 0 -B. +B,
+E, +B, 0 -B,
+E. —B, +B, 0

vy =By 00 0 -E, —-E, —E. vy =By 00
—By v 00 +E, 0 =B, +B, —By v 00 (5.208)
0 0 10 +E, +B. 0 —B, 0 0 10 ’
0 0 01 +E, -B, +B, 0 0 0 01
Auswerten der Matrix-Matrix-Multiplikation liefert die Beziehungen
Eg/g = E:c ) EZIJ = ﬁYEy - ﬁﬁ)/Bz > E; = 7Ez + 67811 s
B, =B,, B, =B, + ByE., B, =~B, — BvE,, (5.209)

d.h. jetzt transformieren sich die transversalen Komponenten vom elektrischen und magneti-
schen Feld ineinander, wohingegen die longitudinalen Komponenten invariant bleiben. Wenn
E(r,t) und B(r,t) gegeben sind, beschreibt diese Transformation das Verhalten der Felder. Um
letztlich zu erfahren, welche Felder ein bewegter Beobachter messen wiirde, miissen aber noch
die Orts- und Zeitkoordinaten ineinander transformiert werden, denn der bewegte Beobachter
wird die Felder E’(7’,t') und B’(7’,t') messen.

5.7.7 Beispiel: Gleichformig bewegte Ladungsverteilung

Wir kehren zu unserer Motivation am Anfang zuriick und betrachten die stationire und raum-
lich begrenzte Ladungsverteilung po(z, y, 2).
Im Ruhesystem dieser Ladungsverteilung gilt fiir die kontravariante Viererstromdichte

IV cp0($/7y,7 Z/) p= 0
7= { 0 : sonst (5.210)

In diesem Koordinatensystem ist die Losung der Maxwell-Gleichungen einfach, wir erhalten
z.B. fiir die Potentiale aus der Losung fiir die Poisson-Gleichung

W
P'(r' 1) = Md%ﬂ, A'(r' t)=0. (5.211)
7 =]
Hier ist wegen der Zeitunabhingigkeit vom skalaren Potential die Lorenz-Eichung erfiillt, und
da sie eine Lorentz-Invariante ist, gilt dies auch in anderen Inertialsystemen. Die Felder in

diesem Koordinatensystem berechnen sich zu

AP/
gy — [P e e —o. (5.212)
[ =]’
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Im Laborsystem bewegt sich die Ladungsverteilung mit der Geschwindigkeit v = ve,. Wir
erhalten die Ladungsdichte im Laborsystem und die Stromdichte in z-Richtung durch Anwen-
dung der inversen Lorentz-Transformation (5 — —f) auf die Vierer-Stromdichte

()= (3, ) () o

und durch Ersetzen der mitbewegten Koordinaten durch die Labor-Koordinaten mit Hilfe der
urspriinglichen Lorentz-Transformation

c '\ v =By ct
(Y= 5, ) (1) o
Es ergibt sich mit v = ve,

p(r,t) =vpo (v(x —vt),y,2) ,  j(r.t)=wvp(rt). (5.215)

Die Ladungsverteilung erscheint im Laborsystem gestaucht in Richtung der Relativgeschwin-
digkeit — eine Konsequenz der Lorentz-Kontraktion. Gleichzeitig erscheint der ~-Vorfaktor, da
die Gesamtladung eine Lorentz-Invariante ist, was mit einer einfachen Variablentransformation
7u zeigen ist

/po(x’,y’,Z’)d3r’ = v/po (y(z —vt),y,2) d’r. (5.216)

Wir berechnen die Potentiale im Laborsystem durch Anwendung der inversen Lorentz-Transformation

auf das Vierer-Potential
o v +B8y ol
= 21
(Ax) (+57 g )(0 ’ 217

und nach Elimination der Koordinaten von K’ ergibt sich

O(r,t) = _ po(r") _ P A (r.t) = BO(r.1),
0= | e T o ? |
5.218

und die anderen Komponenten des Vierer-Potentials verschwinden. Fiir eine Punktladung wird
dies natiirlich besonders einfach. Fiir eine homogene radialsymmetrische Ladungsverteilung ist
das skalare Potential ® im Laborsystem in Abb. 5.9 dargestellt. dargestellt. Man sieht, dass die
Aquipotentialflichen durch die Lorentzkontraktion gestaucht sind. Wir hatten ja die Potentiale
in Lorenz-Eichung aufgestellt, diese Eichung ist invariant gegeniiber Lorentz-Transformationen,
so dass sie auch im Laborsystem gilt (was man oben direkt nachpriifen kann). Also miissen im
Labor-System die inhomogenen Wellengleichungen

47

O®(r,t) = —4mp(r,t), OA(r,t) = —7j('r',t) (5.219)
erfiillt sein. Wir zeigen das zunéchst fiir das skalare Potential
1 ! _
Od(r,t) = 7/ {3923 + 85 + 0% — —2@2} — po(r') — —
R B N ) E Ik
1 ! _
-/ [ag, Lot ah - _Qag] ___mlr) __
V@ —d P+ y —y)?+ (2 - 2)?

= —dmypo(a', Y, 2') = —Amypo(yx — Brct,y, 2), (5.220)
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Abbildung 5.9: Konturplot des skalaren Poten-
tials einer radialsymmetrischen homogenen La-
dungsverteilung, welche sich mit ve, im Labor-
system (von links nach rechts) bewegt. Die wei-
ke Flache in der Mitte zeigt die Ladungsvertei-
lung im Laborsystem, die gestrichelten Linien
zeigen den Vergleich mit dem Potential der ru-
henden Ladungsverteilung. Parameter ct = 0,
£ = 0.9, Konturlinien in Schritten von 0.1a.u..
Mathematica-Kommandos:

ContourPlot, Show.

wobei wir die Invarianz des Quabla-Operators unter Lorentz-Transformationen, die Unabhén-
gigkeit von ¢’ und die 3d-Darstellung der d-Funktion ausgenutzt haben. Wegen A, = & und
Jz = vp folgt die inhomogene Wellengleichung fiir die Komponenten des Vektorpotentials aus
der oben gezeigten. Aus den Potentialen konnen wir jetzt die Felder im Laborsystem berechnen,
dies kann entweder durch (5.218) geschehen oder aber durch direktes Auflosen von (5.209) nach
FE und B und ausdriicken von 7’ und ¢’ durch r und ¢, das Resultat ware das Gleiche. Hatten
wir versucht, die inhomogenen Wellengleichungen im Laborsystem zu l6sen, wére dies deutlich
schwieriger gewesen.

5.7.8 Beispiel: Doppler-Effekt

Wir kénnen ebene Wellen auch mit dem Vierer-Wellenvektor beschreiben
(K) = ( w,ic ) , (5.221)

wobei w = £kc. Offensichtlich gilt k,k* = 0 in jedem Inertialsystem. Das Vektorpotential einer
ebenen Welle ldsst sich dann schreiben als

A = RAge ™k = RAeHiRT—wn (5.222)

Ein Signal, welches von einer bewegten Quelle (K’) ausgesandt wird, welche sich mit v = ve,
im System des Beobachters (K') bewegt, erscheint diesem also frequenzverschoben, man erhélt
aus

W =qw — Byck, =yw—v - k| =7w— v% cos(0)] (5.223)

wobei 6 der in K beobachtete Winkel zwischen v und k ist, durch Umstellen

V1= (5.224)

v 1—pBcos(d)

Im Gegensatz dazu hingt der akustische Dopplereffekt von den Relativ-Geschwindigkeiten
Sender-Medium und Empfanger-Medium ab und nicht nur von der Relativgeschwindigkeit
Sender-Empfanger.



Kapitel 6

Strahlung

6.1 Heuristische Einfiihrung in die Funktionentheorie

Die Funktionentheorie behandelt komplexwertige Funktionen einer komplexwertigen Variablen
(Abbildungen C — C). Dabei gibt es fundamentale Unterschiede zu reellen Funktionen, welche
viele Zusammenhénge extrem vereinfachen. Im Folgenden werden wir fiir eine komplexwertige
Funktion f(z) immer die Zerlegung

z=1x+1y : {z,y € R}
f(z) =u(z,y) + iv(z,y) : {u,v: R* = R} (6.1)

annehmen, d.h. x und y bezeichnen Real- bzw. Imaginérteil der komplexen Variable z und u
und v stehen fiir Real- bzw. Imaginérteil der Funktion f(z).

6.1.1 Differenzieren in C

Die Differenzierbarkeit komplexwertiger Funktionen wird analog zum Reellen definiert. Hierbei
ist jedoch zu beachten, dass es bei dem Limes

[ - f(2)

f(z) = lim —————

2=z ARSI A

(6.2)

im Komplexen unendlich viele verschiedene Wege der Annéherung von 2’ — z gibt, wihrend
es im Reellen nur zwei solcher Wege, ndmlich den rechts- und linksseitigen Limes gibt. Analog
zum Reellen definiert man also die Ableitung einer komplexen Funktion f(z) iiber den Limes
des Differenzenquotienten, wenn der Limes in (6.2)

a.) existiert und
b.) wegunabhéngig ist.

Die Funktion f(z) heift dann in z komplex differenzierbar. Falls f(z) in einer U.-Umgebung
von zg komplex differenzierbar ist, dann nennt man f eine holomorphe Funktion in zj.
Aus der Forderung der Wegunabhéngigkeit folgt einerseits

A i A o .
f/(Z) = lim 'Ux(l'—i— x’y) "'YU(.%'—l— xay) U(fﬂ,y) 11}(1’,9)
Axz—0 AQE
i Yt Ay —u@y) o v(@t Az y) — (@, y)
Az—0 A]} Axz—0 AJ]
_ ou X _Ov
-~ Ox lax ’

(6.3)
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Andererseits muss aber auch gelten

u(z,y + Ay) +iv(z,y + Ay) — u(z,y) — iv(z,y)

! _ .
F(z) = Algl/ILlO iAy
g Y@yt AY) —uly) vy 4 Ay) — v, y)
Ay—0 iAy Ay—0 iAy
Ju Ov
e 6.4

denn f(z) ist ja nach unserer Annahme komplex differenzierbar. Vergleicht man die Real- und
Imaginérteile von Gleichungen (6.3) und (6.4), erhilt man die Cauchy-Riemann Differen-
tialgleichungen
gu _ v gu __ov. (6.5)
or 0Oy Jy ox
auf welchen die gesamte Funktionentheorie basiert. Real- und Imaginérteile holomorpher Funk-
tionen héngen also zusammen.
Zur komplexen Differenzierbarkeit gilt folgender Satz:
Die Funktion f(z) = u(z,y) + iv(z,y) ist in zy genau dann komplex differenzierbar, wenn:

1. Realteil u(xg,yo) und Imaginérteil v(xg,yo) in (xo, yo) total differenzierbar sind und
2. Die Cauchy-Riemannschen DGL (0,u = d,v, dy,u = —0,v) in (xg, yo) erfiillt sind.

Dann ist die Ableitung gegeben durch f'(z) = (9yu)(xo, yo) + 1(0v)(z0,Y0) = (Oyv)(x0,Y0) —

1(0yu)(zo, yo)-
Viele Funktionen, die uns aus dem Reellen schon bekannt sind, lassen sich iiber die Potenz-
reihenentwicklung nach ganz C fortsetzen, z.B.

e die Sinusfunktion (in ganz C holomorph)

. 0 —1)n2n+l
sin(z) = HZ:O % (6.6)

e die Cosinusfunktion (in ganz C holomorph)

> (_1)n22n
COS(Z) = Z W (67)
n=0
e die Exponentialfunktion (in ganz C holomorph)
o0 Zn
exp(z) =) . (6.8)
n=0

cos(z) +isin(z) = Z (((1222; + <(212)::)|) = exp(iz) (6.9)

n=0
Letzere Beziehung reduziert sich fiir z € R auf die bekannte Euler’sche Formel.
Wir wollen noch einige Eigenschaften der komplexen Ableitung zusammenfassen:

1. durch die analoge Definition zur reellen Ableitung gelten auch in C die Produktregel,
Quotientenregel, Kettenregel
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2. Real- und Imaginérteil holomorpher Funktionen erfiillen die Laplacegleichung: 8§u+8§u =
0 = J2v + J;v, das ist eine direkte Folge von (6.5). Wenn man daher eine holomorphe
Funktion auf dem Rand eines Gebietes G C C kennt, ist sie fiir alle x € G festgelegt.

3. man zeigt leicht: alle Polynome in z sind in C holomorph

4. Es bestehen fundamentale Unterschiede zum R?. So ist zum Beispiel die Funktion f(z) =
2*z = x% + y? zwar total differenzierbar in R?, aber nicht holomorph, weil (6.5) nicht
erfiillt ist.

6.1.2 Anwendung: Losung der zweidimensionalen Laplacegleichung

In zwei Dimensionen kénnen holomorphe Funktionen genutzt werden um die Laplace-Gleichung
zu losen. Sei z.B. auf dem Kreis mit Radius R das Potential ®(¢) als Funktion des Winkels ¢
am Rand, d.h. fiir » = R durch die Funktion g(¢) vorgegeben (Dirichlet Randbedingungen).
Wir suchen diejenige holomorphe Funktion f(z) = f(x+1iy) = u(x,y) +iv(z,y), fir welche gilt

Rf(Rcos¢+iRsin¢) = u(Rcos ¢, Rsinp) = g(¢). (6.10)

Diese Funktion 16st wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen die Laplaceglei-
chung und erfiillt die gestellte Randbedingung. Da alle Polynome in C holomorph sind, liegt es
nahe, eine Potenzreihe anzusetzen

= ianz". (6.11)

n=0
Fiir die Randbedingung bedeutet dies
=R f: a,R"e™? = i Ll [ane™™ +ate ] . (6.12)
n=0 n=0 2

Die Entwicklungskoeffizienten konnen wir dann sofort aus der Orthonormalitéit der Funktionen
bestimmen

2 1 [ : 1 1 [
= —ingg - 5) = — do . 1
ton = g [ 9@, Saata) =5 [ e@is. (613

Die gesuchte Funktion, welche sowohl die Laplace-Gleichung 16st als auch die Randbedingung
erfiillt, ist dann also

=331

n=0

[a,(z +1y)" + a;(x — iy)"] , (6.14)

l\DI»—t

was sich in der Tat leicht nachpriifen lasst.

6.1.3 Integrieren in C

Wie im Reellen wird das Integral eines Weges iiber die Riemann’sche Summe definiert, fiir die
praktische Berechnung eines Integrals greift man jedoch auf die Parametrisierung des Integra-
tionsweges ¢ durch eine Kurve ¢(t) : [a, f] C R — ¢ C C zuriick:

B
/ F(2)dz = / Fle(®)]e(t)dt (6.15)
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Damit sind komplexe auf reelle Integrale zuriickgefiihrt.

Im Fundamentalbeispiel der Funktionentheorie betrachtet man das geschlossene In-
tegral im mathematischen Drehsinn entlang eines Kreises mit dem Radius R und dem Mittel-
punkt zj iiber die Funktion f(z) = (2 — 29)" : n € Z. Die Parametrisierung des Weges lautet
2(t) = zo + Rel' : t = 0...27. Damit ergibt sich

2T
% f(Z)dZ ] / RnJrlei(nJrl)tdt
SR(Z()) 0

D e
27 cn=-—1
ng. ) 2m : n=-1
35 (2 — 20)"dz = { R (n€2) (6.16)
Sr(z0)

Fiir z # —1 ergibt sich das verschwindende Integral aus der Periodizitdt der Exponentialfunk-
tion, sieche (6.8). Auf dieses Fundamentalbeispiel lassen sich viele Sdtze der Funktionentheorie
zuriickfiihren.

Auch im Komplexen hat das Integral dhnliche Eigenschaften wie im Reellen:

e Da Kurvenintegrale iiber Parametrisierungen auf reelle Integrale zuriickgefiihrt werden,
ist klar, dass das Integral linear ist.

e Aus demselben Grunde folgt, dak sich das Vorzeichen eines Integrals umkehrt, wenn der
Pfad in umgekehrter Richtung durchlaufen wird.

Die Analogie zu Kurvenintegralen im R3 (z.b. W = fc F.dr) fithrt auf die Frage, wann komplexe
Integrale wegunabhéngig sind.

6.1.4 Die Laurent-Reihe

Sei f(z) im Kreisring K (2,7, R) = {z € C : 0 <r < |z — 2| < R < oo} holomorph. Dann
setze fiir alle pmit r < p < R

I S G
a yg,,(zo) ( dz VkeZ (6.17)

~ 2mi z — zg)kt!
Dann gilt:
a. Die a; hidngen nicht von p ab

b. Fiir alle z € K(z9,r, R) ist f gegeben durch
f(z) = Z an(z — 20)". (6.18)

Die obige Entwicklung nennt man auch Laurent-Reihe. Im Gegensatz zur Taylor-Reihe
treten auch Terme mit Polstellen auf (a;y mit & < 0). Aus obiger Definition der Koeffizienten
folgt weiterhin, dafs die Laurent-Entwicklung eindeutig ist.

Wenn sich f(z) also bei z = zy in eine Taylor-Reihe entwickeln lisst, dann ist diese Taylor-
Reihe gerade die Laurent-Entwicklung (mit verschwindenden Koeffizienten a; Vk < 0)! Man
kann durch Einsetzen zeigen, dafs die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten a; selbstkon-
sistent ist.
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Die Laurent-Entwicklung wird oft benutzt, um isolierte Singularitdten — das sind Singulari-
tiaten, in deren U.-Umgebung keine weitere Singularitit liegt — zu klassifizieren. Beispielsweise
ist die Funktion f(z) = 4/z auf der gesamten negativen rellen Achse nicht holomorph und hat
daher keine isolierten Singularitéiten.

Man sagt, f(z) hat an z = zy eine(n):

e hebbare Singularifit, wenn der Limes lim,,,, =: f(zy) existiert und wegunabhingig
ist. In der Laurent-Reihe verschwinden dann alle Koeffizienten a;.o. Beispielsweise hat
sin(z)/z bei z = 0 eine hebbare Singularitét.

e Pol der Ordnung m, wenn in der Laurent-Reihe von f(z) um 2, der erste nichtverschwin-
dende Koeffizient a_,, ist: a_,, # 0, ap<_m = 0. Zum Beispiel hat 1/(z —i)® einen Pol
dritter Ordnung bei z = i.

e essentielle Singularitéit,wenn es in der Laurent-Reihe von f(z) keinen ersten nichtver-
schwindenden Koeffizienten gibt, z.B. exp(1/z) bei z = 0.

6.1.5 Cauchy’s Integralsatz

Sei G C C ein beschrinktes, einfach zusammenhéngendes (keine Locher) Gebiet. Sei f in G
holomorph und c eine ganz in G verlaufende geschlossene Kurve. Dann gilt:

§I§f(2)dz =0. (6.19)

Aus dem verschwindenden Integral iiber geschlossene Kurven folgt natiirlich auch die Wegu-
nabhéngigkeit. Wir wollen den Beweis des Integralsatzes skizzieren. Dazu spalten wir zunéchst
in Real- und Imaginérteil auf:

%f(z)dz = yg[u(my)da: —v(z,y)dy] + iyg[u(x, y)dy + v(z,y)dx] . (6.20)

Auf beide Integrale kann der Integralsatz von Stokes angewandt werden, wir betrachten dann
einfach eine Flache in der xy-Ebene

F.dr = yﬁ [y (, y)dx + Fy(x,y)dy] = // (% - aFgE) drdy, (6.21)
A A a\0x Oy

wobei auf der rechten Seite die z-Komponente der Rotation des Vektorfeldes (F,, F,,0)T steht.
Identifiziert man in (6.20) im ersten Integral F, = u(x,y),F, = —v(z,y) und im zweiten
Integral F, = v(x,y), F, = u(x,y), erhdlt man

%f(z)dz = //A(C) dxdy (—% - %) -+ i//A(C) dzdy <% - %) : (6.22)

Die Terme in den runden Klammern verschwinden aber fiir holomorphe Funktionen f(z), denn
sie beinhalten nichts anderes als die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen (6.5).

Der Integralsatz von Cauchy ldsst sich verwenden zur Berechnung vieler Kurvenintegrale.
Betrachten wir zum Beispiel die Funktion f(z) = (z—2)~!. Diese ist fiir alle 2 # 2y holomorph,
an z = 2y hat sie jedoch eine Polstelle. Falls also 2y nicht vom Integrationsweg ¢ umschlossen
wird, gilt: ¢ (2 — 29) 'dz = 0. Falls aber z, innerhalb von ¢ liegt, muss die Polstelle durch einen
verdnderten Integrationsweg ¢’ geeignet (wie in Abbildung 6.1) herausgeschnitten werden, damit
f in dem von ¢’ berandeten Gebiet holomorph ist.
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Abbildung 6.1: Geeignetes Herausschnei-
den einer Singularitit bei z = zy. Die In-
tegralbeitrige entlang des Schnittes heben
sich weg, und durch das Ausschneiden der
Polstelle bei zy ist die Funktion im beran-
deten Gebiet holomorph.

Das von der modifizierten Kurve ¢ = ¢ + ¢; + S.(2) + ¢ berandete Gebiet enthilt keine
Polstelle von f mehr. Im Limes eines geschlossenen Weges ¢ und eines geschlossenen Kreises

S:(20) heben sich die Integrale iiber ¢; und ¢y gegenseitig auf, da f(z) stetig ist und diese Wege

mit umgekehrten Vorzeichen durchlaufen werden. Da der Kreis S.(z) jedoch mit negativer
Orientierung durchlaufen wird, erhélt man mit (6.16) fiir das gesamte Integral

§£ f(z)dz=0= /f(z)dz +/ f(z)dz = /f(z)dz — 27i. (6.23)
c c S (20) c
Damit folgt also fiir beliebige Integrationswege c:

?é 1 dz:{ 0 : 2¢Al) (6.24)

zZ— 2 2mi 1z € A(c)

6.1.6 Der Residuensatz

Sei die Laurent-Entwicklung der Funktion f(z) um die Stelle 2y bekannt. Dann nennt man den
Entwicklungskoeffizienten a_; das Residuum von f an z, d.h.

Resf(2) —ar = — ¢ f(2)d. (6.25)

Z=z0 21 5,(20)

Offensichtlich gilt fiir das Fundamentalbeispiel mit f(z) = (z — z9) ™! gerade Resf(z) = 1.
z=20

Aus dem Integralsatz von Cauchy folgt auch, dass das Residuum an Stellen, wo f(z) holomorph
ist, verschwindet.

Der Residuensatz ist eines der wichtigsten Werkzeuge in der Mathematik.

Sei G C C ein von endlich vielen — stiickweise glatten — geschlossenen Kurven berandetes
Gebiet. Sei weiterhin f auf G holomorph und in G bis auf endlich viele isolierte Singularitdten

{z1,29, ..., 2n_1, 2} — die alle in G liegen — holomorph. Dann gilt:
f(z)dz = 2mi Z Resf(z). (6.26)
oG o

Das Gebiet GG wird hierbei im mathematischen Drehsinn umlaufen, sonst ergibt sich ein nega-
tives Vorzeichen auf der rechten Seite.

Auch hier wollen wir den Beweis skizzieren, zu dem die Laurent-Entwicklung und der Inte-
gralsatz von Cauchy benutzt werden.



6.1. HEURISTISCHE EINFUHRUNG IN DIE FUNKTIONENTHEORIE 123

Abbildung 6.2: Wie in nebenstehender Fi-
gur schneiden wir in G die Polstellen
durch Kreise mit dem Radius p, aus:
b f(R)dz = 3T, Ssspk(zk) f(z)dz. Das
sonst, auftretende Vorzeichen haben wir in
obiger Gleichung schon kompensiert, in-
dem wir die Kreise S, (2;;) um die Singula-
ritdten — nicht wie im Bild mit negativer —
sondern mit positiver Orientierung durch-
laufen. Die Beitriage entlang der roten Kon-
turen heben sich weg.

Die p; miissen dabei so gewahlt werden, dass die Laurent-Entwicklung von f um z;, auf dem
durch S,, (z;) beschriebenen Kreis konvergiert. Nun setzen wir an jeder Singularitét fiir f(z)
die Laurent-Entwicklung um die jeweilige Singularitét ein

f(z)dz = Zn: i alyf (2 — z)ldz = i i a;2mid; _q
G Spp (21)

k=1 l=—c0 k=1 l=—oc0
= 2mi R 6.27
i ; Z:e;if(z) : (6.27)

wobei wir wieder das Fundamentalbeispiel der Funktionentheorie aus (6.16) benutzt haben.

Mit dem Residuensatz kénnen also auch Kurvenintegrale berechnet werden, welche mehrere
Singularitdten umschliefsen. Sehr oft tauchen Polstellen bei solchen Berechnungen auf und die
in (6.25) gegebene Formel ist dafiir eher unpraktisch, da ein Integral parametrisiert werden
muss. Wir wollen daher ein Verfahren ableiten, Residuen an Polstellen n-ter Ordnung effizient
zu berechnen.

Habe also die Funktion f(z) an z = z, eine Polstelle m-ter Ordnung, dann lasst sich f
darstellen als

A_yp, a_o a_q

f(z):m+"'+(z—z0)2+(z:z0)+a0+"" (6.28)

Uns interessiert jedoch nur der Koeffizient a_;, daher multiplizieren wir zunichst obige Glei-
chung mit (z — zp)™ und leiten dann (m — 1)-mal nach z ab

(z—20)"f(2)=am+...+aa(z—2)"?+a1 (2—20)" " +aplz—2)"+...
dmfl
dzm—l

Wenn wir nun noch zuséitzlich auf beiden Seiten der Gleichung den Limes z — 2, vollziehen,

verschwinden alle unerwiinschten Terme und wir erhalten eine Formel zur schnellen Berechnung
von Residuen an Polstellen m-ter Ordnung

(z—=20)"f(2) = (m—1Dla_1 + 7711—!!%(,2 —20)+ ... . (6.29)

Res/f(2) = —— Tim (s — )™ f(2). (6.30)

Z=20 (m — 1)' 2—z0 dzm—1
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A y
Abbildung 6.3: Schliefen eines Integrals i ?
iiber die obere Halbebene. Damit die obere ~— ® 4 R x
Kontur nichts beitragt, muss der Integrand B
im Unendlichen schnell genug abfallen.

Besonders einfach wird die Berechnung fiir einen Pol erster Ordnung

Resf(z) = lim (z — 20) f(2) . (6.31)

2=z 2—20

6.1.7 Beispiele

Der Nutzen des Residuensatzes besteht darin, Integrale aus dem Reellen geeignet in die kom-
plexe Ebene fortzusetzen und dann in geschlossene Konturen zu iibertragen. Dies ermoglicht
die effiziente Berechnung vieler schwieriger Integrale, wie an folgenden Beispielen demonstriert
werden soll

1. Das Integral

1:/00 de (6.32)

|

hat die Losung 7, da die Stammfunktion von f(x) der arctan ist. Ohne dieses Wissen lasst
sich die Losung jedoch mit dem Residuensatz leicht ermitteln. Die analytische Fortsetzung
von f(x) auf ganz C ist gegeben durch

(I 1
241 (2—1)(z +1)

f(z) = , (6.33)

es liegen zwei Polstellen jeweils 1. Ordnung bei z = #+i vor. Betrachtet man das geschlos-
sene Integral entlang reellen Achse — vervollstindigt durch einen Halbkreis in der oberen
Halbebene wie in Abbildung 6.3, liegt jedoch nur eine Polstelle (z = +i) innerhalb des
Integrationsweges. Im Limes limg ., jedoch tragt der obere Halbkreis nichts bei, da f(2)
im Unendlichen wie R~2 verschwindet, die Linge des Halbkreises jedoch nur linear in R
anwichst. Daher folgt

g 1 1 i
I:/ - :yg—dzzsz{es—: Do r. (6.34)

22 41 (z—i)(z+1) =ti(z —1)(z+1) 20

[e.o]

2. Das Integral iiber die Parametrisierung eines Kegelschnittes (Ellipse)

2m d 2m d
I—/ —90—/ s . 0<e<l (6.35)
o ldecosp Jo 145 (e¥+ei¥)
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lisst sich durch die Substitution z(y) = €% auf ein geschlossenes Integral entlang des
Einheitskreises S1(0) um den Ursprung zuriickfithren

1 dz 2 dz
=3¢ —=cin-aP arzi
Hsoz+5 (1) dlags+2a+

2 d
== - , (6.36)
€1 J51(0) (z —21)(2 — 22)
. 1 1 .
wobei n=—=+1/5 -1 : innerhalb S;(0)
€ €
LA kerhalb S, (0) (6.37)
=———4/=- : aufserha .
Z9 - 52 ulser 1
Mit dem Residuensatz folgt also
2 1
I =—2mi (6.38)

B 2 1 B 21
el 21—z € /i—l_‘/l_gj
&-2
3. Das Integral

o0 dx 1 e dx 1 & dz
[ 4 1/ de 1 La€R (639
/O (372 + (12)2 2 /oo (ZBQ + a2)2 2 /oo (Z + ia)Q(z - ia)2 “< ( )

kann wieder durch einen Halbkreis in der komplexen Ebene geschlossen werden, analog zu
Abbildung 6.3. Der Integrand ist offensichtlich eine gerade Funktion von a, daher nehmen
wir 0.B.d.A. fiir die Rechnung an a > 0. Der Integrand verschwindet offensichtlich schnell
genug im Unendlichen — daher muss der Beitrag des Halbkreises nicht betrachtet zu
werden. Da diesmal jedoch eine Polstelle zweiter Ordnung bei z = +ia vorliegt, ist die
Berechnung des Residuums etwas komplizierter

. d 9 Co1d 1 o 1d 1
I'=2milim 2-(z —ia)"f(2) = 2t i 5o s = 2 i S e
—1
S LN (6.40)

(2ia)®  4a®  4)a’
wobei der letzte Schritt aus Symmetrie-Uberlegungen folgt.

4. Mit derselben Kontur kann das Integral

I /°° cos(kx)dz _ gce/OO e**dz _ /°° e*2dz (6.41)

o T2+ a? 0 22+ a? w (z+1ia)(z —ia)

gelost werden, welches z.B. bei Fouriertransformationen auftaucht. Im letzten Schritt
haben wir eben benutzt, daf das Integral iiber den ungeraden Imaginérteil von e** ver-
schwindet. Diesmal liegen wie in Abbildung 6.3 zwei Polstellen erster Ordnung bei z = +ia
vor. Beim Halbkreisintegral ist jedoch zu beachten, dass es fiir a > 0 und £ > 0 in der
oberen Halbebene geschlossen werden sollte, weil in der unteren Halbebene (y < 0) die
Exponentialfunktion (exp(ikz) = exp(ikz)exp(—ky)) nicht beschrankt ist und somit das
Halbkreisintegral nicht verschwinden wiirde. Damit erhilt man
ikz

[ =2mi -5 = Teka 5 T olkal (6.42)

z+1ial,_. a |lal

z=1a

wobei die letzte Ersetzung aus Symmetrie-Uberlegungen folgt.
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AY

® ib
@ ia

Abbildung 6.4: Das Schliefsen der Kontur
ist fiir £ > 0 und a > 0, b > 0 zwingend in
der unteren Halbebene erforderlich, da der
Beitrag des Halbkreisintegrals in der obe-
ren komplexen Ebene nicht verschwinden
wiirde.

5. Die Fouriertransformierte

F(k) = / h e o = / h e dz  (6.43)

o (X2 4 a?)(z? + b2 w (z —1a)(z —1ib)(z +ia)(z + ib)

(mit a,b € R) kann wie folgt mit dem Residuensatz berechnet werden. Wir nehmen zu-
néchst an: a, b, k > 0, da das Integral sowieso eine gerade Funktion dieser Variablen ist. Bei
der Wahl der Integrationskurve ist Vorsicht geboten, da exp(—ikz) = exp(—ikz) exp(+ky)
fiir £ > 0 nur fiir z mit negativem Imaginérteil (y < 0) beschréankt ist. Damit das Integral
iiber den Halbkreis im Unendlichen verschwindet, mufs das Fourierintegral also fiir £ > 0
zwingend in der unteren komplexen Ebene geschlossen werden wie in Abb. 6.4. Innerhalb
dieser Kurve liegen die beiden Polstellen erster Ordnung bei z = —ia und z = —ib, und
wir erhalten mit (6.30)

y e—ikz _e—ka
Zf:{glsaf(z) ~ (22 +02)(z —ia)  2ia(b®> —a?)’
ik Lehb
=1 = . .44
Reyf ) = I G =) - o) (644)

Da die Kontur mit umgekehrten Vorzeichen durchlaufen wird, erhilt man also nach dem
Residuensatz ein Vorzeichen

Fh = - a?) (e—: - e_bkb)

- S &Y
ﬁ(b?—a?)( T ) (6.45)

Da der Imaginérteil von F'(k) verschwindet, ist die Funktion gerade in &, in @, und in b. Aus
Symmetriegriinden kénnen wir also die allgemeine Losung finden durch die Ersetzungen
k — |k|, a — |a|, und b — |b|. Analog hitte man fiir b — a entweder mit einem Pol 2.
Ordnung rechnen kénnen oder man vollzieht den Limes am Ergebnis.

6. Hauptwertintegrale tauchen in verschiedensten Bereichen der Physik auf. Der Cauchy-
Hauptwert (P fiir "principal value”) ist ein Weg, endliche Losungen zu eigentlich diver-
gierenden Integralen zu bekommen, z.B. (a > 0)

+a
0—P / do. (6.46)
. T

Wir konnen dieses Integral in Beitrége iiber die negative und positive reelle Achse auf-
spalten, und jeder dieser Beitrige ist divergent. Aus Symmetriegriinden folgt jedoch, dass
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Abbildung 6.5: Der Residuensatz kann benutzt
werden um Hauptwertintegrale mit einem iso-
lierten Pol auf der reellen Achse zu berech-
nen. Die griinen Konturen ¢;, and c; liefern
das Hauptwertintegral, eine geschlossene Kon-
tur wird geformt durch Hinzufiigen der Halb-
kreise um den Pol ¢y (blau) und in der oberen
komplexen Halbebene c3 (rot). Durch Berech-

nung des Integrals entlang c; kann der Residu-
ensatz angewandt werden.

die divergierenden Beitrége sich bei endlicher Anndherung an den Ursprung gegenseitig
wegheben wiirden, daher weist man dem Integral den Hauptwert 0 zu. Etwas formaler
wird dies folgendermafen definiert:

Sei die Funktion g(x) definiert im Interval [a, b], mit Ausnahme des Punktes ¢ mit a <
¢ < b. Dann ist der Cauchy-Hauptwert des Integrals definiert als

Falls g(x) eine hebbare Singularitét bei x = ¢ hat, fallt der Hauptwert auf den normalen
Wert des Integrals zuriick. Ein haufig auftretender Fall ist die Zerlegung
g(x) = /() : f(z) holomorph Vz € R, (6.48)

r — X

d.h. f(x) hat keine weiteren Pole auf der reellen Achse, in der komplexen Ebene diir-
fen aber weitere Pole liegen. Weiterhin nehmen wir an, dass a —+ —oo und b — +oo.
Wenn weiterhin die Funktion f(z) hinreichend schnell im Unendlichen abfillt, kénnen
wir den Residuensatz benutzen um Hauptwertintegrale zu berechnen, vgl. Abb. 6.5. Eine
geschlossene Kontur wird erzeugt durch Hinzufiigen von zwei Halbkreisen

f(z) f(z)
/x_xod + CZZ_deer Z_IO Z szkz—xo' (6.49)

k:S(2k)

Wenn f(z) hinreichend schnell abféllt in der oberen Halbebene, kénnen wir den entspre-
chenden Beitrag vernachléssigen f Zf dz = 0. Den Beitrag der Kontur um den Pol
auf der reellen Achse hingegen miissen wir explizit ausrechnen, d.h. wir parametrisieren
2z = x¢ + Ret?¢

f f Lo + Re+‘¢)
dz = lim

o
- lim ST iRe™?d¢p = —mif(zo), (6.50)

wobei wir angenommen haben dass die Funktion f(z) holomorph bei z ist. Der Hauptwert
ergibt sich dann zu

/ p—— dr = mif(zo) + 27i Z 562 zf—(Za)co (6.51)

k:S(21)>0

Effektiv trigt der Pol auf der reellen Achse also wie ein halbes Residuum bei. Alternativ
hétte man die Kontur ¢ auch in die untere Halbebene legen konnen, der Beitrag wire dann
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+mif(zo). In diesem Fall hdtte man aber auch das Residuum vom Pol auf der reellen Achse
mit beriicksichtigen miissen, so dass sich im Endresultat wieder (6.51) ergeben wiirde.

Es folgt z.B. fiir das Integral mit der hebbaren Singularitit (a > 0)

: +iax
[= / sin(az) . —iP/ C  dr=—ilri] =7. (6.52)

T T

Hier haben wir das Integral der hebbaren Singularitit in ein Hauptwertintegral umge-
wandelt, wo aus Symmetrie-Griinden P [ C()Sg(ﬂ—“z)dx = gilt.

Ein anderes Beispiel ist

I 1
[ = .
P/(u)—e)Q—i—éQw—de (6.53)

mit €,Q2 € R und § > 0. Der Integrand hat zwei Pole 1. Ordnung in der komplexen
Ebene 25 = € 1 und einen Pol erster Ordnung auf der reellen Achse bei 2y = 2. Das
Hauptwert-Integral berechnet sich zu

7 ) 62 . 2
=M i
B (TS ER Y CA R Py 7 Ty o) S
72 w['§ (e — Y)nlo

O 018 (=Pt (6.54)

6.2 Retardierte Potentiale

Um z.B. Wellengleichungen fiir die Potentiale in Lorenz-Eichung (5.26) l6sen zu kénnen, betra-
chen wir zunéchst die allgemeine Wellengleichung der Form

{A - Clgaf} U(r ) = —drf(r.1). (6.55)

Hier ist ¥(r,t) die gesuchte Funktion, z.B. das skalare Potential, und f(r,t) die Quelle, z.B.

die Ladungsdichte. Wir nehmen ausdriicklich nicht an, dass sich das Problem durch Lorentz-

Transformationen vereinfachen ldsst, stellen nur die Randbedingung, dass die Losungen der

Wellengleichung kausal sein miissen, d.h. dass die Wirkung nach der Ursache erfolgen muss.
Wir definieren die Gleichung fiir die Greensche Funktion iiber

1 / ’ !
{A_gaf}g(r,t,r’,t):—4ﬂé(r—r)5(t—t). (6.56)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist jedoch translationsinvariant, daher kann die Green’sche
Funktion nur von der Differenz der Raum- und Zeitargumente abhéngen

G(r,t, v, t)=Gr —r"t—1). (6.57)

Haben wir diese erstmal gefunden, erhalten wir die Losung durch ein Integral iiber die Quelle
U(r,t) = /dgr’dt'G(r —r' t—t)f(r't). (6.58)

Die Gleichung (6.56) sagt nichts iiber die Richtung der Zeit aus, es wird also Losungen geben

welche sich akausal entwickeln. Die Kausalitéit ist also als Randbedingung an die Green’sche
Funktion zu verstehen, welche verschwinden muss fiir diese akausalen Losungen.
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Ein Standard-Verfahren zur Losung von translations-invarianten linearen partiellen Diffe-
rentialgleichungen ist die Behandlung mittels Fourier-Transformation

gk, w) = / G(r, t)e iRT=t) 3y (6.59)

Die inverse Transformation (es konnen andere Konventionen gewihlt werden, diese sind dann
aber strikt beizubehalten) ist dann gegeben durch

1
(2m)!

Speziell ergibt sich fiir die vier-dimensionale -Funktion

G(r,t) =

/g(k:, w)e+i(k'r_“t)d3kdw . (6.60)

dr—r)o(t—1t) = /e+i[k’(r_r,)_w(t_t/)]dgkdw : (6.61)

(2m)t

Wir setzen die Fourier-Transformation einfach auf beiden Seiten der Bestimmungsgleichung (6.56)
ein

/g(k:,w)De“[k'(rT,)“’(”/)]d?’kdw _ /g(k:,w) [0_12w2 k. kz] il (T =T = (t=t)] B
= —4r / el =) =) By (6.62)

Dies kann nur dann fiir alle » — v/ und ¢ — ¢’ erfiillt sein, wenn die Integranden gleich sind
L—gaﬂ — k- k} g(k,w) = —41. (6.63)

Diese Vorgehensweise ist generisch, durch Anwendung von Fourier-Transformation werden trans-
lationsinvariante Differentialgleichungen zu algebraischen Gleichungen. Diese werden dann im
Fourier-Raum gel6st und danach erhdlt man die Losung durch Riicktransformation. Im Fourier-
Raum ist die Losung fiir die Greensche Funktion einfach

(6.64)

Die Greensche Funktion erhilt man also iiber die inverse Fourier-Transformation (wir ersetzen
r—r—r’ und t — t — 1’ spiter)

2
G t) = — / Crillr—t] gy, (6.65)

43 | k22 — w?

Wir betrachten zunéchst das zeitliche Integral

e—iwtCQ e—iwtCQ
I(k,t)= | =5——dw=— . 6.66
(k.2) /c2k2—w2 “ /(w—ck)(w—irck) (6.66)

Hier hat man die Situation, dass zwei Pole w* = +ck direkt auf der reellen Achse liegen.
Um abzuschétzen, ob das Integral iiberhaupt konvergiert, kann man untersuchen dass so-
wohl Real- und Imaginérteil positive und negative Beitrdge liefern, die divergenten Beitra-
ge heben sich letztlich weg, so dass der rein mathematisch definierte Hauptwert endlich ist

I(k,t) =P [ e dw = mesgn(t) sin(rket). Um das Integral (6.66) mit dem Residuensatz

62]{?270&)2
berechnen zu kénnen, miissen wir die Kontur fiir £ > 0 in der unteren Halbebene schliefen, fiir
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Abbildung 6.6: Skizze der Integrationskontur
in (6.66) in der komplexen Ebene. Fiir positi-
ve Zeiten muss in der unteren Halbebene ge-
schlossen werden, fiir negative Zeiten in der
oberen. Um die Kausalitdt zu respektieren,
werden die Pole leicht von der reellen Ach-
se verschoben, so dass sie fiir positive Zeiten
beitragen (sie liegen innerhalb der Kontur),
fiir negative Zeiten jedoch nicht (sie liegen au-
ferhalb der Kontur). Mit dieser Konstruktion
verschwindet die Greensche Funktion automa-
tisch fiir negative Zeiten.

t < 0 jedoch in der oberen — sonst konnen wir den Beitrag des unendlich grofsen Halbkreisin-
tegrals nicht vernachlissigen. An diesem Punkt konnen wir die Kausalitédt als physikalische
Randbedingung an die Greensche Funktion einfiihren: Fiir ¢ < 0 muss die Greensche Funktion
verschwinden, denn ein Quellterm darf nur die Losung in der Zukunft beeinflussen und nicht
in der Vergangenheit, nur fiir ¢ > 0 darf etwas Endliches iibrig bleiben. Diese Randbedingung
wird formal dadurch erfiillt, dass die beiden Pole von der reellen Achse verschoben werden, man
ersetzt (mit € > 0) einfach w — w + ie im Zahler und verschiebt damit die Pole in die untere
Halbebene

_e—iwtc2
I(k,t) = d .
(. ) /(w—ck+ie)(w—|—ck3—l—ie) Y (6.67)

vgl. Fig. 6.6 Diese Konstruktion definiert die retardierte Greensche Funktion. Die umgekehrte
Konstruktion fiihrt auf die avancierte Greensche Funktion, welche jedoch fiir uns physikalisch
sinnlose Resultate liefert. Bei anderen Fourier-Konventionen muss man evtl. die Kontur in der
oberen Halbebene schlieffen, wichtig ist, dass fiir ¢ < 0 die Pole auferhalb der Kontur liegen
miissen.

Fiir ¢t < 0 folgt also aus dem Residuensatz, dass die Greensche Funktion verschwindet

I(kt<0)=0 =  G(rt<0)=0. (6.68)

Damit kann die Wirkung einer Quelle immer nur die Losung der Wellengleichung in der Zukunft
beeinflussen.

Fiir t > 0 tragen zwei Pole bei, man erhilt unter Beriicksichtigung des Vorzeichens durch
die Orientierung im Uhrzeigersinn und (6.31)

e—iwtc2 e—iwtCQ
I(k,t) = 0O(t)2rili R R
(k. 1) = 6(t)2milig L+S§_ie (@ =k Fie) (@ + ck+16) | womiboie(w — ok +i6) (@ + ck +i€)
i ) efickt 6+ickt or c L
mO(t)c l 5ok 5o } +2710( )k’ sin(ckt) (6.69)

Die retardierte Greensche Funktion kann jetzt weiter ausgerechnet werden

1 kj ) 1 e’} +1 27 c )
G(r,t) = — / T Ik, ) d*k = —O(t) /0 dkk? / 1 dx /0 d% sin(ckt)ethT

R 272

1 [e') —+1 )
= —@(t)/ dk/ dx cksin(ckt)e ™ (6.70)
m 0 -1
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Das verbleibende Winkelintegral wird explizit ausgerechnet

+1 .
+ikrx — 28111(]{57’) 1
/_1 e dy o (6.71)
so dass die Greensche Funktion am Ende sich zu
Gir 1) = 20" / sin(ckt) sin(kr)dk — ~O(t) / sin(ckt) sin(kr)dk
T r Jo T r
1 c (_]‘) ic —ic ikr —ikr
= ;@(t);T/ |:€+ kt _ e kt} [e+k — € k :| d]f
—1 c
= E@(t);(27r)(2) [0(r + ct) — (r — ct)]
c c 1 /r
= - - = - — =-0(-— 72
O(t)=0(r — ct) = ~d(r — ct) = =5 (C t) , (6.72)

wobei wir ausgenutzt haben, dass die erste 6-Funktion nicht beitragen kann wegen O(t) und dass
die O(t) Funktion weggelassen werden darf wegen der zweiten J-Funktion. Aus der Invarianz ge-
geniiber Translationen folgern wir also retardierte Greensche Funktion der Wellengleichung
unter der Randbedingung der Kausalitét.

(-e-=)
g(t—¢—L1—
Gr—rt—1t)= . (6.73)

r — 7|

Dies verallgemeinert die Greensche Funktion der Poisson-Gleichung (1.144). Findet zur Zeit
t =t am Orte 7’ eine Storung statt, so erreicht diese Storung den Ort r # 7 erst nach der Zeit
t —t' = |r—7'|/c, die elektromagnetische Wirkung breitet sich also mit Lichtgeschwindigkeit
aus. Die allgemeine Lésung ergibt sich also zu

U(r,t) = /di”r’dt’f(r,’t/)a (t—t’— Ir _r/’) . (6.74)

|r — /| c

Speziell erhalten wir fiir das skalare Potential

@(r,t):/d?’r/p <r,7t_ T‘f > (6.75)

v

und fiir das Vektorpotential

o2
N AR
Al )= 1 / i | (6.76)

c |r — |

Entsprechend heifien diese Potentiale retardierte Potentiale, sie verallgemeinern (1.62) und (4.57)
ohne Retardierung. Hier gibt die Zeitabhangigkeit der Quellen

t/:t_lr_r,|

; (6.77)

an, dass das an der Stelle  zur Zeit ¢t beobachtete Feld von der Quelle am Ort 7’ zur fritheren
Zeit t' < t verursacht wurde. Insbesondere kann keine Storung eine kausale Folge haben, welche
sich schneller als Lichtgeschwindigkeit ausbreitet.

Héatten wir die avancierte Greensche Funktion berechr}et — formal durch Verschieben der Pole

in die andere Richtung — wire im Zeitargument ¢ + ———, die Zeit wiirde umgekehrt ablaufen.
Wir haben also das Kausalititsprinzip als Randbedingung fiir die Greensche Funktion benutzt,
um die retardierten Potentiale zu erhalten.
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Abbildung 6.7: Aufpunkt r und Normalenvek-
tor n(t') von der bewegten Punktladung 7o(t)
zum Aufpunkt.

6.3 Potentiale einer beschleunigten Punktladung

Um das durch eine beschleunigt bewegte Punktladung mit der Trajektorie ry(t) erzeugte Feld
zu berechnen, betrachten wir im Laborsystem

p(r,t) = ed[r —ro(t)], Jj(r,t) = ev(t)d[r — ro(t)]. (6.78)

Die Lorentz-Kontraktion ist wegen der Punktformigkeit der Ladungsverteilung nicht sichtbar.
Einsetzen dieses Spezialfalles liefert fiir das retardierte Potential

N
@(r,t)e/d?’r’d[r O<t i )} (6.79)

=7

d.h. das am Aufpunkt r zur Zeit ¢t gemessene Potential wird von der Quelle am Orte ' zum
fritheren Zeitpunkt erzeugt. Durch die komplizierte Abhéngigkeit der J-Funktion von 7’ ist
diese Integral schwierig auszufithren. Wir fithren daher die zeitliche Integration wieder ein, um
die rdumliche Integration ausfiihren zu kénnen

Slr —'rot)]é(t’ t+‘ _T‘)

dt' | d*’
/ / lr — 7’|

- e/dt/md (t’ —t+ W) . (6.80)

Mit der Substitution

N e Y4 RPN ot 21 ) il TR ) e e A
c c
d z — zo(t) 20 4 (y — yo(t) % + (2 — 2o(t)) %0 1
_1'f —1_ ( 0( )) dt (y yO( )) dt ( 0( )) ar’ 1— —n(t’) . ’U()(t/) (681)
dt ey/[z = 2o(t)]? + [y — yo(t)]2 + [2 — 2 ()] ¢
lasst sich dies weiter vereinfachen. Hier ist n(t') = % der zeitabhéingige Einheitsvektor

von der Ladung e, welcher vom Ort der Ladung r¢(¢') zum Aufpunkt r zeigt, vgl. Abb. 6.7.
Fiir das Potential ergibt sich somit

D(r, 1) :G/dud—t/;ﬂu) :e/du 1 o(u)

du |r — ro(u)| 7 —7ro(u)| 1 — in(u) - v(u)

(&

r—ro(t)| [1 = in() - v(t)] (6.82)

_,_ [T-To®)|
tr=g— Q0
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Im letzten Schritt haben wir nur die Bedingung fiir u = 0 eingesetzt. Die Gleichung ist aber
implizit in ¢ und muss im Allgemeinen numerisch gelost werden. Die Rechnung fiir das Vek-
torpotential ist analog

co(t')
|r — ro(t')] [1 — %n(t’) . 'u(t’)]

A(r,t) = (6.83)

t,:t_\r—T;o(t/)l
Diese retardierten Potentiale heifen Liénard-Wiechert-Potentiale. Sie sind exakte Losungen
der Wellengleichung fiir eine auf einer beliebigen Trajektorie bewegte Punktladung. Man sieht
zunéachst, dass das bekannte Resultat fiir eine ruhende Punktladung reproduziert wird. Fiir
eine bewegte Punktladung mit vorgegebener Trajektorie ist jedoch zu beachten, dass auf der
rechten Seite zunéchst die Zeit t' gelost werden muss, was bis auf wenige Spezialfélle numerisch
erfolgen muss.

Ein solcher Spezialfall ist z.B. der einer gleichférmig bewegten Punktladung mit der Tra-
jektorie ro(t) = egvt, beschrieben durch die Ladungsdichte im Laborsystem

p(r t) =ed(r — ezvt). (6.84)

Hier kénnen wir die resultierende Bestimmungsgleichung

1
t'=t——/(x —vt')? +y? + 22 (6.85)
c

nach ¢’ auflésen

t

-zl uwp 2+ (1-5)
= — : (6.86)

c2

wobei wir nur die physikalische (retardierte) Losung der Gleichung nehmen (mit — Vorzeichen),
und diese Losung dann in die Potentiale (6.82) und (6.83) einsetzen. Man erhilt bei dieser
Ubung letztlich das gleiche Potential, als wenn man in (5.218) die Ladungsverteilung einer
Punktladung einsetzt, also po(r’) — ed(r”)

_ e _
O(r,t) = NCTEE Ay (r,t) = po(r,t), (6.87)

dies klappt aber nur unter Ausnutzung der impliziten Losung fiir die retardierte Zeit ¢’ und
erfordert noch einige Umformungen.

Die retardierten Potentiale erlauben die Berechnung der elektrischen Feldstirke und der ma-
gnetischen Induktion (hier nicht explizit, vgl. z.B. Fliekbach). Daraus kann dann der Poynting-
Vektor S und somit iiber

j—g =R*S - n, R=|r —ro(t)| (6.88)
die abgestrahlte Leistungsdichte pro Raumwinkel berechnet werden, hierbei ist R der Abstand
zwischen Aufpunkt und dem Ort der beschleunigten Punktladung zur retardierten Zeit und
n der entsprechende Normalenvektor, vgl. Abb. 6.7. Dies ermoglicht die Berechnung einer
Richtcharakteristik, z.B. wird die Abstrahlung einer beschleunigten Ladung in Vorwértsrich-
tung modifiziert. Je nachdem, ob die Beschleunigung parallel zur Geschwindigkeit ist (z.B.
Linearbeschleuniger) oder senkrecht zur ihr (Ringbeschleuniger), ergeben sich véllig andere
Strahlungsverluste.
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A
Y

Abbildung 6.8: Periodisch oszillierende Quellen !
(gelb) senden Strahlung aus, welche aufserhalb
der Quellen (getrichelter Kreis) iiber das Vek-
torpotential vereinfacht berechnet werden kann.

6.4 Strahlung zeitlich oszillierender Quellen
Die mikroskopischen Maxwell-Gleichungen (5.14)

V.-E=4rp, V-B=0,

1 1 4
VXE+-0B=0, VxB--8,E=—j (6.89)
C C &

sind linear in den Variablen E und B und den Quellen p und 3 und enthalten nur reelle
Konstanten. Aufgrund der Linearitdt konnen wir sowohl die Felder als auch die Quellen auch
formal als komplexwertige Groéfen ansetzen, welche durch die reellen Konstanten nicht mischen.
Haben wir eine komplexwertige Losung E, B € C gefunden, liefert uns deren Realteil

E(r,t)=RE, B(r,t)=%B, (6.90)

dann die Losung der physikalischen Maxwell-Gleichung, bestimmt durch den Realteil der Quel-
len (der Imaginérteil liefert uns eine andere Losung, konsistent mit dem Imaginérteil der Quell-
terme). Es geniigt uns hier, nur Quellen zu betrachten, welche mit einer bestimmten vorgebenen
Frequenz w schwingen

p(r,t) = Rp(r)e ™", jlrt) = Rj(r)e ™, (6.91)

der allgemeine Fall kann dann letztlich durch Uberlagerung vieler Frequenzen konstruiert wer-

den. Da am Ende erst der Realteil gebildet wird, konnen hier die rdumlichen Anteile p(r) und

J(r) komplexwertig sein. Fiir alle observablen Gréfen muss am Ende dann der Realteil evalu-

iert werden. Sei d die charakteristische Ausdehnung der Quelle, vgl. Abb. 6.8, d.h. die Quellen

(Ladungsverteilungen und Stréme) sollen auferhalb einer Kugel mit Radius d verschwinden.
Einsetzen der Stromdichte in das retardierte Vektorpotential (6.76) liefert

0oyl ot
A(rt) = lé]%/dgr’/dt’J(T ’t,)é(t’—t+ v |)
c lr — /| c

. iw c'f‘f’l"/
g [
c |

r—1r|

e W = RA(r)e (6.92)

so dass der Vergleich letztlich fiir die komplexwertige raumliche Komponente wegen w = ck
liefert

r—r"

A(r) =1 / 3T (6.93)

c lr — 7’|
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Das retardierte Vektorpotential A(r,t) schwingt also mit der Frequenz der Quelle, wenn keine
weiteren Randbedingungen zu beriicksichtigen sind. Aus dem Vektorpotential erhalten wir die
zeitabhiangige magnetische Induktion

B(r,t) = RV x A(r)e ™", (6.94)
Da zusétzlich die Maxwellgleichungen respektiert werden miissen, insbesondere

1 4
VxB--0E - %j, (6.95)

konnen wir aus dem Vektorpotential nicht nur die magnetische Induktion B =V x A, sondern
auch die elektrische Feldstirke erhalten. Insbesondere verschwindet die Stromdichte auferhalb
des Quellbereiches j(r > d) = 0, und wir erhalten auferhalb

OE =cV x (V x A(r)) e ™! : r>d. (6.96)

Integrieren wir diese Gleichung in der Zeit, ergibt sich
E-= %[v ¥ (Vx AF)]e ™+ r>d, (6.97)

bzw. E(r,t) = RE. Die Vorgabe der Stromdichte bestimmt also Vektorpotential und damit
elektrische Feldstéirke und magnetische Induktion.
Die Wellenlidnge der Strahlung ist gegeben durch

2rc 2w
N= -2 .
” - (6.98)

In der Strahlungs-Nahzone 7,7’ < \ kénnen wir den Phasenfaktor vernachlassigen

ik"rfr" i27r"r'f’l°/‘//\
e = € ~

1, (6.99)

und es ergibt sich aus (6.93) genau dasselbe Vektorpotential wie schon in der Magnetostatik

A(r) = ! / d%’ﬂ. (6.100)

c lr — 7|

Die Retardierungs-Effekte kommen also in der Nahzone (auch statische Zone genannt) iiber-
haupt nicht zum Tragen.
In der Strahlungs-Fernzone kénnen wir annehmen

d<r. (6.101)

Weiterhin machen wir die Langwellenndherung, dass die Stromverteilung klein gegeniiber
der Wellenlange sei

d <\, (6.102)

was zusammen weitere Vereinfachungen im Vektorpotential erlaubt. Zunéchst ergibt sich

"\ r’ 1 "\
lr—r'|=r 1—1—(—) —2n-—~=v 1——n-r'+(’)<—) : (6.103)
r r r r
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wobei n = g der Normalenvektor zum Aufpunkt ist. Dies im Exponenten eingesetzt ergibt

ik
€

_ ! . . ’ .
ot gibrgiknr! ik (1—ikn-r'+...). (6.104)

Wir konnen die obige Entwicklung aber auch im Nenner benutzen (oder die Zerlegung in
Legendre-Polynome aus der Elektrostatik)

1 1 1
— =1+ -n-7r), (6.105)
lr—7'| r r
oder zusammengesetzt
+ik|r—1’| er
e e 1
—_— 1 )| - —ik o 6.106
o = [t (G i)+ (6:100)

Fiir den rdumlichen Anteil des Vektorpotentials (6.93) ergibt sich damit ndherungsweise

cC T

1 ikr 1 1 ikr
A(r) ~ =€ /dgr'j(r') + - (; - ik) er /j(r’)(n -rdr’ (6.107)

Der erste Term entspricht elektrischer Dipolstrahlung, der zweite elektrischer Quadrupol- und
magnetischer Dipolstrahlung. Man sieht schon am fiihrenden Dipolterm, dass sich das Vektorpo-
tential wie eine auslaufende Kugelwelle, multipliziert mit einem winkelabhéngigen Koeffizienten,
verhilt.

6.5 Dipolstrahlung

Dass der fiihrende Term im Vektorpotential sich direkt mit einem zeitabhéngigen Dipolmoment
in Verbindung bringen lisst, folgt aus der Kontinuitétsgleichung —iwp(r) +V - j(r) =0

/ Prj(r) = / Er(j - V)r = — / Frr(V - §) = —iw / Errp(r) = —iwp.  (6.108)

Das statische Dipolmoment p folgt aus dem rdumlichen Anteil der Ladungsdichte

p= /d?’rrp(r), p(t) = /dBrrp(r,t) = Rpe ", (6.109)
Mit der Dispersionsrelation w = ck kénnen wir nun fiir das Vektorpotential einfach schreiben
eikr
A(r) = —ikp—, (6.110)
T

d.h. die Amplitude der auslaufenden Kugelwelle wird durch das Dipolmoment bestimmt. Durch
die radiale Symmetrie in der Ortsabhéngigkeit folgt im Fernfeld A < r
ikr ikr

05— ~ kS, (6.111)

r T

so dass die Ableitung einfach durch Multiplikation mit ik ersetzt werden kann bzw. allgemeiner
V — ike,. Dies verkleinert den Giiltigkeitsbereich, denn bisher hatten wir nur », A > d,
jetzt betrachten wir d < A < r. Es folgt daher im Fernfeld fiir den rdumlichen Anteil der
magnetischen Induktion

eikr

B(r) =V x A(r) = k* (e, x p)

(6.112)
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und fir die elektrische Feldstarke

: ikr
E(r) = %v x B(r) ~ —k%, x (e, x p) er . (6.113)

Man sieht, dass diese senkrecht zueinander und auch auf dem radialen Einheitsvektor stehen.
Aufserdem gelten diese Ausdriicke nur im Fernfeld » > A > d.

Fiir die Energiestromdichte erhdlt man aus dem zeitlich gemittelten Poynting-Vektor (mi-
kroskopisch gilt B = H)

_ ¢ _ c —iwt —iwt
S(r)= yy (E(r,t) x B(r,t)) = yy ([RE(r)e "] x [RB(r)e ™']) | (6.114)
dass sie — wie bei einer auslaufenden Kugelwelle zu erwarten — in radiale Richtung nach aufen
zeigt, es wird also Energie abgestrahlt. Waren wir z.B. von der avancierten Greenschen Funktion
ausgegangen, wire dies gerade umgekehrt. Allgemein gilt fiir den Mittelwert zweier mit der
gleichen Frequenz oszillierender Grofen a(t) = Rage " und b(t) = Rbge !

{a()b(t)) =

1

<(a0€—iwt + age-i-iwt) (boe—iwt + b36+th)>

— o =

Die in den Raumwinkel df) = sin 8dfd¢ abgestrahlte mittlere Leistung berechnet sich dann zu
dP = ((S) - e,)r?d. (6.116)

Fiir die mittlere Strahlungsleistung pro Raumwinkel ergibt sich

2 2
Z_];z = —er - (B(r.) x B(r.1)) = e, - R(E(r) x B'(r))
ck?
= er-[((er xp) x e0)  (er % P°)
w4
= [y ((er X p) X €;) - ((€&r X P) X €)
4 4
:ﬁ(er Xp)'<67’ Xp*) :#‘er Xp’2- (6‘117)

Hier haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, dass wir im Kreuzprodukt die Mittelung in jedem
einzelnen Term wie oben vollziehen kdnnen, ein weiterer Schritt ergab sich aus zyklischen Ver-
tauschungen des entsprechenden Spatproduktes, und weiterhin haben wir das Skalarprodukt
der doppelten Kreuzprodukte explizit unter Ausnutzung von . €x€imn = 0jmOkn — 0jnOkm
vereinfacht. Die gemittelte Strahlungsleistung ist somit im Fernfeld unabhingig von r, d.h. der
aufintegrierte Energiefluss ist konstant, so dass die Energie bis ins Unendliche transportiert, d.h.
abgestrahlt wird. Wiirden die Felder schneller abfallen, wie z.B. bei einer gleichférmig bewegten
Punktladung mit 1/r2 hitte man im Fernfeld einen verschwindenden Energiefluss. Eine gleich-
formig bewegte Punktladung strahlt nicht. Es ist zu beachten, dass das Dipolmoment hier als
komplexwertige Grofse zu verstehen ist, was die Strahlungscharakteristik komplizierter macht.
Wenn jedoch alle Komponenten von p dieselbe Phase haben

|p1 , ,
p= Ip2| |€°=pe?, (6.118)
’]93|
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©
Abbildung 6.9: Strahlungscharakteristik eines
oszillierenden Dipolmomentes (rot), in Einhei- @ of . .
2
ten von o = ‘@TLCQ'. Die Lange des Vektors %
[aW
el

auf der Kurve gibt die Stérke der Abstrahlung = s |
in die jeweilige Richtung an, d.h. sie ist am
starksten in Richtungen senkrecht zum Dipol-

moment. Die Richtcharakteristik ist rotations- e L e ‘1
symmetrisch um p. dP/dQ (e e ) [o]

folgt letztlich die Strahlungscharakteristik eines ozillierenden Dipols

dP w?

Q) 8rcd
wobei 6 der Winkel zwischen p,. und e,. ist, definiert durch p,. - e, = |p,.| cos 8. Graphisch kann
man die Richtcharakteristik der Abstrahlung darstellen, indem man dP/d2e, in der e, — e -
Ebene darstellt, vgl. Abb. 6.9. Die Abstrahlung ist also maximal in Richtungen senkrecht zum
Dipolmoment und verschwindet in paralleler Richtung. Die gesamte abgestrahlte Leistung ergibt
sich durch die Integration iiber den Raumwinkel

Ipr|? sin? 6, (6.119)

_ w4 5 ™ ] 30 5 w4 9
P—%|p,.| 27 i sin” fd —@\p,J , (6.120)

die quadratische Abhangigkeit vom Dipolmoment und quartische Abhéngigkeit von der Fre-
quenz wird auch als Dipolformel bezeichnet.
Als Beispiel betrachten wir eine oszillierende Punktladung

p(r,t) = qd(r — rg cos(wt)) . (6.121)
Das zeitabhingige Dipolmoment wird zu

p(t) = /r,o(r,t)cf’r = qro cos(wt) = Rqroe ™", (6.122)

so dass das statische Dipolmoment p = qrg folgt — es ist offensichtlich reell. Die gesamte
abgestrahlte Leistung wird dann zu

Wity
3¢
Etwas anders sieht es aus, wenn sich die Punktladung auf einer Kreisbahn mit Radius R
bewegt, z.B. in der xy-Ebene

(6.123)

COos wt
p(r,t)=q¢é [r— R | sinwt : (6.124)
0
Das zeitabhingige Dipolmoment wird
cos wt 1 '
p(t)=qR | sinwt | =¢RR| i |e ™, (6.125)

0 0
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B
o
<o - Abbildung 6.10: Strahlungscharakteristik in der
% | xz-Ebene einer auf einem Kreis in der xy-Ebene
5 L | (grau) rotierenden Punktladung, in Einheiten
| von o = “;fjf. Sie kann auch als Uberlage-
rung zweier Dipole entlang der x und y Achsen
2 ‘ x ‘ x ‘ L ‘ L ] verstanden werden. Die Richtcharakteristik ist

1 2

2 -1 0 . .
dP/dQ (e_e ) [0] rotationssymmetrisch um e,.

so das das statische Dipolmoment komplex wird
p=qR| 1 |. (6.126)
0

Damit kénnen wir die Richtcharakteristik nach (6.117) berechnen

2

€, ey e,
le, X p\Q = |gR | sinfcos¢ sinfsing cosf || = ¢*R> [2 — sin? 9} ) (6.127)
1 i 0
Einsetzen liefert
dP  Ww*R?¢?
— =——T[2—5sin*0 6.128
S o] o129

wobei 0 jetzt der Winkel zur z-Achse ist, vgl. Abb. 6.10. Winkelintegration liefert letztlich die
gesamte Leistung

_ gw4R2q2

6.129

P
Dies entspricht gerade der doppelten Strahlungsleistung fiir einen Dipol, was man sich auch
iiberlegen kann weil die kreisformige Bewegung in der zy-Ebene auch durch Uberlagerung
zweiter Dipole entlang der  und y-Achsen generiert werden kann.

6.6 Bohrsches Atommodell

Im Bohrschen Atommodell umkreist ein Elektron den Atomkern auf klassischen Kreisbahnen,
wobei die einzige Randbedingung ist, dass der Drehimpuls quantisiert ist. Das Modell ist nach
heutigem Wissen natiirlich nicht korrekt, wir nehmen es aber als Modell an und berechnen
den Energieverlust durch die Dipolstrahlung, welche daraus folgen wiirde. Da schon ein Proton
viel schwerer ist als das Elektron (ca ein Faktor 2000) behandeln wir das Proton als stationér
(vgl. Mechanik Kepler-Problem). Auf einer stationidren Kreisbahn mit Radius r miissen sich
die Betréige der Fliehkraft Fyr (Zentrifugalkraft) und der Coulomb-Kraft Fi- kompensieren

Fyp = == =F¢. (6.130)
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Zusatzlich haben wir die Randbedingung, dass der Drehimpuls quantisiert sein soll, d.h.
|L| = |r x p| = m.rv=hn : ne{l,2,3,...} (6.131)

Wir kénnen diese beiden Gleichungen nach der Bahngeschwindigkeit v und dem Radius r auf-
16sen

(hn)? e?
= ’ = — 6.132
" mee? Y hn ( )
Fiir den kleinsten Radius n = 1 ergibt sich gerade der Bohrsche Radius r; = ap = m’iz ~
0.5- 1071 m und eine Bahngeschwindigkeit von v; = % = %ic = ac mit der Feinstruktur-

konstante a ~ 1/137. Fiir die Winkelgeschwindigkeit erhilt man fiir n = 1 entsprechend

w="2 =2 . 1016571, (6.133)
r ap

Diesen Wert konnen wir in die Strahlungsformel fiir eine Punktladung auf einer Kreisbahn (6.129)
einsetzen

2 wha%e?
p=-—3 6.134
3 3 ( )

Diese Leistung wiirde das Elektron im Bohrschen Atommodell kontinuierlich abstrahlen, da-
durch wiirde es Energie verlieren und unweigerlich in den Atomkern stiirzen. Das Bohrsche
Atommodell ist daher nicht mit der Elektrodynamik kompatibel. Dieses klassische Modell er-
laubt es aber, die Lebensdauer der angeregten Zustédnde grob abzuschitzen. Aus der Summe
der kinetischen und potentiellen Energien erhalten wir die Gesamtenergie

1 e? 1 et 1 e?
En = — e 2 -—— = =,
2m Un T 2n2 h? 2n2 ap

(6.135)
d.h. um die Energie AFE5 ~ % zwischen dem 1. angeregten Zustand und dem Grundzustand
abzustrahlen, wire die Zeit

~107% (6.136)

notig, d.h. im klassischen Bohrschen Atommodell sind die angeregten Zustédnde auch extrem
kurzlebig. Eine quantenmechanische Abschitzung liefert um den Faktor 100 gréfsere Werte fiir
die Lebensdauer angeregter Zustinde.

6.7 Schwingkreis

Wir betrachten eine idealisierte Spule und einen idealisierten Plattenkondensator, welche par-
allel miteinander gekoppelt sind, vgl. Abb. 6.11. Um die einzelnen Bauelemente zu verstehen,
rekapitulieren wir die entsprechenden Kenngréfen aus der Elektrostatik und Magnetostatik.
Dann koppeln wir die Bauelemente miteinander und versuchen das Verhalten des Schwingkrei-
ses phdnomenologisch zu verstehen. Die Schwingung in einem Schwingkreis ist eine oszillierende
Ladungsverteilung, welche Dipolstrahlung aussendet. Umgekehrt kann ein Schwingkreis auch
durch Strahlung angeregt werden (Antenne).
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Abbildung 6.11: Abbildung eines ungedampften
Schwingkreises. Die Kenngrofe fiir den Konden-
sator ist die Kapazitat C, die fiir die Spule ist

Ns die Induktivitiit L.

Idealisierter Plattenkondensator

Wir rekapitulieren nochmal den Plattenkondensator mit Fliache Ac und Plattenabstand L.
Das elektrische Feld im Plattenkondensator kénnen wir aus den Gleichungen der Elektrostatik
bestimmen

V-E=4rp, VxE=0. (6.137)

Vernachléssigen wir das Feld aufierhalb des Kondensators und nehmen innerhalb ein konstantes
Feld E an, ergibt sich aus der Integration iiber ein Gaufsches Késtchen, welches eine Konden-
satorplatte beinhaltet, die Relation

EAc = 4nQ, (6.138)

wobei Ac die Kondensatorfliche ist und ) die Ladung auf der positiv geladenen Platte. Die
Potentialdifferenz — oder Spannung — ergibt sich aus dem Integral der Feldstarke, also

Lo 1
U=ELc=4rQ-" = —, 6.139
wobei wir die Kapazitit C = ﬁé—g als Kenngrofe des Kondensators eingefiihrt haben, vgl.

Gleichung (1.105).

Idealisierte Spule

Jetzt betrachten wir eine idealisierte Spule mit Ng Windungen, Querschnittsfliche Ag und
Lange Lg. Im Inneren der Spule nehmen wir ein konstantes Feld an, aufken soll das Feld ver-
schwinden, dann bekommen wir aus den Gleichungen der Magnetostatik

4
VxB=—"j, V-B=0, (6.140)
c
durch Legen einer geeigneten Stokes-Schleife durch die Spule die Relation
4
LsB = ""INg, (6.141)
c

wobei I die Stromstirke durch die Spule ist, vgl. Gleichung (4.67). Der magnetische Fluss ®g
durch die Spule ergibt sich dann fiir ein konstantes Feld durch Multiplikation von B mit der
Querschnittsfliche

by =Ag——1 6.142
S S c LS ) ( )
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woran man sieht, dass fiir eine gegebene Spule die Stromstérke I direkt proportional zum
magnetischen Fluss ®g ist. Man definiert dann die Induktivitit L als Kenngrofe der Spule
iiber

N N dg NZ
= A )
cL c I s Lgc?

(6.143)

Phinomenologische ungedampfte Behandlung

Wenn nun die beiden Bauelemente gekoppelt werden, kann ja weder Elektrostatik noch Ma-
gnetostatik gelten und wir miissten eigentlich eine allgemeine Beschreibung mit den Maxwell-
gleichungen finden. Phianomenologisch kénnen wir jedoch die Relationen einfach zeitabhingig
machen, was auch als quasistatische Naherung bezeichnet wird

Ng

Qt) =~ CU(t), I(t) = Z@g(t) : (6.144)
Aus dem Faraday-Gesetz
V x E+ %atB =0 (6.145)
ergibt sich dessen integrale Form (5.5)
E-dr= —lat// B-dA. (6.146)
oOF ¢ F

Die linke Seite entspricht gerade der Spannung iiber der Spule, die rechte Seite gerade Ng mal
der Anderung des magnetischen Flusses — da die Fliche F' gerade Ng Windungen hat

Ut) = —%8@5(15) . (6.147)

Wegen der Parallelschaltung entspricht diese Spannung auch der vom Kondensator, und dessen
Ladungsénderung () = I(t) muss gerade dem Strom duch die Spule entsprechen (Kontinuitéits-
gleichung). Damit ergibt sich aus I(t) ~ Y dg(t)

Ut)=-1% = -1%% = _pc% (6.148)

Die Losung dieser DGL ist einfach eine Schwingung U (t) = U cos(wt+¢) mit der Schwingkreis
Frequenz

w=—— (6.149)

Wegen Q = C'U hétten wir natiirlich auch die Differenzialgleichung

Ot) + %Q(t) ~0 (6.150)

betrachten kdnnen, mit einem zusétzlichen Widerstand im Stromkreis hétten wir die Gleichung

Q(t) + %Q(t) + %Q(t) =0, (6.151)

so dass sich eine geddmpfte Schwingung ergeben wiirde.
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Um diese phanomenologischen Resultate abzuleiten, haben wir — iiber die Streufelder hinaus
— einfach vernachlassigt, dass im Kondensator auch ein Magnetfeld entsteht

1
VxE=--0,B~0. (6.152)
c

Wegen der Darstellung des elektrischen Feldes durch die Potentiale ist dies analog zur Vernach-
lassigung des Vektorpotentials im Kondensator

1
E=-Vb—-0Ax Vo, (6.153)
c
was wiederum erfordert, dass
1
—-|0tA| < |E]|. (6.154)
c

Fiir die Spule haben wir angenommen, dass

1 4 4
VxB=-0E+—jn~—j, (6.155)
C C C
was gilt wenn
0,E| < |j],|V x B]. (6.156)

Man kann zeigen, dass diese Bedingungen erfiillt sind, wenn

l
z <1 (6.157)

c
gilt, wobei ¢ eine charakteristische Langenskala des Systems ist. Da wf gerade die maxima-
le Geschwindigkeit der Ladungstriager im Schwingkreis ist, kann die quasistatische Naherung
auch als nichtrelativistische Naherung verstanden werden, die Retardierung in den Potentialen
wird dann einfach vernachlissigt und somit auch die Riickwirkung der Abstrahlung auf den

Schwingkreis. Der Einfachheit halber nehmen wir an
Ac =02, Le=¢, Ag =7l?, Lg=1¢, (6.158)

fiir die Schwingkreis-Frequenz bekommen wir damit

1 1 el
— c (6.159)

VIC mENs’
so dass Einsetzen in die Bedingung liefert

wl 1 1 1
= = —— <1, 6.160
c LCc /7 Ng ( )

was fiir grofe Ng, also viele Spulenwindungen, immer erfiillt werden kann.

6.8 Streuung von Licht

Wir betrachten eine elektromagnetische Welle, welche mit den Elektronen in einem Medium
wechselwirkt. Die Felder der einfallenden elektromagnetischen Welle seien gegeben durch

| k
E(r,t) = REe kT B(r 1) = = X E(r,t), (6.161)
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dP

dq er
Abbildung 6.12: Eine einfallende ebene Welle

(rot) regt mit ihrem elektrischen Feld E(r,t) er- E(T, t)

zwungene Schwingungen 7¢(¢) in einem gebun- r ( t)

denen Elektron an, was zur Emission von Ku- + ‘ ‘ ‘ ‘ 0

gelwellen der gleichen Frequenz mit der Dipol- * > '$ """"""
Charakteristik fithrt (griin). ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ k |

vgl. Abschnitt 5.5.1. Dann ist in nichtrelativistischer Naherung v < ¢ die Bewegungsgleichung
des Elektrons am Orte ro(t) gegeben durch

meio(t) + mero(t) + mewpro(t) = —eREqgexp [i(k - mo(t) — wt)] + . .. (6.162)

Hier geht die nichtrelativistische Naherung einerseits durch die Abwesenheit von ~-Faktoren
in der Beschleunigung ein, insbesondere aber durch die Abwesenheit des Magnetfeldes, denn
dieses wird in der Lorentzkraft auf der rechten Seite mit v/c unterdriickt. Der erste Term
der linken Seite beschreibt die Beschleunigung des gebundenen Elektrons. Der zweite Term ist
ein phinomenologischer Dampfungsterm, welcher z.B. durch Abstrahlungsverluste oder auch
durch Stoke des Elektrons mit anderen Teilchen motiviert werden kann. Der dritte Term ist
die klassische Riickstellkraft in einem harmonischen Oszillatormodell, z.B. konnen wir aus dem
Bohrschen Atommodell annehmen, dass wy = m.e*/A? fiir in Atomen gebundenen Elektronen.
Wir machen wieder die Langwellen-Ndherung A > |ro(t)|, so dass wir néhern kénnen

ek To® & 1 (6.163)

d.h., unter dieser Naherung vereinfacht sich die Bewegungsgleichung des Elektrons zu der eines
getriebenen harmonischen Oszillators (vgl. Mechanik)

meio + m T + mewiry = —eREge™ " . (6.164)

Die Losung einer solchen inhomogenen Differentialgleichung ist gegeben durch die Summe aus
der Losung des homogenen Systems und einer speziellen Losung des inhomogenen Systems.
Da jedoch die Losung des homogenen Systems durch die Dampfung mit der Zeit abklingt,
betrachten wir im Langzeitlimes nur die spezielle Losung des inhomogenen Systems, also die
erzwungene Schwingung. Wir setzen also an

ro(t) = Rae ™ (6.165)
mit komplexwertiger Grofe a, was auf die Gleichung

(—w? — iTw +wd)a = ——— E, (6.166)

e

fiihrt. Das zeitabhidngige Dipolmoment des Elektrons wird damit zu

e /me

p(t) = —erg(t) = —eRae ™" = +R Ege ', (6.167)

wi —w? —ilw
Die einfallende ebene Welle regt das Elektron zu erzwungenen Schwingungen an, dessen Strah-
lung als Kugelwelle mit der Dipol-Richtcharakteristik abgestrahlt wird, vgl. Abb. 6.12. Zum
einen sieht man hier schon, dass das induzierte zeitabhingige Dipolmoment fiir sehr grofe
Frequenzen w verschwinden wird, in diesem Fall ist das Elektron zu trige um der schnellen
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Schwingung zu folgen. Das bedeutet aber auch, dass die dielektrische Suszeptibilitat in Wirk-
lichkeit fiir zeitabhéngige Felder frequenzabhéngig sein muss. Wir sehen also, dass das statische
Dipolmoment

e /me
p= ;
wd —w? —ilw

Eo = a.(w)Eq (6.168)

proportional zum Feld der einfallenden Welle ist. Der Proportionalititsfaktor a.(w) ist zudem
frequenzabhéingig und heifst elektrische Polarisierbarkeit.

Wenn das statische Dipolmoment mit einer Phase schwingt, z.B. schwingt das Elektron fiir
eine linear polarisierte einfallende Welle nur in einer Richtung, kénnen wir die vereinfachte
Dipolformel (6.119) benutzen und erhalten

dP wt et wt

— 2 .2, 2 . 9
aQ 8703‘11‘ 6 = m28mc? (w? — wi)? + Mw? [Eol”sin”0
c e? \? wt _
B g (mec2> (wQ _ w%)Q 4+ T'22 ’E0| sin” ¢ > <6169>

wobei 6 der Winkel zwischen dem induzierten Dipolmoment und e, ist oder E und e, ist. Diese
Art der Streuung dndert nicht die Frequenz des abgestrahlten Lichtes.

Dann schwingt das gebundene Elektron in der Schwingungsrichtung des elektrischen Feldes,
die ausgesandte Strahlung hat die Charakteristik einer auslaufenden Kugelwelle, elektrisches
Feld und magnetische Induktion stehen senkrecht aufeinander

pikr pikr

B(r) =~ k*(e, x p) — E(r) ~ —k’e, x (e, x p) - (6.170)

Anhand dieser Charakteristik kann man sehen, dass die Felder (im Fernfeld) senkrecht zu e,
stehen. Die Richtcharakteristik dP/d2 liefert uns aber nur die Richtung des gestreuten Lichtes,
sie ist immer noch proportional zu | Eo|* und damit zur Intensitét der einfallenden Welle. Um
diese Abhéngigkeit zu eliminieren und damit eine Eigenschaft des Streuzentrums zu erhalten,
betrachtet man den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do ANy /(dtdS)

g _ GVout/ (ALG21) 171
dQY  dNy/(dtdF)’ (6.171)

definiert durch das Verhiltnis der in den Raumwinkel df2 pro Zeit dt gestreuten Teilchen d Ny
zu den pro Fldche dF und Zeiteinheit dt einfallenden Teilchen d/Ny,. Allerdings betrachtet man
in der Elektrodynamik keine Teilchen, sondern einfach die abgestrahlte Leistung, also vergleicht
man statt Teilchen Energien

do %
—=_d_ (6.172)

wobei Sy, der Poynting-Vektor der einfallenden Welle ist, also in unserem Falle mit (5.101)
c 2
Sin|) = —|Eo|”. 6.173
(1Siul) = | ol (6.173)

Es verbleibt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do 62 2 w4 L
aQ mec? ) (w2 — wd)? + I'2w? sin” ¢, (6.174)
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bzw. fiir den totalen Wirkungsquerschnitt der Lichtstreuung

8 e? 2 wt
o= 3 (77%02) = wg)Q T (6.175)

Diese Grofe gibt an, wie stark einfallendes Licht der Frequenz w durch das gebundene Elektron
gestreut wird. Sie verschwindet fiir kleine Frequenzen wie w?, hat bei w = wy ein Maximum und
geht fiir w — oo gegen einen konstanten Wert. Man unterscheidet entsprechend die Regime

e Rayleighstreuung:
Fiir w, I" < wy folgt, dass der totale Wirkungsquerschnitt mit der 4. Potenz der Frequenz
skaliert

8t/ €2 \?wh wt
~ — — = —. 6.176
=5 () GG o

Dies fiithrt zu bekannten Alltagsphédnomenen, z.B. gilt fiir sichtbares Licht in Luft w/wy &~
0.1. Schliisselt man dies weiter auf, kann man die Streuquerschnitte von rotem und blauem
Licht miteinander vergleichen

4 2\

Oblau __ Whlau — 41“0t ~ 10, (6177)
A

blau

~ 4
Orot wrot

legt man \.o; =~ 700 nm und A, &~ 400 nm zugrunde. Die blauen Anteile im Sonnenlicht
werden also durch die Elektronen in der Luft deutlich stérker gestreut als die roten, daher
erscheint uns tagsiiber der Himmel als blau, dies ist gestreutes Sonnenlicht. Beim Sonnen-
untergang schauen wir dagegen direkt in die Sonne, hier wird der blaue Anteil durch die
Streuung stirker reduziert, denn durch den schrigen Einfallswinkel ist die Strecke durch
die Athmosphére ldnger, so dass die Sonne rot erscheint.

e Resonanaz:
Fiir w = wp hat der Wirkungsquerschnitt ein Maximum

w2

o= aThF—g : (6.178)
Da das gestreute Licht in unserem Modell dieselbe Frequenz wie die einfallende Welle
hat, kénnte es gleich durch ein anderes gleichartig gebundenes Elektron wieder gestreut
werden, in diesem Fall spricht man auch von Resonanzfluoreszenz. Fiir einzelne Atome ist
jedoch auch der Impulsiibertrag auf das Atom zu beriicksichtigen, welcher die Wellenléinge
es emittierten Lichtes so veréindert, dass eine erneute Absorption unwahrscheinlich ist.
Nehmen jedoch mehrere Atome, z.B. in einem Kristallgitter, diesen Impuls auf, wird
dieser Prozess moglich und fiihrt zum Mofkbauer-Effekt.

e Thomsonstreuung:
Fiir unendliche grofe Frequenzen geht der Wirkungsquerschnitt gegen

8 2 \?
UThZ—W( ‘ ) , (6.179)

3 \me.c?

was sich im Rahmen des Modells verstehen ldsst, da das Elektron der Schwingung der
einfallenden Welle immer weniger folgen kann, schlielich gilt fiir groffe Frequenzen |rq| o
w2, die gesamte abgestrahlte Leistung skaliert wie |p|2w4, so dass sich ein endlicher Wert
ergibt. Allerdings ist fiir solch hohe Frequenzen unser Modell nicht mehr giiltig, da die
Langwellen-N&herung nicht mehr gilt. Eine relativistische Rechnung der Quantenelektro-
dynamik liefert, dass fiir sehr hohe Frequenzen der Wirkungsquerschnitt verschwindet.
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6.9 Formfaktor

Es gibt jedoch auch aufter der Frequenzabhingigkeit noch andere interessante Streu-Effekte.
Zum Beispiel gibt es bei mehreren identischen Streuzentren eine Interferenz des gestreuten
Lichtes. Da sich diese an verschiedenen Orten befinden, schwingen sie gerade mit der Phase des
elektrischen Feldes an ihrem Ort r; (die Auslenkung wire dann gegeben durch Ar;)

D; (t) 8 E(’rjv t) ) (6180)

so dass das statische Dipolmoment den Phasenfaktor p oc eHRTS orhilt. Bin zusitzlicher

Phasenfaktor e *€r T3 ~ ¢ *€rTj ergibt sich dann aus den Wegdifferenzen der verschiedenen
Streuzentren zum Beobachtungspunkt. Fiir N identische Streuzentren kann man dies fiir den
Wirkungsquerschnitt zusammenfassen

N

do
dQ)

2
_do

~d9

_do

_ 49 cik—ker)-T;
N df

|F(k — ke,)|? (6.181)

1

1

Jj=1

wobel der Formfaktor
N N
F(q) = Z 4T = /Z §(r —r;)e 1" dr (6.182)
j=1 j=1

gerade die Fourier-Transformierte der Teilchendichte der Streuzentren ist. Auswertung des Wir-
kungsquerschnittes der Lichtstreuung erlaubt also Riickschliisse auf die rdumliche Verteilung.

6.9.1 Rontgenstrukturanalyse

Insbesondere lésst sich in der Festkérperphysik damit die Kristallstruktur eines Gitters bestim-
men (vgl. VL Festkorperphysik). Fiir einen Kristall mit den Abmessungen aV; und in einem
einfach kubischen Gitter mit der Gitterkonstante a z.B. wird der Formfaktor zu

Ng;*l ]Vy_1 szl

F(q) = Z Z Z e dTigk Tijk = a(ieg + je, + ke;) . (6.183)

i=0 j=0 k=0
Die Summen faktorisieren, und man erhilt z.B. aus der geometrischen Reihe

Ny—l iNy[l y ]
S~ e, Lot sIn(Ny gy /2) i(N,-1)agy /2. (6.184)

= 1 — elaay sin(ag,/2)

Einsetzen in den Formfaktor liefert mit N = N, N, N,

F(q)f = N? sin?(N,aq,/2) . sin*(N,ag,/2) . sin?(N.aq./2) (6.185)
NZsin®(ag,/2) N2sin’(ag,/2) N.sin*(ag./2)’ '
Fiir sehr groke N, N,, N, > 1 iiberleben nur die Beitrage mit
gia = 2mn; , n;, € 7, (6.186)

d.h. das Licht wird nur in bestimmte ausgezeichnete Richtungen gestreut. Aus q = k — ke,
erhalten wir letztlich die Bedingung

.0 q A 2 2 2
=1 - 6.187
sin g = o Qa,mw—irny—knz, ( )
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wobei 6 der Winkel zwischen k und e, ist, also zwischen der einfallenden Welle und der ge-
streuten Welle. Wegen sin(z) < 1 kann diese sog. Bragg-Bedingung nur fiir einige wenige n;
erfiillt werden, insbesondere bendtigt man geniigend kleine Wellenldngen A < 2a, um nicht
nur ungestreutes Licht mit § = 0 zu erhalten. Im Experiment kann mit monochromatischem
Rontgenlicht aus der Lage der Maxima und deren Abstand dann auf den Kristalltyp und die
Gitterkonstante a geschlossen werden.

6.9.2 Koharente und Inkoharente Streuung

Fiir allgemeine Positionen r; der Streuzentren ergibt sich fiir den Formfaktor

|F(q)|2 — Z €+iQ'(T‘i—7‘j) =N —+ QZcos[q . (rri — r"])] . (6188)
(2]

1<j

Auch wenn die Streuzentren statistisch verteilt sind, kann man noch grundlegende Aussagen
iiber das Streuverhalten treffen. Seien die Streuzentren r; z.B. alle in einer Kugel mit |r;| < R
verteilt. Fiir B < A gilt ¢ - (r; — r;) < 1 und der Formfaktor skaliert wie N2. Im entgegen-
gesetzten Fall R > )\ ergeben sich lauter verschiedene Phasen, welche sich bei homogen und
zufallig verteilten Atomen in einem Gas groftenteils wegmitteln, man hat dann also nur den
Diagonalbeitrag und somit skaliert der Formfaktor wie N. Je nachdem, ob die Streuzentren nah
beieinander sind oder nicht, ergibt sich also eine deutliche Verstirkung des Streuquerschnittes

N2 @ R (kohiirente Streuung)

2
[F(9)] O({ N :© R> )\ (inkohérente Streuung) (6.189)

Wenn Wasserdampf in der Luft zu Nebel kondensiert, kann man diese Verstiarkung beobachten.
Fiir Wasserdampf in der Luft gilt inkohédrente Streuung R > A, deswegen ist mit Wasserdampf
gesattigte Luft durchsichtig. Wenn die Wassermolekiile zu kleinen Trépfchen kondensieren,
andert sich die gemittelte Dichte des Wassers in der Luft nicht, jedoch liegen die Streuzentren
innerhalb der Tropfchen jetzt eng beieinander, so dass R < ) gilt. Fiir Tropfchen mit 106
Wassermolekiilen erhéht sich damit der Sreuquerschnitt um einen entsprechenden Faktor, es
bildet sich dabei undurchsichtiger Nebel.



Kapitel 7

Optik

7.1 Kausale Verkniipfungsgleichungen

Elektrodynamik beschreibt zu einem grofsen Teil die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen,
welche wir bisher meist im Vakuum behandelt haben. In der Optik behandeln wir die Aus-
breitung ebendieser Wellen aber auch in Materie und an Grenzflichen. Bisher hatten wir in
Materie zeitunabhéngige Verkniipfungsgleichungen zwischen der dielektrischen Verschiebung
und der elektrischen Feldstdrke und der magnetischen Induktion und Feldstirke angenommen

D =c¢F, B=uH. (7.1)

Mikroskopisch begriindet wurde dies mit der Ausrichtung von Dipolmomenten in einem exter-
nen Feld, und fiir statische oder zeitlich sehr langsam variierende Felder kann man dies auch so
machen. Jedoch hatten wir schon gesehen, dass fiir sehr grofe Frequenzen das induzierte Di-
polmoment verschwindet, hier kann das gebundene Elektron der Schwingung der einfallenden
Welle nicht mehr folgen. Allgemein kann man sich vorstellen, dass ein induziertes Dipolmoment
auch auf die Anregung der Welle hin erst verzogert aufgebaut werden sollte, genau wie wir es
in der Green’schen Funktion der Wellengleichung gefunden haben. Die zeitgleichen Verkniip-
fungsgleichungen oben kénnen also so gar nicht stimmen.

Anders als bisher betrachten wir jetzt nicht mehr nur monochromatische Anregungen, son-
dern allgemeine Zeitabhingigkeiten. Diese konnen wir jedoch aus den betrachteten Féllen os-
zillierender Ladungsverteilungen erschliefsen. Allgemeine Zeitabhingigkeiten von Ladungsver-
teilungen und Stromen kdnnen wir durch Fourier-Transformationen ausdriicken, z.B. fiir die
Ladungsverteilung

1 .
rt) = — r,w)e “dw. 7.2
plr.t) = == [ olr. (72)
Hier bezeichnet
1 .
rWw) = —— r, et dt 7.3
plrw) = <= [ ol (73)
die zeitliche Fourier-Transformierte der Ladungsdichte (da wir vorher immer nur eine Frequenz
betrachtet haben, hatten wir einfach die Frequenzabhéngigkeit weggelassen). Damit wird auch
klar, dass p(r,w) komplexwertig sein kann. Fiir solche Superpositionen kénnen wir auch die

Maxwellgleichungen l6sen, und aufgrund der Linearitit derselben ergibt sich, dass wir, wenn
wir sdmtliche Felder auch mit den gleichen Fourier-Konventionen transformieren, z.B.

E(rt) = \/%/E(r,w)ei”tdw, (7.4)
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die Zeitableitungen in den Maxwellgleichungen eliminieren. Aus

V-D(r,t) =4np(r,t), V-B(r,t)=0,

V x B(r.t) + %@B(r,t) ~0,  VxHrt) - %@D(r,t) _ %j(r,t) (7.5)
wird dann
V.-D(r,w)=4rp(r,w), V- -B(r,w)=0,
Vx B(rw) ~i2B(rw)=0,  VxH(rw) +iD(r,w) = %j(r,w), (7.6)

so dass hiermit die Zeitabhéngigkeiten eliminiert sind. Insbesondere hatten wir fiir ein einzelnes
statisches Dipolmoment (6.168) gefunden

p=qa.(wE, (7.7)

wobei E das Feld der einfallenden Welle war. Eine Dipoldichte wird daraus durch Multiplikation
mit der Teilchendichte, so dass wir eine frequenzabhéngige dielektrische Funktion erhalten

e(w) =1+4mxe(w) =14+ dmneoe(w) . (7.8)

Im statischen Fall ging das induzierte Dipolmoment iiber eine Dipoldichte in die dielektri-
sche Suszeptibilitdt ein und dann somit in die Dielektrizitdtskonstante. Machen wir dieselben
Linearitdats- und Isotropie- und Homogenitdts-annahmen wie im statischen Fall und nehmen
wir an, dass dhnliche Modelle auch fiir eine zeitabhingige Magnetisierung existieren, hat man
jetzt die Verkniipfungsgleichungen im Frequenzraum

D(r,w) =¢w)E(r,w), B(r,w) = p(w)H (r,w). (7.9)

Die Frequenzabhéngigkeit zeigt uns, dass die Dielektrizitdtskonstante selbst unter diesen verein-
fachenden Annahmen gar keine Konstante ist. Entsprechend heifit ¢(w) dielektrische Funk-
tion. Wir behandeln hier nur die dielektrische Verschiebung genauer, der Zusammenhang zwi-
schen magnetischer Induktion und Feldstirke folgt analog.

Transformieren wir die dielektrische Verschiebung zuriick in die Zeitdoméine, ergibt sich

D(r,t) = \/%/E(W)E(T,w)e_mdw = %/dwe(w)/dt’E(nt’)e—iw(t—t')
=E(r,1) + j—;r_ﬂ/dt’x(t —t)E(r,t), (7.10)

mit
e(w) = [1+4rx(w)], (7.11)

und x(7) ist gerade die inverse Fourier-Transformierte von x(w). Die dielektrische Verschiebung
hidngt also in zeitlich nicht-lokaler Weise mit der elektrischen Feldstirke zusammen. Dieses
Verhalten, dass Produkte im Frequenzraum auf eine Faltung im Zeitraum abgebildet werden
(und umgekehrt) ist generisch fiir Fourier-Transformationen, und Analoga findet man auch fiir
Laplace-Transformationen.

Physikalisch muss jedoch Kausalitit sichergestellt sein, d.h. formal diirfen im Integral nur
Werte t' < t beitragen. Fiir realistische Modelle ist dies per Konstruktion erfiillt, wir setzen
z.B. aus (6.168) an

1 w?

= P 7.12
X(W) = —= (712)
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mit Parametern w,, wp und I'. Die inverse FT hiervon wird zu
1 w2€—iwt 1 wQe—iwt
0 f b [
2 ) wi —w? —ilw 21 ) (w—w_)(w—wy)

I 2
wi:_l§i“w3_z' (7.13)

Die Pole liegen also wegen I' > 0 in der unteren komplexen Halbebene. Fiir ¢ > 0 miissen
wir wegen —iw = —i(w, + iw,) = —iw, + w, die komplexe Kontur in der unteren Halbebene
schliefen, hier ergibt das Integral nach dem Residuensatz

sin y/wi — &
x(t>0) =w? — e T2 (7.14)

Fiir t < 0 schlieken wir das Integral in der oberen Halbebene. Hier liegen keine Pole innerhalb
der Kontur, und der Residuensatz liefert

x(t<0)=0. (7.15)
Zusammen erhalt man also
sin wg — %2
x(t) = w) e T2Q(t). (7.16)
2 I?2

Diese ©-Funktion kann man ausnutzen, um die zeitliche Integration entsprechend einzuschrin-
ken

4 1
D(r,t) = E(r,t +—/ dt'x(t —t"E(r,t
(rt) = B(r.t) + 2= [ dex(t - )BG1)
N 4 [
V21 Jo
woran man sieht, dass die Kausalitat respektiert wird, denn zum Integral tragen nur Werte des
elektrischen Feldes fiir ¢’ < t bei.

Wegen der reellen Felder muss auch die Kernelfunktion y(7) reell sein. Fiir die Suszeptibilitét
muss dann gelten

= E(r,t) X(T)E(r,t — T)dr, (7.17)

X (+w) = x(=w’). (7.18)

Unter Ausnutzung der Kausalitit folgt fiir die Fourier-Transformierte des Kernels

1 LiwT - 1 OO +iwT
X(w) = \/_2_71'/X(T)6 dr = \/_2_7T/0 X(T)e™Tdr . (7.19)

Wenn x(7) endlich ist, konvergiert dieses Integral immer in der oberen Halbebene w = w, +iw,
mit w, > 0. Wenn wir fordern, dass x(7) hinreichend schnell abféllt (Gedéchtnisfunktion),
konvergiert das Integral auch auf der reellen Achse w, =0 (w = w, € R). Daraus folgt, dass fiir
eine kausale Kernelfunktion ihre Fouriertransformierte y(w) eine analytische Funktion in der
gesamten oberen Halbebene w > 0 sein muss.

Gleichung (6.168) beschreibt die Antwort eines einzelnen Dipols auf ein elektrisches Feld.
Um dies zu mitteln und analog zur Elektrostatik eine Dipoldichte zu bekommen, multiplizieren
wir mit der Dichte der Atome nyg

4 2/me.
ew) =1+ ™ee®/m

(7.20)

wp —w? —ilw’
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Insbesondere erhdlt man unter der Annahme, dass es in jedem Atom Z gebundene Elektronen
gibt, von denen jeweils f; gleich gebunden sind mit der Frequenz w; und der Dampfung I';, das
Lorentzmodell

4rnge? i
=1 J ) 7.21
€(w) + . ; w]2- o —iTw ( )
Dieses Modell wird fiir eine Reihe verschiedenster Bindungstypen benutzt, und offensichtlich

respektiert es auch die Kausalitat der Verkniipfungsgleichungen.

7.2 Wellenlosungen in Medien

Um die Bedeutung der Grofen e(w) und pu(w) besser zu verstehen, betrachten wir die Fourier-
transformierten Wellengleichungen in Medien (7.6) fiir eine feste reelle Frequenz w mit den
Verkniifungsgleichungen (7.9), jedoch in Abwesenheit einer extern vorgegebenen Ladungsver-
teilung und Stromdichte

V- -E(r,w)=0, V-B(r,w) =0,

V x E(r,w) — %B(r,w) —0, VxB(rw -+ %,u(w)e(w)E('r,w) = 0. (7.22)
Hierbei sind die Felder E(r,w) und B(r,w) komplexwertig, genauso wie die Funktionen p(w)
und €(w), die physikalischen Felder ergeben sich dann fiir eine feste Frequenz durch Realteil-
bildung, z.B. E(r,t) = RE(r,w)e ! oder fiir eine kontinuierliche Frequenzverteilung durch
inverse FT und Realteilbildung, z.B. E(r,t) o R [ E(r,w)e *'dw (der Koeffizient folgt eindeu-
tig aus den Anfags- bzw. Randbedingungen). Durch Bildung der doppelten Rotation kénnen
wir wieder Wellengleichungen ableiten

2

8+ S| B =0, |8+ L) Brw =0, 12

Der Unterschied in der Behandlung in Abschnitt 5.6 ist jedoch, dass u(w) und e(w) jetzt kom-
plexwertige und frequenzabhéngige Grofen sind. Wir benutzen zur Losung wieder den Ansatz
fiir ebene Wellen, jetzt nur fiir den rdumlichen Anteil

E(r.w) = Eo(w)e®T | B(r,w) = Bo(w)eFT. (7.24)

Einerseits miissen k, Eq und By wieder senkrecht aufeinander stehen, was man durch Einsetzen
sieht:

k-Eg=0, k-Bo=0, kxEy—“By=0, kxBo+-pu(w)e(w)Ey=0.
C C
(7.25)

Zusitzlich folgt auch, dass der komplexwertige Wellenvektor k die Bedingung

2 k? _ 2k?
Y o) W) (726)

erfiillen muss. Die so definierte Grofe ist der Brechungsindex

n(w) = vVe(w)p(w) = n,(w) +ixk(w), (7.27)
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der Unterschied zu (5.147) ist nur, dass er jetzt komplexwertig werden kann. Die Vakuumlésung
erhilt man dann schlieklich einfach fiir n,(w) = 1 und k(w) = 0.

Um zu verstehen, welche physikalische Bedeutung die Real- und Imaginérteile von n(w)
haben, betrachten wir die Losung fiir die ebene Welle genauer. Im Allgemeinen kénnen die
Realteile und Imaginérteile von k = k,(w) + ik;(w) in zwei verschiedene Richtungen zeigen.
Der Realteil k,(w) fithrt also im Ansatz ¢k T 4 einer Schwingung, wohingegen der Imaginérteil
ki(w) zu einer Dampfung (oder ggf. Verstirkung) fithrt. Betrachten wir die sich in positiver
xz-Richtung ausbreitende Welle mit

B+1i5
k= 0 , (7.28)
0
so folgt aus
eik~’l° _ eiﬁwe—ax/Z 7 (729)

dass die Intensitdt der Welle (gebildet aus dem Betragsquadrat) in Ausbreitungsrichtung im
Medium wie e~** abfillt. Die Energie der Welle wird vom Medium absorbiert und auf inter-
ne Freiheitsgrade iibertragen, « heiftt daher auch Absorbtionskoeffizient. Die Koeffizienten
miissen aber die Gleichung (7.26)

((Wnlw) 5 = (B +ia/2)? (7.30)

erfilllen. Wertet man dies fiir u(w) ~ 1 (empirischer Sachverhalt) weiter aus, folgen

Re(w) o ~ 2 — 2 Se(w)= ~ Ba. (7.31)

Fiir o < § kénnen wir dies ndherungsweise nach dem Absorbtionskoeffizient o auflésen

Se(w)

Re(w)

o~

3, B~ Re(w) . (7.32)

W
C

Die Real- und Imaginérteile von €(w) liefern also Informationen tiber das Absorptionsverhalten
von Medien.

7.3 Die dielektrische Funktion

7.3.1 Kramers-Kronig-Relationen

Wir betrachten hier die dielektrische Funktion anstelle der Suszeptibilitit y(w) = 1/(47)[e(w) —
1], da letztere nicht so iiblich ist. Ansonsten ist jedoch eine véllig analoge Diskussion auch fiir
die Suszeptibilitat moglich.

Wir gehen aus von einer dielektrischen Funktion, welche die Kausalitéit respektiert

€ (+w) = e(—w"), ¢(w) sei holomorph V Sw > 0. (7.33)

Dann gilt fiir das Integral der Form

nN_1 “+oo N1 N _—1 N1
e p [t [ At [ S

w —w 0o w —w w —w W —w



154 KAPITEL 7. OPTIK

C3 \
Abbildung 7.1: Die Pole von €(w) liegen nur c
in der unteren komplexen Halbebene, so dass > é:\ >
das Integral entlang der geschlossenen Kontur . . Zo
verschwindet. . .

denn in der oberen Halbebene ist ¢(w) ja holomorph. Dies hat die Form von Gleichung (6.51).
Der Unterschied zu Abb. 6.5 ist nur, dass in der oberen Halbebene keinerlei Pole vorhanden
sind, vgl. Abb. 7.1. Daher erhalten wir mit (6.51)

400 N 1
P/‘ %%}de:wu¢@—u. (7.35)
Auflésung liefert
3 400 N1
e(w)—1= 7173/ %dw’. (7.36)

Also sind die Real- und Imaginérteile der dielektrischen Funktion mittels der Kramers-Kronig-
Relationen

1 Se(w
Re(w) =1+ P/J/E(w)d "
W —w

P/ o (7.37)

verkniipft. Zusétzlich muss aber wegen €*(+w) = e(—w™*) fiir reelle w auch gelten
Re(—w) = +Re(4w) , Se(—w) = =[e(—w), (7.38)

d.h. der Realteil ist eine gerade Funktion von w und der Imaginérteil eine ungerade. Wegen

/ F(w)dw = / @)+ f (o) dw (7.39)

folgen die Dispersionsgesetze

We(w) |,
P

9

%()—1+2P/ —w

- 2“’7? / %El dw' . (7.40)

2—UJ2

Sie kénnen dazu dienen, die Konsistenz (Kausalitit) einer gegebenen dielektrischen Funktion
zu iberpriifen oder aber aus z.B. einem gegebenen Imaginirteil (diesen erhélt man aus der
Messung des Absorptionsverhaltens) den Realteil zu konstruieren. Im folgenden werden wir die
Bedeutung der Real- und Imaginérteile der dielektrischen Funktion diskutieren.

7.3.2 Metalle

In Metallen sind nur die inneren Elektronen fest gebunden, es gibt jedoch mindestens ein Elek-
tron pro Atomrumpf welches sich weitestgehend frei bewegen kann. Frei bewegliche Elektronen
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miissten eigentlich mit einer raumlich-zeitlich abhéngigen dielektrischen Funktion e(r—»’ t—t')
besser behandelt werden, die Verkniipfungszgleichungen wiirde dann in der Zeitdoméne ein In-
tegral sowohl iiber »/ als auch iiber ¢ beinhalten. Wir gehen hier aber den einfacheren Weg
und vernachlissigen dies. Wir modellieren dies im Lorentz-Modell, indem wir fiir das erste —
frei bewegliche — Elektron setzen

wy =0, rh=r. (7.41)
Fiir die anderen Elektronen gelte w; > 0. Das Lorentz-Modell wird dann zum Drude-Modell

4rnpe? 1 Amo(w)

) = 60(&)) +1

e(w) = eo(w) — (7.42)

me w(w+il w

Hier enthilt ¢y(w) die Eins und die Beitridge der fest gebundenen Elektronen (j > 1). Die so
definierte Leitfahigkeit wird zu

noe? 1 nee

ow) = mel' 1 —iw/T ~ mel’

2

(7.43)

und geht fiir kleine Frequenzen gegen eine reelle Konstante, proportional zur Dichte und in-
vers proportional zur Elektronenmasse und zur Dampfung. Einsetzen in die letzte der FT-
Maxwellgleichungen (7.6) fiithrt auf

vx D02 () 4177 B ) = Tl (7.44)

p(w) c w e

Hier ist 7, als externe Stromdichte zu interpretieren. Bringen wir den Beitrag der ungebun-
denen Elektronen auf die andere Seite, wird daraus
B i 4

) BB 0) = T () +o@Br)] (1)
Damit folgt, dass die freien, nicht fest an ein Atom gebundenen, Elektronen einen Beitrag zur
Stromdichte generieren

V X

Jina(T,w) = 0(W)E(r,w), (7.46)

und insbesondere rechtfertigt dies die Bezeichnung Leitfahigkeit fiir die Grofe o.
Betrachten wir Frequenzen, welche von den w; der gebundenen Elektronen weit entfernt
sind, konnen wir deren Beitrag vernachlissigen €p(w) ~ 1, also

2 2
B dmnge 1 wy

~
~

me  w(w+1il") ~ w(w+il)

e(w) = eo(w) (7.47)
mit der Plasmafrequenz w,. Durch Erweitern des separierten Anteils von e(w) mit w — il’
finden wir fiir diese Frequenzen fiir den Real- und Imaginirteil der dielektrischen Funktion

w? w2l

~ P
Rl 1= YO~ Gy

l
S

(7.48)

und die Leitfahigkeit wird gegeben durch den Imaginédrteil der dielektrischen Funktion bei
kleinen Frequenzen

2 2

w npe
0y = . _ . 7.49
o0) =1 — (7.49)

Abhéngig vom Verhéltnis von w, w, und I" kommt es zu verschiedenen Phénomenen.
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e Fiir w <« I ndhert man
Ao 4o
~1l4+i— ~i—. 7.50
e(w) +1 - i » ( )

Der Brechungsindex wird zu

e () fir
n(w) = Ve(w) =~ 7 — (7.51)

in einer ebenen Welle mit k = nkge, mit w = kyc erhélt man

C

\V2Tow '

Die Welle wird im Inneren eines Medium fiir groke w (aber immer noch w < T') so-
fort weggeddmpft und kann daher nur an der Oberfliche bis zur Eindringtiefe d (daher
Skin-Effekt) existieren. Dieser Effekt tritt z.B. in Kupfer auf: Die Leitfdhigkeit versil-
berter Kupferdrihte entspricht in diesem Bereich der von reinen Silberdrahten. Durch
Versilberung von Kupferdrahten kann in diesen Frequenzbereichen deren Leitfdhigkeit
kostengiinstig auf den von Silber erhéhen.

ok _ jikon(w)z _ ei#/de=2/d d— (7.52)

e Fiir sehr grofle Frequenzen w > I' wird die dielektrische Funktion zu

2 w2

(@) ~ eolw) — &~ e — 2 (7.53)
e\w € o2 (&) o2 . .

Hier ndhern wir €y(w) durch eine Konstante an, da man annimmt, dass auch w > w;>s gilt,
so dass man sich weit weg von den Resonanzen des Modells befindet. Fiir I' < w < w,//€
ist dies negativ, der Brechungsindex wird imaginir, und die Welle kann sich im Medium
iiberhaupt nicht ausbreiten. Dies wird als Reflexion interpretiert. In der Tat sind Metalle
im sichtbaren Bereich reflektierend (metallischer Glanz). Fiir noch grofere Frequenzen
w > wp/+/€n wird die dielektrische Funktion positiv, der Brechungsindex ist auch posi-
tiv, und damit wird das Medium transparent. Viele Metalle werden im Ultravioletten
transparent.

7.3.3 Isolator

Fiir einen Isolator gilt

p(w) =~ 1, 0 < ¢€(0) <oo. (7.54)
Die Endlichkeit der dielektrischen Funktion bei w = 0 bedeutet, dass die Leitfahigkeit des
Mediums verschwindet, daher die Bezeichnung Isolator. Im Lorentz-Modell (7.21) kénnen wir
dies erzwingen durch w; # 0 (alle Elektronen sind fest gebunden)

f.
ew)=1+w) = w;_ T (7.55)
j J

Wenn die Frequenzen w; weit auseinander liegen, tragt fiir w ~ w; jeweils nur der j-te Term in
der Summe bei. Erweitern mit w? — w? + il'jw liefert dann

wy (W] — w?)

(w?- —w?)? 4 wzl“? ’

w? fiwl;

(wjz- —w?)2 + MQF? '

Re(w) = 1+

Se(w) ~

(7.56)

Daraus kénnen dann der Realteil des Brechungsindex und der Absorbtionskoeffizient bestimmt
werden. Speziell Wasser hat einen Absorbtionskoeffizienten, welcher nur fiir ein schmales Fenster
im sichtbaren Licht klein ist. Auferhalb dieses Bereiches steigt die Absorbtion im Wasser um
mehrere Gréfenordnungen an, sowohl im infraroten Bereich als auch im ultravioletten Bereich.
Die Evolution hat wahrscheinlich die Augen von Tieren so optimiert, dass Sie im Wasser gut
sehen kénnen.
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Abbildung 7.2: FEine einfallende Welle k kann
in der geometrischen Optik an einer Grenzfla-
che entweder gebrochen k’ oder reflektiert k”
werden, in der geometrischen Optik gilt immer

o' = 0.

7.4 Brechung und Reflexion

Die geometrische Optik beschrieb die Ausbreitung von Licht ganz ohne die Maxwellgleichungen,
nur basierend auf wenigen grundlegenden Annahmen. Die Gesetze der geometrischen Optik
lauten:

1. Das Licht bereitet sich in homogenen Medien in geradlinigen Strahlen aus.
2. Diese Wege sind umkehrbar.

3. An Grenzflichen kann es zur Reflexion oder Brechung kommen, hierfiir gelten eigene
Reflexions- und Brechungsgesetze.

4. Es gilt das Superpositionsprinzip, die Intensitdten von Lichtstrahlen addieren sich.

Aus Sichtweise der Maxwell-Gleichungen bedeutet das erste Gesetz, dass die grundlegenden
Lésungen der Maxwell-Gleichungen in homogenen ebene Wellen sind, bei welchen die Richtung
des Wellenvektors k die Ausbreitungsrichtung angibt, dies hatten wir schon gezeigt. Konstante
k bedeuten eine geradlinige Ausbreitung.

Das zweite Gesetz entspricht dann darauf aufbauend einfach der Ersetzung k — —k, welche
wieder eine Losung der Wellengleichung liefert.

Das Brechungs- und Beugungsgesetz miissen wir noch verstehen bzw. aus den Maxwell-
Gleichungen ableiten.

Wir konnen nur die Losungen der Maxwellgleichungen superponieren, d.h. es addieren sich
nur die Amplituden, z.B. hat man fiir das Betragsquadrat des gesamten elektrischen Feldes

|Ey + Ey|* = |Ey|° + |Ey|* + Ey - Ex* + Ey* - E,. (7.57)

Die ersten beiden Terme liefern die Summe der Intensitdten, der Interferenzterm liefert eine
Korrektur, er verschwindet im zeitlichen Mittel fiir viele natiirliche (inkohérente) Lichtquellen.

Wir betrachten fiir die Reflexion und Brechung eine Grenzfliche zwischen zwei Medien und
wieder eine feste Frequenz w, beschrieben durch die Dielektrizitdtskonstanten ¢; = ¢;(w) und
Permeabilitaten p; = u;(w). Zu zeigen wire das Brechungs- und Reflexionsgesetz der Optik,
vgl. Abb. 7.2.
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Stetigkeitsbedingungen

Aus den Maxwellgleichungen in Abwesenheit von Oberflichenladungen und Oberfléchenstromen
folgen durch Anwendung des Gaufischen bzw. Stokesschen Integralsatzes Stetigkeitsbedingun-
gen an die Felder, z.B. folgt aus

V-D =4mp (7.58)
durch Anwendung des Gaufsschen Integralsatzes
<D2 — Dl) n = 47T0'ext s (759)

wobei n der Normalenvektor der Grenzflache ist, welcher von 1 nach 2 zeigt und oe = Q/A
die Oberflachenladungsdichte auf der Grenzfliche ist. Analog bekommen wir aus

47

VxH— —atD = —j (7.60)
mittels Anwendung des Stokes-Integralsatzes
/ (VxH) -dF = H dr = Ley- (Hy — Hy) = // dF - (47j + 0,D) . (7.61)

Hier wird also von der rechten Seite nur der Anteil berechnet, welcher tangential an der Grenz-
flache fliefst, und e; ist der Normalenvektor auf dF', welcher aber tangential zur Grenzfliche
liegt, und L ist die Liange der Stokeschen Schlaufe. Der Beitrag der dielektrischen Verschiebung
D verschwindet entlang der Schlaufe, da die dielektrische Verschiebung endlich bleibt und so-
mit fiir eine unendlich flache Schlaufe nicht beitragen kann. Da es tangential zur Grenzfliche
immer zwei Normalenvektoren gibt, kann diese Bedingung fiir infinitesimal kleine Flachen auch
geschrieben werden als

4
nx(Hg—Iﬁ):—ng, (7.62)

wobei Jext = |ji|A/L eine Oberflichenstromdichte darstellt (tangential zur Grenzfliche durch
die Flache A mit Kantenlidnge L verlaufend).

Speziell betrachten wir den Fall, dass die Ladungsdichte und die Stromdichte auf der Grenz-
fliche verschwinden

Oext = 07 Jext =0. (763)

Dann verschwinden die rechten Seiten, und aus den anderen — sowieso homogenen — Maxwell-
gleichungen haben wir noch mit analogen Argumenten die Bedingungen

n'<B2—B1):O, nX(EQ—E1>:O. (764)
Insgesamt erhalten wir, dass die Grofen
n-D, n-B, nxFE, nx H (7.65)

stetig an der Grenzfliche sein miissen.
Fiir die einfallende Welle kénnen wir schreiben (wir lassen die explizite Realteilbildung weg)

. 1
E = EyeibT-w B=_kxE, (7.66)

0
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mit w = koc. Diese stellt eine Losung der Maxwellgleichungen im Medium 1, d.h. fiir z < 0 dar.
Die Beziehung zwischen E und B ist notig um die Maxwellgleichungen fiir z < 0 zu erfiillen.
Um die Stetigkeitsbedingungen (7.65) zu erfiillen, brauchen wir weitere Wellenlosungen, welche
mit der einfallenden Welle superponiert werden miissen. Dies sind der gebrochene Strahl fiir
z>0
E = E(’)ei(k,'r_‘“t) ., B = klk:' x E’ (7.67)
0

und der reflektierte Strahl fiir z < 0

E" = gj K e g klok" x E". (7.68)
Die einfallende und reflektierte Welle breiten sich in Medium 1 aus, die gebrochene in Medium
2. Durch die Linearitit der Maxwellgleichungen ist in Medium 1 dann auch die Uberlagerung
von der einfallenden und der reflektierten Welle eine Losung. Wir haben schon in den Ansétzen
angenommen, dass die Frequenzen aller Wellen gleich sind w = &' = w”. Der Grund dafiir
ist, dass wir sonst die Stetigkeitsbedingungen nicht fiir alle Orte und Zeiten in der xy-Ebene
erfiillen konnten. Weiterhin miissen die jeweiligen Dispersionsrelationen erfiillt werden

ki2 k”2 k/2 ) w2

Daraus folgt fiir die evtl. komplexwertigen Léngen der Wellenvektoren (kg = w/c)

k:\/k'k:nlko, k//:\/k”‘k”:nlko, k/:\/k,'k,:nzkg. (770)

Die Grofen k', k", E] und E sind eindeutig aus k und E, durch die Stetigkeitsbedingungen
an die Felder (7.65) bestimmt. Um das System etwas zu vereinfachen, legen wir unser Koordi-
natensystem so, dass die einfallende Welle in der zz-Ebene und die Grenzfliche in der xy-Ebene
liegt
kx
k=] 0 |. (7.71)
kZ

An der Grenzfliche miissen jedoch fiir alle z und y (ebene Wellen sind transversal unendlich
ausgedehnt) die Stetigkeitsbedingungen erfiillt werden, speziell muss hierfiir auf der Grenzflache
die Ortsabhéngigkeit gleich sein

kex = (k-7)eg= (K -7),—0 = (K" - 7).—0, V{z,y}. (7.72)

Daher folgt, dass sowohl der reflektierte Strahl als auch der gebrochene Strahl Wellenvektoren
haben miissen, welche in derselben Ebene liegen (Einfallsebene ist gleich Ausfallsebene)

k; = k;;’ =0. (7.73)
Daraus folgt wiederum fiir die — komplexwertigen — z-Komponenten der Wellenvektoren
k. =k, =K. (7.74)

Uber die z-Komponente haben wir noch keine Aussage getroffen und schreiben daher nach
Abb. 7.2

sin ¢ sin ¢/ sin ¢”
kE=k 0 : K=K 0 , k" =K' 0 : (7.75)
CoS ¢ cos ¢’ —cos ¢

Diese Winkel sind fiir reellwertige Wellenvektoren immer reellwertig und haben in diesem Fall
die geometrische Bedeutung wie in Abb. 7.2. Fiir komplexwertige Wellenvektoren ist dies eher
als Definition zu verstehen, die Winkel konnen komplexwertig werden.
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Reflexionsgesetz

Wegen k, = k! und k = k" folgt aus
ksin¢ = k" sin ¢” (7.76)
zwingend das Reflexionsgesetz

¢ =", Einfallswinkel ist gleich dem Ausfallswinkel . (7.77)

Brechungsgesetz fiir transparente Medien

Fiir die Annahme, dass beide Medien transparent seien
nip €R, (7.78)

sind auch die entsprechenden Wellenvektoren von einfallender, reflektierter und gebrochener
Welle reellwertig. Wegen k, = k!, folgt

ksin ¢ = k' sin ¢’ (7.79)
und wegen k/n; = k' /ny folgt nach Einsetzen das Brechungsgesetz oder Snellius-Gesetz

sing’  ny

g = (7.80)

Falls also no > n; folgt ¢’ < ¢, der Lichstrahl wird beim Ubergang zu optisch dichteren
Medien zum Lot hin gebrochen, umgekehrt folgt beim Ubergang fiir no < ny die Beziehung
¢ > ¢ (Brechung vom Lot weg). Die Frequenzabhingigkeit der Brechungsindizes ermdoglicht
es, die Frequenzen im Sonnenlicht verschieden zu beugen, wie z.B. an einem Prisma beobachtet
werden kann oder auch in der Natur an einem Regenbogen.

Dieses Brechungsgesetz lasst sich auch auf den Fall verallgemeinern, dass das 2. Medium
schwach absorbieren kann, d.h. ny = ng, 4+ike. Dann gilt das Brechungsgesetz auch, nur stehen
dann in den Brechungsindizes nur die Realteile und ¢’ bezeichnet dann den Winkel zwischen k!,
und der z-Achse. Fiir den Fall, dass beide Medien absorbieren kénnen oder ein Medium stark
absorbieren kann ist die Behandlung deutlich komplizierter.

Polarisationen und Intensitaten

Die bisherigen Diskussionen haben nur Teile der Stetigkeitsbedingungen (7.65) benutzt, um
die Gleichungen zu vereinfachen. Insbesondere haben wir nur die Minimalforderung (7.72) be-
nutzt, welche den Vektorcharakter der elektromagnetischen Welle noch gar nicht beriicksichtigt.
Phénomene wie Beugung und Reflexion sind daher auch bei anderen Wellen zu beobachten.
Dementsprechend haben wir zwar k’ und k" festgelegt, aber noch nicht die entsprechenden
Felder. Diese miissen zwar wieder orthogonal auf den Wellenvektoren stehen, dies erlaubt aber
noch einen Drehwinkel. Die Stetigkeitsbedingungen (7.65) erzwingen jedoch eine eindeutige
Losung, welche bei gegebener Polarisation des einfallenden Strahls auch die Polarisationen der
reflektierten und gebrochenen Strahlen festlegt. Wir betrachten jetzt den Fall

pa = pe =1, (7.81)
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d.h. B =~ H, und schreiben die Stetigkeitsbedingungen (7.65) explizit, indem wir sdmtliche
Felder durch die elektrischen Feldstdarken ausdriicken. Bei z = 0 muss also gelten

0= [61 E0+E” _€2E:| €, ,

0=[kxEy+k"xE] -k xE}|-e,,
0=[Eo+ E} — E}] xe.,
0= |kxEy+ k" x E] -k x Ej] xe,. (7.82)

Wir zerlegen die einfallende Welle in zwei linear polarisierte Wellen
EO = EO,” + EO,J_ (783)

wobei Eg | nur in der Einfallsebene (d.h. x — z-Ebene) schwingen soll und E, , die dazu
senkrechte Schwingungsrichtung darstellt, d.h. die z —y-Ebene. Entsprechend zerlegen wir auch
die reflektierte und transmittierte (gebrochene) Welle. Aus Symmetrieiiberlegungen kann man
jetzt schliefen, dass die beiden Polarisationen nicht miteinander mischen konnen und somit
getrennt behandelt werden konnen.

Wir behandeln jetzt den parallelen Anteil, welcher in Abb. 7.2 in der Bildebene schwingt

ey FEo,=ey - Ey =€y - Ef, =0. (7.84)
Gleichzeitig muss das elektrische Feld senkrecht auf dem Wellenvektor stehen

k-Eo =k Ey =k EJ =0, (7.85)

seine Richtung ist also eindeutig bestimmt, und wir kénnen fiir die parallelen Anteile schreiben

—Cos ¢ —cos ¢ + cos ¢”
oy = Eo 0 o By =Ky 0 . gy =Ky 0
+sin ¢ +sin ¢’ + sin ¢”
(7.86)

Damit sind diese Felder orthogonal auf den entsprechenden Wellenvektoren (7.75). Einsetzen
in die speziellen Stetigkeitsbedingungen (7.82) erlaubt es dann, unter Ausnutzung von €; = n?,
k" =k, k' = kn’/n und ¢" = ¢, sowie den oben parametrisierten Feldern, nach den Feldstirken
aufzulosen, was die Fresnelschen Formeln fiir die Polarisation in der Einfallsebene ergibt

E(/] o 214 cos ¢
Eo  nacos¢+ngcosd’
El// _ /
0 _ T2C08 ¢ — ny Cos @ ‘ (7.87)
Eo)  ngcos@ + nycos ¢’

Im allgemeinen konnen die Felder E |, E(’)’” und E(,)/,H komplexwertig sein. Eine analoge Behand-
lung fiir die andere Polarisationsrichtung — in Abb. 7.2 senkrecht zur Bildebene — liefert mit
der Parametrisierung

0 0 0
Eo,o=FEy, | 1], Ey, =E | 1], Ej =FEj |1 (7.88)
0 0 0

dann aus den Stetigkeitsbedingungen Gleichungen, welche die Bestimmung der gebrochenen
und reflektierten Anteile der transversalen Polarisation ermdéglichen. Komplexwertige Vektoren
Ey sind im Allgemeinen nétig um die Stetigkeitsbedingungen zu erfiillen. Man erhélt fiir die
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Verhéltnisse der Amplituden des gebrochenen bzw. reflektierten Strahls und des einfallenden
Strahls fiir die senkrechte Polarisation

/
Ey . 211 cos ¢

Eo .  micosd+ngcose’’

Eg _ npcosd —nycos @’ (7.89)

Eo.  micosé+mngcosg’

Uber das Brechungsgesetz (7.80) folgt die Relation nycos ¢’ = y/n3 — n?sin® ¢, was es ermog-
licht, den Winkel ¢’ in den Fresnelschen Formeln zu eliminieren.

e Aus dem Verhiltnis der entsprechenden Betragsquadrate der Amplituden erhélt man ein
Verhéltnis der Energiestrome, welche reflektiert bzw. transmittert werden zu den einfal-
lenden Energiestromen. Entsprechend erhilt man unterschiedliche Reflexionskoeffizi-

enten
n |2 "2
E
0, 0,L
Ry=|—| , = | == 7.90
By, T | Eoy (7.90)
und verschiedene Transmissionskoeflizienten
2
/ E/ 2
07” 07J-
T = , T = 7.91
o . ‘Eo,i (7.91)

fiir den Grenzflichendurchgang. Da direkt an der Grenzfliche selbst keine Energie absor-
biert wird (sie ist unendlich diinn), gilt immer

Ry+Ty=1=R, +T, (7.92)
wie man auch an den Losungen leicht nachpriifen kann.

e Das unterschiedliche Reflexions- und Brechungsverhalten der beiden Polarisationsrichtun-
gen kann benutzt werden, um polarisiertes Licht aus unpolarisiertem Licht zu erzeugen.
Zum Beispiel gibt es spezielle Einfallswinkel ¢, unter denen die Reflexion z.B. fiir die
parallele Polarisation verschwindet E(’J”” = 0, die fiir die transversale Polarisation jedoch
nicht Fj | # 0. Strahlt man unpolarisiertes Licht unter diesem Winkel ein, wird also der
parallele Anteil nicht reflektiert sondern nur gebrochen, vom transversalen Anteil wird
ein Teil reflektiert und ein anderer Teil gebrochen. Das gesamte reflektierte Licht ist also
unter diesem Einfallswinkel transversal zur Einfallsebene polarisiert.

e Wir haben bisher immer isotrope Dielektrizitdtskonstanten angenommen und insbeson-
dere dass diese nicht von der Polarisationsrichtung abhéngt. Fiir kristalline Festkorper
konnen sich aber aufgrund der Kristallstruktur schon unterschiedliche Werte fiir den Bre-
chungsindex zweier verschiedener Polarisationen ergeben und entsprechend dann auch
anderes Brechungsverhalten. In der Praxis ist dieses Verfahren effizienter um polarisiertes
Licht zu erhalten.

e Aus dem Brechungsgesetz (7.80) folgt, dass es fiir zwei transparente Medien einen maxi-
malen Winkel fiir die Brechung gibt, bestimmt fiir ny; > ny durch

sing = 2 sing < 2 (7.93)
ni n
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1 T T

Abbildung 7.3: Reflexionskoeffizienten fiir die
parallele Polarisation in der Einfallsebene R)
05| < (schwarz) und fiir die transversale Polarisati-
on R, (rot) fiir ny = 1.5 und ny = 1.0. Am
Brewster-Winkel ¢p, verschwindet die Reflexi-
| on der parallelen Polarisation, so dass simtli-
| ches reflektiertes Licht transversal zur Kinfall-
0 ‘ | ‘ L | sebene polarisiert ist, oberhalb von ¢y, erfolgt
0 0,5 1 . . . .

Einfallswinkel ¢ Totalreflexion beider Polarisationen.

Reflexionskoeffizient R

Wenn sich der Einfallswinkel dem Grenzwinkel fir die Totalreflexion

¢y = arcsin 12 (7.94)
n
ndhert, geht ¢’ gegen den maximalen Wert von 90 Grad, dariiber hinaus wird der Strahl
vollstandig reflektiert, man spricht von Totalreflexion. Eine Anwendung davon sind z.B.
Glasfasern, welche Licht, welches in einem flachen Winkel zur Faserachse eingestrahlt
wird, immer wieder nach innen reflektieren und damit zu Lichtleitern werden.

Abb. 7.3 zeigt die Reflexionskoeffizienten R und R, fiir den Ubergang vom optisch
dichteren zum optisch diinneren Medium n; > no.

7.5 Lichtausbreitung in inhomogenen Medien

In vielen Medien dndert sich der Brechungsindex nicht sprunghaft, sondern kontinuierlich, be-
dingt z.B. durch eine rdumliche verdnderliche Dichte wie in der Atmosphére. Wenn €(r,w)
und p(7,w) aber nur auf viel groferen Skalen als der Wellenldinge A des Lichts variieren, ist es
gerechtfertigt, die aus den Maxwell-Gleichungen folgenden zusétzlichen Gleichungen zu verein-
fachen, z.B.

V-((r)E)=(V-¢€)- E+¢eV-Exe(r)V-E. (7.95)

Wenn wir die rdumlichen Ableitungen des Brechungsindex vernachlissigen, erhalten wir eine
Wellengleichung in inhomogenen Medien. Fiir verschwindende Quellen (keine freien Ladungen
und Strome) hat diese nach zeitlicher Fourier-Transformation die Form

A+ i—je(r,w),u(r, w)| E(r,w)=0 (7.96)

und analog fiir die magnetische Induktion. Hier haben wir einfach simtliche rdumlichen Ab-
leitungen von € und p vernachldssigt. Die zu losende Wellengleichung hat also ortsabhangige
Konstanten und ist daher nicht mehr so einfach durch den Ansatz ebener Wellen mit kon-
stanter Dispersionsrelation zu 16sen. Der Einfachheit halber betrachtet man statt der einzelnen
Komponenten der Felder oft nur eine skalare Funktion

[A + i—an(r,w)l U(r)=0. (7.97)
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mit dem reellwertigen Brechungsindex n(r,w) = /e(r,w)u(r,w) € R. Nimmt man den Bre-
chungsindex als konstant an, erhilt man als Losung also einfach wieder die bereits bekannten
ebenen Wellen. Fiir ortsabhéngige Brechungsindizes benutzt man den Ansatz

U(r,w) = &(r)ekosT) (7.98)

mit reellen Funktionen ®(r) und S(7). Die Phase S(r) nennt man Eikonal (nach griechisch
eikon Bild). Fiir den Fall eines konstanten Brechungsindex und ebenen Wellen als Losung
hétte man also S(r) = k- r/ko. Man hitte also VS = k/ky konstant und auch ®(r) =
®, wire konstant. Wenn sich der Brechungsindex entsprechend nur langsam (im Vergleich
zur Wellenldnge) dndert, nimmt man an, dass auch die Funktionen VS(r) und ®(r) langsam
variieren. Folgerichtig vernachléssigt man in der Diskussion alle rdumlichen Ableitungen von
VS(r) und ®(r). Man erhélt fiir den Gradienten des Ansatzes nédherungsweise

VU(r) = (VO(r))e5T) 1 & (r)e*oSMig(VS(r))
~ ikoU(r)(VS(r)) . (7.99)

Fiir den Laplace-Operator konstruieren wir die nachste Ableitung
AV(r) = V2U(r) ~ iko(VU(r)) - (VS(7r)) + iko W (r)AS(7)
~ (iko)* W (r)(VS(r)) - (VS(r)) = =k ¥ (r)(VS(r))*. (7.100)
Der Ansatz 16st also ndherungsweise die Wellengleichung (7.97), wenn die Eikonalgleichung
(VS(r))? = n*(r) (7.101)

erfiillt ist.
Das ermoglicht auch eine einfache Interpretation der Bedeutung des Eikonals, denn Ent-
wicklung des Ansatzes in eine Taylor-Reihe liefert

\I/(r,w) ~ (I)(,,,O)eiko[S(’f‘())+(’l"f’l“o)-VS(’I“())%..} — [@(,’,O)eikOS(’r‘O)} eikOVS(’r'O).(’r'—’I‘O)

= [®(ro)e0sT0)] ¢ikon€h (T-T0) (7.102)

Lokal sieht der Ansatz also einfach aus wie eine ebene Welle mit dem normierten Wellenvektor

_ VS,

n(ro)

ex (7.103)
Dass dieser ein Einheitsvektor ist, folgt aus der Eikonalgleichung. Der Gradient von S gibt
die Richtung der Welle an. Andert sich der Brechungsindex, dndert sich entsprechend auch
die Losung der Eikonalgleichung und damit die Richtung der Welle. In Medien mit variablen
Brechungsindizes breiten sich Lichtstrahlen also nicht mehr geradlinig aus.

Die Eikonalgleichung ist fiir die Diskussion dieser Phdnomene etwas unhandlich, man nimmt
auf beiden Seiten von (7.101) den Gradienten. Fiir die i-Komponente der linken Seite ergibt
sich

(V(VS)?], =) 0i(0;8) =2) (0;9)0,0;S =2 (ney’)di(ney’) =2(n Y exd;)(ner’),
J J J J
(7.104)
so dass dies insgesamt auf die Gleichung
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fithrt, welche fiir gegebenes n(r) nach dem Einheitsvektor ey, zu losen ist.

Eine physikalische Anwendung der Eikonalgleichung ist die astronomische Refraktion.
Durch die variable Dichte der Atmosphére (barometrische Hohenformel) ist der Brechungsindex
abhéngig von der Hohe, und der Strahlenverlauf wird durch die Eikonalgleichung beschrieben.
Qualitativ wird der Strahl in Richtung des optisch dichteren Mediums (also zur Erde hin) ge-
brochen, so dass z.B. Himmelskorper leicht angehoben erscheinen (der Beobachter verlangert
den Strahlverlauf geradlinig). Dieser Effekt muss in der Astronomie beriicksichtigt werden und
tritt auch z.B. beim Sonnenuntergang auf: Die Sonne ist noch sichtbar, obwohl Sie bei geradli-
niger Verbindung schon lingst untergegangen wire. Auferdem weicht ihre Form leicht von der
Kugelform ab, da tiefer liegende Teile der Sonne durch optisch dichtere Atmosphéarenschich-
ten zu uns gelangen, wo der Effekt stirker ausgeprigt ist, die untergehende Sonne erscheint
abgeplattet. Fiir spezielle Luftschichtungen von unterschiedlich Temperatur kann es auch zu
nicht-geradlinigen Verldufen kommen, welche wie Spiegelungen erscheinen (Fata Morgana).
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Kapitel 8

Ausgewahlte Themen der Elektrodynamik

8.1 Wellenausbreitung in Hohlleitern

Wegen des Skineffektes ist die Ausbreitung von sehr hochfrequenten Wellen in Medien stark
behindert: Durch die Einschréinkung auf eine diinne Oberflichenschicht ist der Widerstand
fiir hohe Frequenzen sehr hoch. Stattdessen kann man solche Wellen gut durch Hohlleiter
iibertragen, dies sind leitende Rohre mit festem Querschnitt. Die Rohrwinde implizieren eine
Randbedingung fiir das elektrische Feld, welches senkrecht auf einer Leiteroberfliche stehen
muss. Unter Annahme dieser Randbedingungen kann man nun die Maxwellgleichungen in sol-
chen Hohlleitern 16sen.

8.1.1 Rechteckiger Hohlleiter

Wir nehmen einen in 2-Richtung unendlich ausgedehnten Hohlleiter an, welcher die Quer-
schnittskantenldngen a und b in x bzw. y-Richtung habe. Durch die Randbedingungen kénnen
ebene Wellen der Form Ege'*=*~+) mit, konstantem Vektor Eq keine Losung mehr sein, denn
die Leiterwinde erzwingen, dass das elektrische Feld senkrecht auf ihnen steht, dies wire fiir
einen konstanten Vektor Eg verletzt. Der Ansatz fiir das elektrische Feld lautet also

Ey(zy) \
E(r,t)=| Ey(z,y) |k, (8.1)
0

Die Welle kann sich nur in 2-Richtung ausbreiten, daher der Exponentialansatz. Die Funktionen
E.(z,y) und E,(x,y) miissen so gewdhlt werden, dass das elektrische Feld immer senkrecht auf
den Hohlleiterwidnden steht, also

Ex(l’,O) = Ex(.ﬁ,b) = Ey(0>y) = Ey(a’y) =0, (82)

deswegen muss die z-Komponente E,(z,y) = 0 iiberall verschwinden. Das elektrische Feld ist
also transversal zur Ausbreitungsrichtung der Welle.

Innerhalb des Hohlleiters gelten die Maxwellgleichungen im Vakuum, also separate Wellen-
gleichungen fiir £ und B

[A - 0—12(95] E(r.t), (8.3)

was separat fiir jede Komponente des Vektors gelten muss, analog fiir die magnetische Induktion.
Die Feldkomponenten miissen also
w2
{83 +0; — K + c_] Ey/y(x,y) =0 (8.4)

2

167
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erfiillen mit den entsprechenden Randbedingungen. Dies ist ganz analog zur Lésung der Schro-
dingergleichung in einem unendlich hohen Potentialtopf, nur dass hier zwei Dimensionen be-
handelt werden. Wir machen also einen Separationsansatz

Eo(z,y) = fa(2)9a(y), (8.5)

wobei die Randbedingungen jetzt fiir die neuen Funktionen

92(0) = g2 (b) = 0 = f,(0) = fy(a) (8.6)

erfordern, f,(z) und g,(y) miissen keine Randbedingungen erfiillen. Fiir die z-Komponente
erhalten wir
w2
und fiir die y-Komponente entsprechend
2

W
fg/;,gy + fygg - k2fygy + C_nygy =0. (88)

Teilen durch f,g, bzw. f,g, liefert dann die Gleichungen

" " 2

oo

L= = (8.9)
2

fy 9y c

Da die rechte Seite nicht von z und y abhéngt, miissen jeweils f./f., 97 /9., f,/f, und g, /g,
konstant sein, was vier ordinédre Differentialgleichungen liefert. Insbesondere die zwei Differen-
tialgleichungen fiir ¢,(y) und f,(z) mit Randbedingungen werden gelést durch

™Y

g:(y) = sin (T> , m,n € {0,1,2,...}, (8.10)

. /T
fy(2) :sm< - ) :
vgl. VI Quantenmechanik (Losung der 1d Schrodingergleichung im unendlich hohen Potenti-
altopf). Weiterhin muss im Hohlleiter die Maxwellgleichung V - E = 0 erfiillt sein (keine freien
Ladungen). Mit den eben gefundenen Losungen fiihrt das auf

me> ,

fo(x)sin (%) + sin ( 9,(y) =0. (8.11)

Dies muss wiederum fiir alle x und y erfiillt sein, daher setzen wir

fo(z) = +C'sin (wm

a

x) . gl(y) = —Csin (”—Zy) , (8.12)

mit unbestimmter Konstante C. Aufintegrieren liefert fiir m,n > 0

; (8.13)

aC' TMx bC ™y
2(T) = o)™ — — cos : :am”—l——cos( )
fola) cos () gy = a4+ —

bzw. einfach eine Konstante fiir m = 0 = n. Einsetzen in den urspriinglichen Ansatz zeigt
jedoch, dass die auftretenden Integrationskonstanten, welche auch mit den Randbedingungen

vertriglich sind, redundant sind und weggelassen werden konnen, also o™ = o = 0. Somit
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konnen wir fiir das elektrische Feld schreiben, indem wir die Vorfaktoren alle in Koeffizienten
E, und E, zusammenfassen

—F, cos (”Z”) sin (7%”") _
E™(r,t) = | +E,sin (™2) cos (T¥) eitkz=wt) (8.14)
0
Es muss immer noch V - E = (0 gelten, also
m n
E.——FE,—=0, 8.15
a Yy b ( )

E™(rt)=E, | +2sin (#aﬂ) cos (D) | ek, (8.16)

Die verbleibende Konstante E, folgt dann aus der Anfangsbedingung. Die Wellengleichung muss
auch erfiillt werden, und einsetzen in die Wellengleichung (8.4) liefert die Dispersionsrelation

9 9 w? mm\ 2 n 2

=R = (a> (b) ' (8.17)
Dies fallt auf die Dispersionsrelation im Vakuum nur fiir m = n = 0 zuriick, fiir genau die-
sen Feld verschwindet aber die Losung identisch, erzwungen durch die Randbedingungen. Wir
haben bisher nur eine feste Frequenz w behandelt. Allgemeinere Losungen kénnen wir konstruie-
ren, indem wir iiber die einzelnen Moden mit unbestimmten Koeffizienten summieren oder ggf.
ein Integral {iber verschiedene Wellenzahlen ansetzen um ein Wellenpaket zu konstruieren. Die
Entwicklungskoeffizienten folgen dann aus der Anfangsbedingung E(r,0), welche kompatibel
mit den Randbedingungen zu stellen ist und die Wellenzahl muss die Dispersionsrelation

b =25~ (%) - () 59

erfiillen. Im Langzeitlimes lassen diese Losungen nur eine endliche Zahl von reellen Frequenzen
mit k2 > 0 zu. Denn alle Frequenzen mit

k<0 (8.19)

fiihren zu einer sofortigen Dampfung und kénnen sich im Hohlleiter nicht ausbreiten. Speziell

ergeben sich fiir eine feste vorgegebene Frequenz w nur endlich viele Werte von m und n mit
w? - (m7r)2 n (mr)Q (8.20)
2 a b/ 7’ '

welche sich verlustfrei ausbreiten kénnen. Alle hoheren Schwingungsmoden werden sofort weg-
geddmpft. Zum anderen werden fiir vorgegebene Werte von m und n alle Frequenzen welche
die Bedingung verletzen sofort weggedampft.

Die magnetische Induktion erhalten wir jetzt aus einem analogen Ansatz fiir B

0B = —iwB =—cV x E. (8.21)

Es ergibt sich hier also, dass die magnetische Induktion B = —ic/wV X E im Gegensatz zu E
nicht transversal zu k ist, denn sie hat eine endliche z-Komponente

i (222 cos (2)

B (r,t) = _WCW—QZQ‘C;Q;()Zﬂ) sin (75°) ket (8.22)

-1 a?bnw cos (%) cos (%)
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Abbildung 8.1: Visualisierung der xy-Komponenten vom elektrischen Feld (links) und der ma-
gnetischen Induktion (rechts) in einem rechteckigen Hohlleiter mit a = b = 1 fiir m = 2 und
n = 1. Die elektrischen und magnetischen Feldlinien stehen senkrecht aufeinander und das elek-
trische Feld respektiert die Randbedingungen, Farben kodieren die Betragsquadrate der Felder.
Nicht gezeigt ist die z-Komponente des Magnetfeldes aus der Bildebene heraus.
Mathematica-Kommandos: DensityPlot, StreamPlot, Show.

Man klassifiziert solche Eigenltsungen der Maxwellgleichungen auch als transversal-elektrisch
oder TE-Moden. Es gilt weiterhin, dass B™" - E™" = 0, vgl. Abb. 8.1.

Man hitte auch die andere Randbedingung stellen konnen, dass die Magnetfelder transversal
sein sollen an den Réndern (nicht-metallische Hohlleiter). Dann wiirde man entsprechend einen
longitudinalen Anteil im elektrischen Feld erhalten, diese Moden heiffen dann TM-Moden.

Um die Bedeutung der Dispersionsrelation zu verstehen, berechnen wir den zeitlich gemit-
telten Poynting-Vektor der berechneten TE-Moden

(S) = S (E(r,t) x B(r,t)) = —RE(r,t) x B*(r,1). (8.23)
47 8T
Fiir Moden, welche k£ € R erfiillen, zeigt der Poynting-Vektor in Richtung der Ausbreitungs-
richtung S « e,. Wenn die Wellenzahl imagindr wird, hat der Poynting-Vektor Komponenten
in Richtung x und y, die entsprechenden Moden werden gedampft.

8.1.2 Hohlleiter mit konstantem Querschnitt

Die Klassifikation in TE und TM Moden ldsst sich auch auf andere Hohlleiter iibertragen. Ana-
log zum Vakuum lasst sich auch die Frage stellen, ob TEM-Moden, also Moden, in welchen
sowohl das magnetische als auch das elektrische Feld rein transversal zum Wellenvektor sind,
moglich sind. Wir nehmen an, dass der Hohlleiter einen konstanten, aber ansonsten beliebi-
gen Querschnitt habe und dass die Randbedingungen nicht entlang der z-Achse variieren. Der
Ansatz zur Losung nimmt an, dass der Wellenvektor in z-Richtung zeigt

E = Eo(z,y)e*=== | B = By(z, y)elk=== (8.24)

Die Funktionen Ey und By miissen so bestimmt werden, dass einerseits im Hohlleiter die
Maxwell-Gleichungen erfiillt werden und andererseits aber an den Réindern des Hohlleiters
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auch die vorgegebenen Randbedingungen. Wir werden sehen, dass sich das komplizierte Rand-
wertproblem auf ein einfaches abbilden lisst, ndmlich die Losung von einfachen skalaren Rand-
wertproblemen unter Beriicksichtigung der Randbedingungen.

Die grundlegende Idee besteht darin, die Felder und V in transversale und longitudinale
Komponenten aufzuspalten

E:EL+EZGZ, B:BJ_—|—BZ€Z, V:VL+BZ82. (825)
In kartesischen Koordinaten hitten wir z.B.
Vi =ey0, + eyo,, (8.26)

aber fiir andere Leiterquerschnitte konnten z.B. Zylinderkoordinaten
1
V= epﬁp + ;e¢8¢ (827)

oder andere krummlinige Koordinaten geeigneter sein. Das Ziel ist zunéchst zu zeigen, dass die
transversalen Komponenten schon durch die Losung der z-Komponente E, und B., welche im
Hohlleiter die Wellengleichungen

(.U2
|:AJ_ - kz + §:| EOz(xyy) =0,
2

erfilllen miissen, und natiirlich die Maxwellgleichungen, bestimmt sind. Wir md&chten also
die transversalen Komponenten durch die z-Komponenten ausdriicken. Das Faraday-Gesetz
—1/c0;B =V x E wird dann unter Ausnutzung des Ansatzes zu

2 (BL + Boez) = (V. + e.0.) x (Ev + Exe)
:VJ_XEJ_+VJ_X(Ezez)+ikz<erEJ_). (829)

Hier haben wir im letzten Term die triviale z-Abh#ngigkeit des transversalen Anteils ausgenutzt
und ein Term verschwindet, weil e, xe, = 0 gilt. Wir bilden das Kreuzprodukt mit e, auf beiden
Seiten der Gleichung. Die entstehenden einzelnen Terme konnen wir mit den Vektoridentitidten

e.x (Vo xE|)=0,
e, X (VL X (Ezez)) ZVLEZ,
e, X (ez X EJ_) = —EJ_, (830)

welche man sich leicht erschliefien kann durch direkte Auswertung der Kreuzprodukte, bearbei-
ten. Auf der anderen Seite bleibt nur das Kreuzprodukt des transversalen Anteils iibrig

V.E.—ik.E, = +i—e, x By . (8.31)
&

Im Vakuum gilt aber auch V x B = —|—%8tE. Hier ist nur das Vorzeichen auf der rechten Seite
anders und E und B sind vertauscht, also ergibt sich mit denselben Umformungen wie eben

V.B, —ik,B, = —i—e, x E, . (8.32)
&
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Die letzten beiden Gleichungen kénnen nach den transversalen Komponenten aufgelost wer-
den, denn durch Bilden des Kreuzproduktes mit e, x [...] folgt

e. X V. E, —ike,x E, = —i-B, ,
C

e. X V.B, —ik.es x By = +i—E, . (8.33)
C

Einsetzen der beiden Gleichungen fiir e, x E, und e, x B, eliminiert die Kreuzprodukte
der transversalen Felder, so dass man letztlich beide Gleichungen explizit nach E, und B}
auflosen kann. Man erhélt

32
w? — k2¢?
.2
Ei = |-Ze.x ViB.+ k.V.E] . (8.34)
&

w? — k2¢?

B, = [Jﬁez XV, E. + szLBz} ,
C

Hat man also die Wellengleichungen fiir die longitudinalen Feldkomponenten (8.28) mit den
Randbedingungen gelost, sind die transversalen Komponenten aus diesen eindeutig bestimmt.
Dies reduziert die Komplexitdt des Problems betrichtlich: Statt der kompletten Losung der
Maxwellgleichung ist es fiir dieses translationsinvariante Problem nur nétig, zwei eindimensio-
nale Wellengleichungen mit Randbedingungen zu losen.

Speziell gilt fiir TE-Moden, dass das elektrische Feld keine Komponente in z-Richtung haben
soll, aus E, = 0 folgt dann

iw/c

w
EL:—m(GZ XVJ_BZ) :_l{;zcez XBJ_,
ik,

Man sieht also, dass in jedem Fall E und B senkrecht aufeinander stehen. Fiir TM-Moden hat
das magnetische Feld keine Komponente in z-Richtung, d.h. es gilt B, = 0, was entsprechend
auf die Ausdriicke

ik,

EJ_ = vaEZ7
iw/c w
BJ_ = m@z X VJ_EZ = aez X E_j_ . (836)

Auch hier stehen elektrisches und magnetisches Feld also senkrecht aufeinander. Die Moden in
Hohlleitern sind also im Allgemeinen nicht beide transversal zum Wellenvektor. Dies fiihrt im
Allgemeinen zu Verlusten (vgl. Poyntingvektor), TE und TM Moden werden also fiir bestimmte
Frequenzen gedampft.

Im Gegensatz dazu kann es TEM-Moden — also F, = B, = 0 und trotzdem E, # 0 und
B, # 0 — geben, wenn die normale Dispersionsrelation w = k,c erfiillt ist. Dies ist z.B. der Fall
in Koaxialkabeln geben, die entsprechenden TEM-Moden unterliegen dann nicht der Dadmpfung.

8.2 Lagrange-Hamilton-Formalismus fiir Punktteilchen

In der Mechanik konnen die Bewegungsgleichungen aus der Lagrangefunktion L(g;,q;,t) bzw.
aus der Hamilton-Funktion H (g¢;, p;, t) abgeleitet werden, welche durch eine Legendre-Transformation
miteinander verbunden sind H = ), p;¢; — L. Dies geht auch in der Elektrodynamik. Obwohl
die Maxwell-Gleichungen immer dieselben sind, kann es trotzdem sinnvoll sein, sie durch den
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Lagrange- und Hamilton Formalismus auszuriicken. Zum einen ergibt sich durch die Anwendung
des Noether-Theorems die Moglichkeit, Erhaltungsgrofen aus kontinuierlichen Symmetrien der
Lagrange-Funktion zu berechnen (vgl. VL. Mechanik). Zum anderen haben wir durch die Kennt-
nis der Hamilton-Funktion die Md&glichkeit, durch Quantisierung einen Hamiltonoperator ab-
zuleiten und somit zu einer Quantentheorie des Lichtes zu kommen (vgl. VL Quantenmechanik
I7).

8.2.1 Freies Punktteilchen — relativistisch

Die Bewegungsgleichung fiir ein Punktteilchen unter dem Einfluss der Lorentzkraft ist relativis-
tisch kovariant, zunachst sollte man daher den Lagrange-Formalismus relativistisch verstehen.
Aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung

E? = mict + p*c? (8.37)

fiir ein Teilchen der Ruhemasse my mit Impuls p erhalten wir die Hamilton-Funktion fiir ein

freies Teilchen
H(q,p) = \/p*c? +mic*. (8.38)

Die Hamilton-Gleichungen

o0H . _8H
Ip; ’ b= dq;

G =+ (8.39)

fiihren dann neben p; = 0 auch auf einen Zusammenhang zwischen der verallgemeinerten Ge-
schwindigkeit und den Impuls

2
bic

¢ = :
VP22 + mict

Jetzt kann man entweder gleich £ = ymgc? benutzen oder diese Relation durch Quadrieren und
Aufsummieren beider Seiten erhalten. Im Endeffekt kann man diese Gleichung nach dem Impuls
umstellen, und man erhélt, dass dieser nicht mehr einfach nur proportional zur Geschwindigkeit
ist, sondern dass die die effektive Masse auch von dieser abhéngt

(8.40)

P =7moq = mea(4)q - (8.41)

Die Lagrange-Funktion erhalten wir dann mit der Legendre-Transformation

L(g,4) =p-4— H(g,p) = ymog’ — \/vzm?)c?ff +mgct

2,42 2 %)

= vmoq® — myc® 7 —+1= e —moc®y |1 — q—2 ) (8.42)
c v c
Hier haben wir v = [1 — ¢*/c?]~'/2 benutzt. Im nichtrelativistischen Grenzfall gehen dann

— bis auf den konstanten Ruheenergie-Beitrag — beide Ausdriicke (8.38) und (8.42) iiber in
die bekannte nichtrelativistische kinetische Energie und fithren somit auf die entsprechenden
Bewegungsgleichungen fiir ein freies Teilchen.
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8.2.2 Lorentzkraft — nichtrelativistisch

Jetzt moéchte man gerne die Lagrangefunktion fiir ein Punktteilchen im elektromagnetischen
Feld erhalten. Der Einfachheit halber beginnen wir nichtrelativistisch und fordern, dass die
Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL 0L
— T = (8.43)
dtdq; I
dquivalent zur nichtrelativistischen Lorentzkraft
mo; = eE; + E(v x B); (8.44)
c

fiir ein Punktteilchen mit Masse my und Ladung e sein soll. Nichtrelativistisch bedeutet hier,
dass die Geschwindigkeitsabhéingigkeit der effektiven Masse auf der linken Seite vernachlissigt
wird.

Die gesuchte Lagrange-Funktion muss die Potentiale linear enthalten und kann bis auf Vor-
faktoren aus Symmetrie-Argumenten geraten werden. Sie lautet

L= Jmod’ — e®(a(t).1) + 4 Ala(t).1). (5.45)

Hier hingen das skalare Potential ® und das Vektorpotential A vom Ort g der Punktladung
ab und evtl. explizit (wenn das Potential sich zeitlich &dndert) von der Zeit. Wenn sich das
Punktteilchen bewegt, spiirt es das Feld an einem anderen Ort, daher hingen die Potentiale
auch implizit iiber g(t) von der Zeit ab. Der erste Term entspricht einfach der kinetischen
Energie fiir ein freies Teilchen. Der zweite Term liefert offensichtlich bei einer Ableitung nach
q; gerade den Gradienten des Potentials und somit letztlich die Coulomb-Kraft. Der dritte
Term ist linear im Vektorpotential und in der Geschwindigkeit ¢, man kann also so einen
Term einfach ansetzen und dann fordern dass sich aus den Euler-Lagrange-Gleichungen die
Lorentzkraft ergibt. Konkret liefern die Euler-Lagrange-Gleichungen

d . e 0 e, 0A
0= g [modi-+ S - {_eaqi el 0qi]
. . e 8Al e 8AZ . 8(13 e . (9A]
=l Ty o 2y Gy T 2,
=mofi—e (-5 — = —-37g - . 4
mogi — e ( %0 oo ) - Xj:qj (aqz- 8%) (8.46)

Der mittlere Term (in Klammern) liefert gerade das elektrische Feld am Orte der Punktladung.
Fiir den letzen Term betrachten wir (die Ableitung wirkt jeweils auf A)
qx (VxA)| =[V(@-A)=(q-VIA] =>4 04, - 04 . (8.47)
J

was bedeutet, dass die oben angesetzte Lagrangefunktion die Lorentzkraft impliziert.

Fiir die Berechnung der Hamiltonfunktion benétigen wir den kanonisch konjugierten Impuls

__ 0L
Pi = g,

. € e
P =myq + EA = Ppin + EA. (8.48)

Es fallt auf, dass dieser nicht dem kinetischen Impuls entspricht, sondern dass das Vektorpo-
tential mit einbezogen werden muss. Die Ersetzung py;, — p — ¢A wird auch als minimale
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Kopplung bezeichnet. Mit dem kanonischen Impuls konnen wir die Legendre-Transformation
bemiihen, um die Hamilton-funktion zu erhalten

H=p-q—-L
—tA 1 —cA\?2 _e
P (P e (2EA)
mo 2 mo C my
2
1(p—%A 2
:_(p A) +ed = Din 4 g (8.49)
2 mo 2m0

Das hétte man nichtrelativistisch auch so aus der Summe der kinetischen und potentiellen Ener-
gie hinschreiben konnen, jedoch steht in den Hamilton-Gleichungen nicht der kinetische Impuls,
sondern der kanonische Impuls! Daher hdtte man zwar die richtige Hamilton-Funktion, aber
durch die falsche Interpretation des Impulses wiirde man aus den falschen Hamilton Gleichungen
einfach nur den Anteil des skalaren Potentials bekommen, d.h. die resultierenden Bewegungs-
gleichungen wéren falsch.

8.2.3 Lorentzkraft — relativistisch

Ausgehend von der Hamiltonfunktion verallgemeinern wir jetzt auf den relativistischen Fall,
indem wir p;, = p — e/cA einsetzen, die relativistische Hamilton-Funktion wird also zu

2
H= \/<p . 9A> 2+ m2ch + ed. (8.50)
c
Um das zu verifizieren, berechnen wir die Geschwindigkeit nach den Hamilton-Gleichungen
. 2 i EA
g=c - :
\/(p —CA) A+ mict

Auflosen dieser Gleichung nach p—e/cA liefert nach Quadrieren den bekannten Zusammenhang
zwischen relativistischem kinetischem Impuls und Geschwindigkeit

(8.51)

€ . .
Dyin = P — EA = v(q)moq, (8.52)

und fiir die Energie bedeutet dies, wenn wir in der Hamiltonfunktion einfach p durch g eliminie-
ren, dass £ = ymoc? + q® gilt, sich somit die relativistische Gesamtenergie und die potentielle
Energie addieren.

Wir zeigen noch, dass aus den Hamilton-Gleichungen die relativistische Lorentz-Kraft her-

auskommt. Die Hamilton-Gleichung %pi = —g—f liefert fiir den kanonischen Impuls
e 814] e
dydy ed, Lo tA) e 00
dtpz - dtpz,km o dt i — . 2 2 4 6%
(p — EA) 2 +mgc
BA; o
D iDikingt¢? 0D e~ . 04; OO
= 5 —e == q; —e—. (8.53)
Ymoc Ogi ¢ "¢y

Die Lorentzkraft ist aber eine Gleichung fiir den kinetischen Impuls, wir kénnen den Term mit
dem Vektorpotential auf die rechte Seite bringen und bekommen

d d e 0A,; 0P ed
—Dikin = = li) = — i - — ——A;
atVx dt (ymod:) c ; G aq; eﬁqi cdt

_e{ P Eat}rz;qj(aqi aqj)' (8.54)
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Die rechte Seite entspricht gerade der i-Komponente der Lorentz-Kraft, wie bereits im vorhe-
rigen Abschnitt gezeigt. Wie bereits diskutiert ist die rechte Seite auch relativistisch richtig,
und die linke Seite enthélt durch den kinetischen Impuls auch die geschwindigkeitsabhéingige
effektive Masse.

Die Lagrange-Funktion erhilt man aus der Legendre-Transformation

L=p-d—H=(ymod+ A) - d—\Jrmic@® + mict - e
C

q €
= ymog® — moc® 726—2+1—e<1>+EA-(j

= ymyo [q2—02] —e<I>+§A~(j
2
=M% 4 CAg. (8.55)
vy c
Im Vergleich zur nichtrelativistischen Behandlung (8.45) und (8.49) édndert also die relati-
vistische Behandlung (8.55) und (8.50) jeweils den kinetischen Term, was in der Bewegungsglei-
chung einfach nur zur Ersetzung mog — %ymoc] fithrt. Weiterhin ist fiir die Kopplung an ein
elektrisches Feld der kinetische Term der Hamilton-Funktion durch die Ersetzung py;, = p—¢
zu erhalten. Die relativistisch korrekten Ausdriicke fiir die Lagrangefunktion und fiir die Ha-
miltonfunktion sind nicht kovariant und werden sich unter Lorentz-Transformationen dndern,

z.B. haben wir fiir die Lagrange-Funktion

1 e
L= S [—m002 — EUMAM (8.56)

mit der Vierer-Geschwindigkeit (5.180) und dem Vierer-Potential (5.190). Das liegt daran, dass
in der zugrundeliegenden Theorie (Variation der Wirkung, Extremalprinzip) nicht relativis-
tisch gerechnet wurde, sondern das ganz normale Zeitintegral benutzt wurde. Eine manifest
kovariante Formulierung ist moglich, denn die Wirkung

S = / " HL(g(t). d.t) / YL (8.57)

t1 T1

ist offensichtlich ein Lorentz-Skalar und somit unabhingig vom gew#hlten Inertialsystem. Das
Prinzip der extremalen Wirkung muss also verallgemeinert werden auf die Eigenzeit dr, um
manifest kovariante Euler-Lagrange-Gleichungen zu erhalten, wir werden hier aber darauf ver-
zichten und stattdessen den Formalismus fiir Felder betrachten.

8.3 Lagrange-Hamilton-Formalismus fiir Felder

Anstelle von evtl. endlich vielen Punktteilchen in der Mechanik betrachtet man jetzt unend-
lich ausdgedehnte Felder, welche von Ort und Zeit abhingen. In der Elektrodynamik haben
wir elektrische und magnetische Vektorfelder, welche vereinfacht durch Potentiale ausgedriickt
werden, also hitte man insgesamt 4 skalare Felder, welche vom gesamten Raum und Zeit ab-
hingen ¢y (r,t). Entsprechend tauchen nicht mehr nur die zeitlichen Ableitungen der genera-
lisierten Koordinaten, sondern auch die rdumlichen Ableitungen der Felder auf — wie auch in
den Maxwell-Gleichungen. Die Lagrange-Funktion wird zu einer Lagrange-Dichte, die Wirkung
ist dann iiber das komplette Raumzeitintegral iiber die Lagrangedichte definiert. Dies fiihrt auf
folgende Ersetzungen

qi(t) = ui(r,t),
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Entsprechend hingt die Lagrangedichte ab von den Feldern und deren Ableitungen
L(Qza Q’L> — ‘C(ui(rv t)? V'LLZ'('T’, t)v 8{114‘(7', t)) ) (859)

und die Euler-Lagrange-Gleichungen miissen modifiziert werden.

8.3.1 Ableitung der Euler-Lagrange-Gleichungen
Die Wirkung ist ein Funktional, denn sie ordnet einer Funktion u(x) (wobei & = (r,t) jetzt
Raum- und Zeitbeitrige enthilt) eindeutig eine Zahl zu

Slul :/anmﬁ(ac,u,@uj) (8.60)

mit der Lagrangedichte als Integrand und den stetig differenzierbaren Funktionen u;(x) und
dem Gebiet ). Dann definiert man die 1. Variation des Funktionals S an der Stelle w in Richtung
h iiber

5Sulh] = %S[u + eh]‘ _ pig S bl = S (8.61)

=0 e—0 €

Nach dem Hamiltonschen Prinzip suchen wir nun die stationdren Punkte der Wirkung, d.h. des
Funktionals S[u], fiir Variationen welche am Rand des Gebietes verschwinden

5Sulhl =0  Vh(z) :  h(dQ) =0, (8.62)

(vgl. VL Mechanik).
Um die stationdren Punkte zu finden, berechnen wir die Variation der Wirkung an der Stelle
u in Richtung h(x) = h(x)e;

1
0=1lm- [ d"z[L(x,u; + €h,Vu; +€eVh,...) = L(x,u;, Vu,,...)]

e—0 €
€
. " 9L Oh
N /d Z 0 &Cul al'k
- /d 8uZ Z Oxy, 0 8ku1 ] - (8.63)

Im letzten Schritt haben wir partiell integriert und die Annahme benutzt, dass h, also auch
h(x), am Rand 02 verschwinden soll. Da dies fiir alle Funktionen h(x) gelten soll, muss der
Integrand verschwinden und wir erhalten die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Felder

d
— /d”x d—/j(m, w; + €h, Vu; + €Vh,...)

e=0

oL
atuz z:: ke &fuz ~gu =0 (8.64)

Speziell kénnen wir das in drei Raum- und einer Zeit-Dimension auch kovariant schreiben

oL oL _,
(9(6”1&) 8UZ -

L

(8.65)
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die Wirkung ist dann gegeben durch

S = /dt U d3r£] = /d4x£. (8.66)

Diese muss ein Lorentz-Skalar sein, denn die Naturgesetze diirfen nicht vom Inertialsystem
abhéngen. Da aber bei Lorentz-Transformationen fiir die Jacobi-Determinante |A%| = 1 gilt,
folgt immer d*z = d*2’ oder — die Wirkung S ist dann ein Skalar, wenn auch die Lagrangedichte
L ein Skalar ist. Eine kovariante Formulierung ist somit fiir Feldtheorien etwas einfacher als
fiir Punktteilchen, da die Lagrangedichte selbst ein Skalar unter Lorentz-Transformationen sein
muss.

Aus der Lagrange-Dichte erhédlt man analog generalisierte Feldimpulse

oL

H. —
! 8(8{&1) ’

(8.67)

und mit diesen Feldimpulsen kann man dann iiber eine Legendre-Transformation die Hamilton-
Dichte ableiten

H=> T(0u) - L. (8.68)

Dass hier in der Legendre-Transformation und bei den generalisierten Feldimpulsen die zeitliche
Ableitung besonders gehandhabt wird, liegt daran, dass die Hamilton-Dichte die Dimension
einer Energie pro Raum haben soll.

8.3.2 Beispiel: Kette von Punktteilchen

Wir betrachten N identische Punktteilchen entlang der z-Achse, welche in regelméfigen Ab-
stdnden durch identische Federn der Federkonstante k aneinander gekoppelt sind. Die longitu-
dinale Auslenkung der Punktteilchen von ihrer Gleichgewichtsposition bezeichnen wir mit u;(t),
transversale Auslenkungen lassen wir (der Einfachheit halber) nicht zu. Fiir das i-te Teilchen
(1 <i < N) lautet die Bewegungsgleichung

mg; = k(qu - Qi) - k(%’ - Qi—l) ) (8-69)

denn die Gesamtkraft auf das i-te Teilchen verschwindet, wenn die Abstédnde zu den néichsten
Nachbarn gleich sind. Fiir die Rander nehmen wir an, dass uy und uy 1 konstant sind, d.h. die
Kette ist am Rand fest eingespannt. Diese Bewegungsgleichung folgt aus der Lagrangefunktion

1Im di+1 — q; 2
L=T-V = ——2——k 2 B 8.70
Za[ - gha (2 )] (8.10)

wobei nur 1 < ¢ < N generalisierte Koordinaten ¢; zu betrachten sind (g und gy seien
konstant) und der redundante Parameter a den Abstand der Teilchen in der Ruhelage ¢; = 0
beschreiben soll. Er kiirzt sich aus der Lagrangefunktion wieder heraus. Der Ubergang zu einer
Lagrangedichte erfolgt jetzt im Limes a — 0, m — 0 und k£ — oo, wobei die Gréften

i 8.71
g (8.71)

und

ka —Y (8.72)
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konstant bleiben miissen, sie korrespondieren dann zu einer Massendichte ¢ und zum Young-
Modul Y der Kette. In diesem Fall identifizieren wir

w(z,t) = (), Bl t) = qi(t), axu(x,t):M, (8.73)

und wir konnen die Lagrangefunktion als Integral {iber eine eindimensionale Lagrangedichte £

schreiben
Na
L :/ Ldz
0
1 s 1 2
L= §,u(8tu) — §Y(8xu) ) (8.74)

wobei die Randbedingungen u(0,¢) = u(¢,t) = 0 mit der Kettenléinge ¢ = Na zu beriicksichtigen
sind. Die Bewegungsgleichung der Kette (8.69) wird dann zu

po?u(x,t) = Yoru(z,t), (8.75)
denn es gilt fiir die 2. Ableitung einer Funktion

flz+a) =2f(x) + f(z—a)

" IERT
f(z) = (111_I>I(1) 2 . (8.76)
Wir erhalten also eine eindimensionale Wellengleichung mit der Schallgeschwindigkeit
Y
v=y/—. (8.77)
I

Offensichtlich funktioniert das angegebene Rezept zur Ableitung der Bewegungsgleichung, denn
die Fuler-Lagrange-Gleichungen fiir Felder werden zu

oL oL oL
0= 5w " %5@m ~ ou
= —YO2u + pdiu, (8.78)

was genau die Wellengleichung reproduziert. Entsprechend wird der Feldimpuls zu IT = p(0,u)
und die Hamilton-Dichte wird zu H = g—; + 1Y (0,u)?, aber auch die Hamilton-Gleichungen
miissen noch modifiziert werden.

8.3.3 Elektrostatik

In der Elektrostatik konnen wir alles durch ein skalares Potential u; — ®(7) beschreiben, wenn
wir das elektrische Feld durch E = —V® ausdriicken, ist die Gleichung V x E = 0 auch
automatisch erfiillt. Wir suchen also eine Lagrangedichte £(®,0,®, V®), welche mittels der
Euler-Lagrange-Gleichungen die Poissongleichung A® = —VE = —47p reproduziert. Diese
kann leicht geraten werden, denn die Lagrangedichte muss skalar sein, sie darf fiir die Elektro-
statik keine Zeitableitungen enthalten, und sie darf hochstens quadratisch in ® und linear in p
sein

_ 1 2 _ 1 : 2
Lo = o (VO) = p® = D (0:9) — pd. (8.79)

=1
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Ausgedriickt durch das elektrische Feld, entspricht der 1. Term gerade der Energiedichte des
elektrischen Feldes und der 2. Term gerade der negativen Wechselwirkungsenergiedichte einer
Ladungsverteilung p im externen Feld. Die Euler-Lagrange-Gleichungen werden zu

or oL o
0= Za aq>)+8ta(at) B

_Za (8:®) + p, (8.80)

was gerade die Poisson-Gleichung oder eben V - E = 47p reproduziert.

8.3.4 Magnetostatik

Die Maxwellgleichung der Magnetostatik V - B = 0 ist automatisch erfiillt, wenn wir die
magnetische Induktion ausdriicken als Rotation des Vektorpotentials B = V x A. Wir haben
also drei Felder u; — A;(r) und mochten die Maxwellgleichung der Magnetostatik ableiten

4
VxB:V(V-A)—AA:%j. (8.81)

Die gesuchte Lagrangedichte £(A;, 0;A;, 0;A;) muss skalar sein, darf aber keine Zeitableitungen
der A; enthalten. Wir setzen wieder die Differenz der Energiedichte und der Wechselwirkungs-
energiedichte einer Stromverteilung im externen Feld an

Lons = %(V x A)? - %A Jj= 8% D@45 = (9.45)(9;40)] — %ZAUZ (8.82)

ij

Wir erhalten fiir jede Komponente k des Vektorfeldes A eine eigene FEuler-Lagrange-Gleichung

oc oL oc
0= ze: YAy oAy oA

1 1 1 1.
= I zg: 000 Ay, — 3 22: 0pOAp — 3 zg: 0eO0kAr + E]k

1 1 1
= AA— (V- A) + i (8.83)

Umstellen zeigt dann, dass die Maxwell-Gleichung der Magnetostatik erfiillt ist.

8.3.5 Elektrodynamik

Beim Ubergang zur Elektrodynamik werden wir auch zeitliche Ableitungen der Felder mit ein-
beziehen miissen, schlieklich berechnet sich das elektrische Feld jetzt aus F = —V® — %@A.
Wenn wir die Lagrangedichten der Elektrostatik oder Elektrodynamik mit einem beliebigen
Faktor multiplizieren, erhalten wir letztlich dieselben Bewegungsgleichungen, man setzt also
eine Linearkombination der Lagrangedichten fiir Elektrostatik und Magnetostatik an. Da die
Lagrangedichte fiir die Elektrostatik von V& = —F abhéngt, miissen wir diesen Term jedoch
durch V& — Vo + %&A modifizieren, um wieder das elektrische Feld zu erhalten. Um die
korrekten Maxwellgleichungen zu erhalten, ist es letztlich notig, die Differenz der Lagrange-
dichten (8.79) und (8.82) zu bilden, die Lagrangedichte der Elektrodynamik mit mikro-
skopischen Quellen lautet

1
L=

2
(V@ + 1atA) —(V x A)2] — pd + ta. j. (8.84)
C C
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Der Term mit den Quellen ist offensichtlich ein Lorentz-Skalar, denn wir haben mit (5.190)
und (5.188)

1 1
—bp+ —j-A=—=j,A". (8.85)
C C

Dies kann auch als Argument fiir das Bilden der Differenz der beiden Lagrangedichten benutzt
werden. Den andere Term enthilt Quadrate von Ableitungen des Viererpotentials und muss
offensichtlich aus dem Feldstirketensor gebildet sein. Aus der Forderung, dass die Lagrange-
Dichte ein Lorentz-Skalar sein soll, bleiben nur wenige Ansétze iibrig. Wir betrachten hier den
Lorentz-Skalar gebildet aus dem Feldstéirketensor (5.196)

FF" = —F, F"" = =Tt {(Foy) (F*™)}

0 +E, +E, +E, 0 —-E, —-E, —F,
_ -E, 0 =B, +B, +E, 0 —B, +B, op? o2
="\ -B, +B. 0 -B || 4B, +B. 0 -B |[~
-E, -B, +B, 0 +E, -B, +B, 0
(8.86)
Die Lagrangedichte ist also offensichtlich ein Skalar unter Lorentz-Transformationen
L= p w1 g (8.87)
16 ™ cIr '

und damit dieselbe in allen Inertialsystemen. Die Forderung der Lorentz-Invarianz erklért,
warum wir die Lagrangedichten der Elektrostatik und Magnetostatik voneinander subtrahieren
mussten. Dariiberhinaus ist der Feldstirketensor auch eichinvariant, denn unter Eichtransfor-
mationen der Form (5.22), welche wir auch schreiben kénnen als

Al AP 4 9PN (8.88)

mit einer skalaren Funktion A(r,t), dndert sich der Feldstérketensor F'*” nicht. Der Term j, A*
dndert sich unter so einer Eichtransformation allerdings, es gibt einen zusétzlichen Term der
Form

50" A = pB A+ (5 - V)A. (8.89)

In der Wirkung S = [ d*zL zeigt sich dann, dass so ein Term durch partielle Integration — die
Quellen verschwinden im Unendlichen immer — umgewandelt wird in

/d%j“a“/\ = —/d%A [Op+V-4]=0, (8.90)

was aufgrund der (auch Lorentz-invarianten) Kontinuitéatsgleichung verschwindet. Die Wirkung
ist also Lorentz-invariant und eichinvariant.

Wir zeigen noch schnell in kovarianter Formulierung, dass wirklich die inhomogenen Maxwell-
Gleichungen

4 14 14 47T -V
OuF™ = 0 A” = 9N = =) (8.91)

aus den Euler-Lagrange-Gleichungen folgen — die homogenen sind ja durch die Wahl der Po-
tentiale automatisch erfiillt. Es ist hierfiir hilfreich, die Lagrangedichte etwas umzuschreiben
1

1
L= —— F,F% _ 2 A
167 7 c’
1

= [(QuAD)(0 A7) — (QuA)(@°A%)] — 1A, (892)
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Das Viererpotential hat vier Komponenten, wir haben also vier Felder und die Euler-Lagrange-
Gleichungen werden zu

oL oL
0=20 -
“9(0,4,)  0A,
1 1 1
- n AV _— av 1% ~ 4V
DA 00, A ) (8.93)

und Umstellen liefert dann (8.91), was sich fiir den Fall der Lorenz-Eichung noch weiter ver-
einfachen lieffe. Hier ergibt sich der Faktor Zwei beim Ableiten konkret durch Indexziehen auf
die kovarianten Versionen, z.B. (9% A?) = n*"n®*(9,A,) oder durch explizites Nachrechnen.

8.3.6 Noether-Theorem fiir Felder

Die Wirkung — und damit die Euler-Lagrange-Gleichungen — bleiben invariant, wenn wir zur
Lagrangedichte eine Vierer-Divergenz hinzuaddieren

L= L+0L=L+08,0" (8.94)

Hierbei nimmt man an, dass J# im Unendlichen verschwindet, so dass die Anwendung eines ver-
allgemeinerten Gaufsschen Satzes das Umschreiben in einen vernachlédssigbaren Oberflichenterm
ermoglicht. Haben wir im Umkehrschluss eine kontinuierliche (infinitesimal kleine) Anderung
der Felder

welche die Wirkung invariant lisst, muss sich die entsprechende Anderung der Lagrangedichte
als Viererdivergenz schreiben lassen

oL
6L = Z aul Z—a ( auui)a(a““")
oL
_ Z { 5] ] Su; +;—a(altuz)aﬂ(5ui)

_ w =9, gk
= d, Za a uz D, J" . (8.96)

Man sieht schon an der Entwicklung fiir kleine Anderungen du;, dass die Symmetrie kontinu-
ierlich sein muss, d.h. wie im Fall der Lagrangefunktion ist z.B. eine Spiegelsymmetrie nicht
mit einer Erhaltungsgrofe assoziiert. In der praktischen Anwendung ist zu beachten, dass die
Grofe J* auch infinitesimal klein wird, dies wird durch Reskalierung aufgelost. Man definiert
dann bei die Grofe

- oL
Jt = —ou; — J*, 8.97
2 5G] (597
fiir welche offensichtlich gilt
9" =0. (8.98)

Dies kann man als eine Kontinuititsgleichung fiir den verallgemeinerten Viererstrom J* in-
terpretieren. Die dazugehorige Erhaltungsgrofe ist das Gegenstiick zur Gesamtladung bei der
Stromdichte, d.h. die Erhaltungsgrofe ist gegeben durch das Volumenintegral iiber .J°

(8.99)
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Beispielsweise gilt fiir infinitesimale Translationen in Zeit oder Raum
at — ot 4 o (8.100)

fiir die Felder die Transformation (Taylor-Entwicklung)

(") = wi(2#) + 0w ()0, = u;(z") + ou; . (8.101)
Analog gilt
5L = (O,L)8z" . (8.102)
Wir identifizieren also
J! = Lozt =n"" Loz, . (8.103)

Also liefert uns das Noether-Theorem die Gleichung

oL
0 E ——(0"u;) — " L| dx, =0, 8.104
was fiir beliebige Verschiebungen dx, gelten muss. Es folgt also fiir die Grofe
oL
T = —(0"u;) — " L, 8.105
Ei 8(8Mui)( u;) =1 ( )

dass jede Spalte v eine Erhaltungsgrofe liefert 0,7"" = 0. Speziell in der Elektrodynamik
entspricht der Tensor T"” dem Energie-Impuls-Tensor, allerdings nur bis auf Oberflichenter-
me. Man erhilt also analoge Erhaltungsgréfen. Der vorher bereits abgeleitete Energie-Impuls-
Tensor hat aber im Vergleich zur Darstellung hier den Vorteil, dass er auch eichinvariant ist.

Weitere Symmetrien folgen aus der Lorentz-Invarianz der Lagrangedichte. Die Lorentz-
Gruppe kann auch definiert werden aus der Forderung, das Skalarprodukt im Minkowski-Raum
invariant zu lassen

Noo = Al;,AVgn,uu . (8106)

Dies ist fiir rdumliche Drehungen der Fall (drei Parameter fiir die Drehwinkel um die ver-
schiedenen Achsen) und fiir die bereits abgeleiteten Lorentztransformationen (drei Parameter
fiir Geschwindigkeiten in die verschiedenen Richtungen). Man hat also insgesamt sechs konti-
nuierliche Symmetrien und damit auch 6 erhaltene Noether-Strome. Drei davon sind mit der
Drehimpulserhaltung assoziiert, welche jetzt jedoch auch fiir Felder ausgedriickt werden kann.
Die Interpretation der anderen Erhaltungsgréfien ist etwas komplizierter.

8.3.7 Kombinierter Lagrange-Hamilton-Formalismus

Bisher haben wir in der Elektrodynamik entweder die Quellen p und j als fest vorgegeben
betrachtet und dann mittels der Maxwellgleichungen die Felder gelost. Alternativ kénnen wir
auch die Felder fest vorgeben und iiber die Lorentzkraft die Dynamik einer Punktladung be-
rechnen. Will man die Dynamik beider Akteure selbstkonsistent berechnen, gelingt dies z.B.
iiber die Betrachtung der kombinierten Lagrangefunktion. Da die Quellen sich als Summe von
Punktladungen darstellen lassen

p(r,t) = 2615(7" —q;(t)),
g(r,t) = Z eiq;(t)o(r — q;(t)), (8.107)
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wobei g, (t) den Ort der i-ten Punktladung mit Ladung e; darstellt und g, die entsprechende
Geschwindigkeit, liegt es nahe, eine kombinierte Lagrangefunktion aufzustellen, welche die kine-
tischen Anteile der Punktteilchen und das Integral iiber die Lagrangedichte der Felder enthélt

L:—Zmovicall—%+/£d3r
/ ¢ 1 : 1.
:_Zmo,z‘CQ 1—§+§/dsr [E2—B2} +/d3r {—P@JrEJ'A}

¢ 1 1 .
=2 a1 87/6537" [B? = B?] = 3 ei(a,(),0) + - Y eidi Algi(t),1).

7 7

(8.108)

vgl. (8.84) und (8.55). Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die Felder liefert dann
die Maxwellgleichungen mit den mikroskopischen Quellen p und j, Anwendung der Euler-
Lagrange-Gleichungen fiir die Ladungen dann die Dynamik der QQuellen, dies muss eigentlich
selbstkonsistent gelost werden. Der Vorteil der kombinierten Beschreibung in einer Lagran-
gedichte liegt jedoch darin, dass die Symmetrien der Wirkung im Allgemeinen nur fiir das
Gesamtsystem von Feldern und Ladungen gelten, z.B. kann Feldenergie bei der Beschleunigung
eines Elektrons in kinetischen Energie des Elektrons umgewandelt werden.

8.3.8 Hamilton-Dichte der Elektrodynamik

Wir wollen noch iiberpriifen, ob die Hamilton-Dichte zur bekannten Energiedichte korrespon-
diert und gehen daher zum Hamilton-Formalismus iiber. Mit der generalisierten Feldimpuls-
dichte

oL

I; = (8.109)

benutzt man eine Legendre-Transformation, um die Hamiltondichte als Funktion der Felder u;,
der konjugierten Impulse II; und der rdumlichen Ableitungen der Felder Oyu; zu definieren

H(IL;, ui, Opu;) = Z I (Opu;) — L (i, Opuy, Opus) - (8.110)
Einerseits folgt aus dieser Gleichung
Ou; = —i—g—;i, (8.111)
fiir die zeitliche Ableitung der Impulse ergibt sich aus der Euler-Lagrange-Gleichung
A1, = —;ak%Jrg—i :_g_ZJrzk:ak%’ (8.112)

Es ergibt sich also auch hier ein Unterschied der Bewegungsgleichungen durch die Abhéngigkeit
der Hamiltondichte von den rdumlichen Ableitungen der Felder, die Hamilton-Gleichungen
liefern gekoppelte partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die Felder.

Speziell ergeben sich aus der Lagrangedichte

1 1 1
L=——-F, F" — A, = —
167 * cj B8

2
(m ; latA) ~(Vx A>2] S0 jeA (8.113)
c C
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die generalisierten Feldimpulse

oL
I, = —
°7 9(0,0) 0,
oL 1 1 1
II, = = d+-0A) =———F;. 114
0(0Ay)  Ame (V +cat )Z 4re (8.114)

Wir betrachten jetzt den Quellenfreien Fall 3 = 0 und p = 0. Die Legendre-Transformation
fiihrt dann auf

1 1

=Ty(0,®) + - (,A) —L=——E-A— —[E* - B?] . 8.115
H = To(042) + 1T (9,4) E-A-_[B- B (5.115)
Mit der Darstellung des elektrischen Feldes
1.
E=-Vdo—--A (8.116)
c
konnen wir die Zeitableitung des Vektorpotentials eliminieren
H= i(v<1>)-E+i [E* + B?] (8.117)
4 8T ' '

Fiir den Fall verschwindender Quellen gilt aber auch V-E = 0, und wir kdnnen weiter umformen
(V®)-E=V(PE)—-d(V-E)=V(PE), (8.118)
so dass die Hamilton-Dichte zu

_ b Lo oo
H= 47TV(<I>E) + o [E* + B?] (8.119)

wird. Fiir die Quantisierung ist jedoch die Hamilton-Funktion wichtig, welche wir als Volumen-
integral iiber die Hamilton-Dichte schreiben

H= /d%% = 4i #(@E) -dF + 8i/ [E* + B*| d°r. (8.120)
s m

Damit die Gesamtenergie endlich bleibt, miissen im zweiten Term die Felder £ und B im
Unendlichen so abfallen wie

E,B o r~3/2t9 : €>0. (8.121)
Entsprechend skaliert das Potential im Unendlichen wie
® oc (129 (8.122)

Im betrachteten Limes verschwindet aber der Oberflichenterm, denn die Oberfliche liegt
im Unendlichen, und ®E oc r~(+29) es ergibt sich also dieselbe Gesamtenergie wenn wir den
Oberflichenterm vernachléssigen. Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes im Vakuum
kénnen wir also genausogut mit

1

7L~L:—[E2+BQ]:i

" o [E* + (V x A)?] (8.123)

beschreiben, vgl. Gleichung (5.52). Hierbei ist das elektrische Feld der kanonisch konjugierte
Impuls zum Vektorpotential.
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8.4 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

8.4.1 Losung der Wellengleichung in Coulomb-Eichung

In der Quantenmechanik hilft das Korrespondenzprinzip dabei, aus einer Hamiltonfunktion
einen Hamiltonoperator zu machen. Wir wollen das fiir das elektromagnetische Feld im Vakuum
machen

p=0, j=0. (8.124)

Es ist am einfachsten, die Quantisierung in der Coulomb-Eichung V- A = 0 (auch transversale
oder instantane Eichung genannt) vorzunehmen, denn in Abwesenheit von Quellen entkop-
peln die Gleichungen fiir das skalare Potential & und das Vektorpotential A, wie schon in
Abschnitt 5.3.2 diskutiert. Insbesondere verschwindet das skalare Potential identisch und das
Vektorpotential erfiillt eine einfache Wellengleichung

1
=0, DA:{A——QQE]A:O, (8.125)
C

vgl. Gleichung (5.38). Eine Losung dieser Wellengleichung ohne zusétzliche Randbedingungen

ist wie wir wissen eine ebene Welle mit A(r,t) = Agei® T4 und mit der Dispersionsrelation
w = c|k|. Beliebige Superpositionen solcher ebenen Wellen sind natiirlich auch wieder eine
Lésung. Die Felder berechnen sich dann wie iiblich iiber B = V x A und E = —V® —
10,A = —19,A. Speziell fiir eine ebene Welle folgt also wieder, dass E(r,t) = +i2A(r,t) und
B(r,t) = +ik x A(r,t) transversal zueinander sind.

Die Idee der Quantisierung besteht darin, einen Operator A fiir das Vektorpotential A so zu
finden, dass die Ehrenfest-Bewegungsgleichung gel6st wird, wenn die klassische Wellengleichung
erfiillt wird

al(A) =[]+ (a4) < wa-o (8120

wobei der Hamiltonoperator H gerade zur klassischen Gesamtenergie korrespondiert, d.h.

1 3 2 Q_L/:S l 2 2
E=o [dr [E +B}*87r d*r C2(@A)+(V><A)

i = 817T /d3 {12 (atA)2+ (v X A)T . (8.127)

Wir zeigen dies, indem wir die Energie darstellen als Beitrdge mehrerer entkoppelter harmoni-
scher Oszillatoren, und benutzen dann die Erkenntnisse aus der Quantenmechanik.

Fiir die Quantisierung ist es einfacher, wenn man nur endlich viele Freiheitsgrade hat, daher
betrachtet man zuniichst ein kubisches Volumen V = L3 mit periodischen Randbedingungen

A(x +n,L,y+n,L,z+n,L,t) = A(z,y, 2, 1) Vn;, € 7. (8.128)

Periodische Funktionen lassen sich in eine Fourier-Reihe entwickeln, wir beriicksichtigen hierbei,
dass es zwei Polarisationen gibt und schreiben den allgemeinen Ansatz fiir die Lésung der
Wellengleichung OA = 0 als Uberlagerung

2mhe
_ Zk:z; !

6+1k7‘ —ik-r
L3/2 + A4 <k t) [,3/2

Ak, ) (8.129)
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Der Vorfaktor mit der Wurzel ist unerheblich, da ja die Entwicklungskoeffizienten A, (k,t)
noch unbekannt sind. Die Vektoren u) kennzeichnen die beiden Polarisationen und tragen den
kompletten Vektorcharakter des Vektorpotentials: In der Coulomb-FEichung V - A = 0 folgt,
dass k- A = 0 gelten muss, es gibt fiir vorgegebenes k zwei linear unabhéngige Vektoren,
welche dies erfiillen

k-uk =0, uF.uF=s,. (8.130)

Zusatzlich kann man immer fordern
utk —uk (8.131)

Um die periodischen Randbedingungen zu erfiillen, darf der Wellenvektor nur diskrete Werte
annehmen

or [ "
ny

Am Ende betrachtet man L. — oo, damit liegen dann die Werte von k immer dichter und
werden kontinuierlich.
Setzen wir den Ansatz in die Wellengleichung ein, folgt fiir jede Mode einzeln

1
—Kk*Ay\(k,t) = C—QﬁfAA(k,t). (8.133)

Das ist genau die Gleichung fiir einen harmonischen Oszillator der Frequenz |k|c. Die einzelnen
Moden des Strahlungsfeldes A, (k) verhalten sich also wie unabhéngige harmonische Oszillato-
ren, welche verschiedene Frequenzen haben und auch verschiedene Polarisationen beschreiben.
Damit konnen wir den zeitlichen Anteil bestimmen

Ak, t) = Ay (k)e @kt ; w(k) = c|k|, (8.134)

und die allgemeine Losung der Wellengleichung wird zu

O hic2 €+i(k§-7‘—w(k;)t) ) e—i(k~T—w(k)t)
Alr ) => "> o) (AA(/&)T+AAU<:>T uk . (8.135)
k A

Wir haben den Vorfaktor hier so gewédhlt, damit die Berechnung der Feldenergie einfach wird.
Speziell ergibt sich fiir den Beitrag des elektrischen Feldes

1 / 5 <8A) ? 1 27hc? / 3 k i?w(k)w(q)
Er|—=—) = d’r (uy - ud)————Ex
8mc? ot 8mec? L3 kzq ; g w(k)w(q)

% (AA(k)eJri(k-rw(k)t) B A;(k)efi(k-’l“fw(k)t)) y
X (Aq(q)eMATD0 — A ()e @ T00)

= 1 S0 o) [Ax(R) A3 (R) + A3 (k) A (k)
[N

— Ay () Ay (—k)e et A;(k)A;(-k)Wiw(’ﬂ . (8.136)

1 : 1 ,
— /dgrei‘(k_q)'r = 5k,q’ ﬁ/d?’reil(k“l)'r = 5—k,q (8.137)
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k

und dann die Relation u} -ufk = 0, ausgenutzt. Der Beitrag des Magnetfeldes berechnet sich

analog und liefert bis auf ein relatives Vorzeichen bei den zeitabhdngigen Termen dasselbe

1 1 27rhc 1
— | &r(V x A /d3 (ik x u (ig x uq X
G | ET VA = PR N

% (A)\(k)eﬂ (kr—w(k)t) _ g < (K)e (k-r—u( k)t)) y
% (Aa<q)e+i(q-’l"—w(q)t A*( ) i(q-r—w(qg )t))

= 3 ) AR5 () + 43 () Ar )
[ Y

+ Ay (k) Ay (—K)e 2wt | A;(k)A;(-k)f?iw(kﬂ . (8.138)
Hier haben wir zunéchst das Kreuzprodukt vereinfacht, d.h.
(k< uf) - (g % ud) = (k- q)(uff - ud) = (k- ud)(q- uf) (8.139)

ausgenutzt, bevor wir dieselben Vereinfachungen wie zuvor angewandt haben. Das relative Vor-
zeichen fiir ¢ = —k ergibt sich dann aus dem Skalarprodukt oben, und der 2. Term verschwindet
nach ¢ — +k immer, da die Vektoren u) senkrecht auf k stehen. In der Gesamtenergie heben
sich also die zeitabhingigen Terme weg

B = %% D )[4 )43 K) + 43814 0) (5.140)

8.4.2 Quantisierung

Aus der Ableitung zuvor folgt, dass sich die Energie des elektromagnetischen Feldes zerlegen
lasst in unabhingige harmonische Oszillatoren. Wir suchen eine Quantisierungsvorschrift fiir
das Vektorpotential in Coulomb-Eichung

A A (8.141)

unter der Randbedingung, dass die quantenmechanischen Bewegungsgleichungen, z.B. im Heisenberg-
Bild (ohne explizite Zeitabhéingigkeit)
d

CA- % [H A] (8.142)

erfiillt sein sollen. Dafiir schauen wir uns nochmals den einzelnen harmonischen Oszillator an
und verallgemeinern danach.
Einzelner Oszillator

Fiir einen eindimensionalen harmonischen Oszillator konnte man die Hamilton-Operator

p* 1

H="—+ —muw’§ 8.143
Vg o (5.143)
mittels der Leiteroperatoren
_mwq +ip o= mwq — ip
V2hmw V2hmw
h h
i = (a+d), p=iy 2t - a) (8.144)

2mw
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umschreiben. Wegen der Kommutatorrelationen

[z,p] = ih (8.145)
erfiillen die Leiteroperatoren die Vertauschungsrelationen

[a,al] =1. (8.146)

Einsetzen der Leiteroperatoren ermdoglicht eine einfache Schreibweise des Hamilton-Operators
g1 t o gt to 4 X
H:§M[aa +a'a] = hw ala+5 ), (8.147)

vgl. (8.140). Der Fock-Raum wurde dann aufgespannt aus den Eigenzustédnden |n) des Teil-
chenzahloperators, und man hatte die Relationen

a'a|n) = n|n) a'ln)y =vn+1n+1), aln) =+vnn—1). (8.148)

Dies ermoglicht auch die Schreibweise

m) = = (a")" |0 (8.149)

mit dem Vakuumzustand |0), welcher gleichzeitig auch der Grundzustand des Hamiltonope-
rators ist. Im Heisenberg-Bild wird die Zeitentwicklung von den Operatoren getragen (wieder
ohne explizite Zeitabhéngigkeit)

Op(t) = e HtQe (8.150)
Speziell fiir die Vernichter folgt im Heisenbergbild

J .
S = % [Hy,ay] = iw[aLaH,aH = —iwagy . (8.151)

Die Losung lautet daher einfach
ap(t) = e “a, (8.152)

analog findet man al, (t) = et“qaf.

Elektromagnetisches Feld

Schaut man sich die im vorherigen Abschnitt abgeleitete Gesamtenergie an und die Tatsache,
dass die Moden A, (k, t) gerade unabhéngige harmonische Oszillatorgleichungen fiir die jeweilige
Frequenz w(k) 16sen, liegt es nahe, dieselbe Quantisierungsvorschrift anzuwenden wie fiir einen
einzelnen Oszillator. Die Entwicklungskoeffizienten A, (k) werden zu Leiteroperatoren

Ak) = Ay(k) =a,p,,  Ay(k) = Al(k) =d

e (8.153)

welche zumindest die Kommutatorrelation [a/\k,a;k] = 1 erfiillen. Zusétzlich muss, um die

Ehrenfest-Bewegungsgleichung zu erfiillen, gelten, dass nur die Operatoren der gleichen Mode
beitragen, d.h. die Operatoren zu verschiedenen Moden miissen kommutieren. Zusammengefasst
miissen diese Leiteroperatoren also die bosonischen Kommutatorrelationen erfiillen

[a/\k,alq} = 5kq(5>\g, [a/\k,agq] =0. (8.154)
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Daraus folgt dann auch, dass die Relationen (8.148) entsprechend gelten. Der Hamilton-Operator
wird damit zu

N 1
_ E E T
H = hwk. (akkak/\ + 5) , (8155)
k A

und wir haben im Heisenbergbild

gy (1) = e Flag . (8.156)
Der Operator fiir das Vektorpotential wird im Heisenbergbild zu

- 2mhe? k. ik k
An = ZZ L3w [ k)\,H(t) eHi T +Gk/\H(t)€ Ty, (8.157)

wegen Coulomb-Eichung gilt k - ul\" = (. Daraus ergeben sich dann auch die Operatoren fiir die

Felder.
Bemerkungen:

e Man zeigt jetzt leicht: Im Heisenbergbild gilt die Gleichung

Ay = [1 A (8.158)

damit sind die Ehrenfest-Bewegungsgleichungen in allen Bildern erfiillt.

e Die Operatoren fiir Ey = —%&AH und By = V x Ay sind Observable, d.h. selbstad-

jungiert
~ . [2mhw(k) k.
EHZIZZ T <ak>\7H(t)€+kr—h.C.) 'U,Ak7
kA

Z Z LQ;TCQ (thor T e ) kol (8.159)

Der Ausdruck h.c. steht hier fiir "hermitian conjugate”. Verschiedene Komponenten von
E(r,t) und B(r,t) kommutieren jetzt nicht mehr miteinander, d.h. diese Gréfen sind
nicht mehr simultan messbar.

e Man sagt, ein Photon der Polarisation A und mit Wellenvektor k wird beschrieben durch
den Zustand

a;k|0...0>:|O,...,O,1,0,...,O>, (8.160)

der Zustand |0) = |0...0) beschreibt hierbei den Grundzustand des Hamiltonoperators

(Vakuum) und der Operator a}c/\ heifst entsprechend Erzeuger.

e Werden ng,, Photonen der gleichen Mode erzeugt, ergibt sich nach Normierung der Zu-

stand
1
_ t \n
npa) = (a2)"10) . (8.161)
ngA!l Ak
Dies ist eigentlich eine Kurzschreibweise fiir
nga) = 10,0, 1g2,0,...,0) (8.162)

da ja die anderen Moden nicht besetzt sind.
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e Werden mehrere Photonen verschiedener Moden erzeugt, beschreibt man dies durch den
Vielteilchen-Fockraum. Dieser kann aus dem Einteilchenfockraum aufgebaut werden in-
dem man die Tensorprodukte sdmtlicher Basisvektoren bildet, z.B. hat man fiir nur zwei
Moden

In1,ng) = [n1) ® [ng) , (8.163)

und die gesamte Basis kann aufgebaut werden aus Tensorprodukten der Basisvektoren
der einzelnen Raume. Fiir viele Moden schreibt man dann

1
n) = {nin}) = HH aj, 0...0). (8.164)
H H nk»\ ( >\>
\ & »
Diese Zustande sind orthonomiert
DY

e Daraus folgt aber auch, dass die Erwartungswerte der Felder fiir reine Fock-Zustinde
verschwinden

(n|E|n)=0= (n|Bln) . (8.166)
Die reinen Fock-Zustidnde sind also nicht klassisch.

e Dahingegen haben wir aber fiir die Gesamtenergie wie es sein sollte
1
(n| H|n) = ZZ heo(k (n,ﬂ ) . (8.167)

Die Grundzustandsenergie geht aber gegen unendlich wenn wir das Diskretisierungsvolu-
men gegen Unendlich gehen lassen! In der Regel betrachtet man aber nur Energiedifferen-
zen, welche immer endlich sind. Fiir beschriankte Geometrien ist hangt die Vakuumenergie
vom Volumen ab (Casimir-Effekt).

e Die Energiedichte der Felder

1 A . 1 -
w=— (| (B + B) In) = — (n| B |n)
8 47

27T7iw<k hw (k) 1
—WZZ 3 nkA+nkA+1 ZZ i (nkA—l—é) (8.168)
k A

liefert dasselbe wie die Energie pro Quantisierungsvolumen.

e Der Feldimpuls (5.63) ergab sich aus dem Integral iiber den Poynting-Vektor, seine quan-
tisierte Version lautet entsprechend

» 1 ; > 73 1
P= 4—m/VE x Bd’r = zk:;hkak/\akw (8.169)

was man durch Einsetzen und Ausnutzen von uj, x (k x u,) = k leicht zeigen kann.
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— classical
— quantum: n=50

Abbildung 8.2: Quantenmechanische (rot) vs. 2os
klassische (schwarz) Aufenthaltswahrscheinlich- ggi
keiten fiir einen harmonischen Oszillator mit 2%,
derselben klassischen wie quantenmechanischen _{f 1 e
Energie, bestimmt durch die Quantenzahlen %0’8 A
n =1 (unten) und n = 50 (oben). Fiir groke n Zos

ndhern sich die Wahrscheinlichkeitsdichten ein- %‘EZ

ander an, die quantenmechanische Wahrschein- g %2] ]W\

lichkeitsdichte hat jedoch immer noch exakte oL - ‘ ! : L -
Nulldurchgénge. position x [(2tm (D/h)llz]

8.4.3 Korrespondenz und Koharente Zustinde

Es stellt sich immer noch die Frage, wie der verschwindende Erwartungswert der Felder in den
Fock-Zustéinden mit der klassischen Beobachtung endlicher Feldstirken in Ubereinstimmung
gebracht werden kann. Die einfache Antwort darauf ist, dass die Fock-Zustdnde nicht klassisch
sind, wir betrachten wieder zunichst den einzelnen harmonischen Oszillator und verallgemei-
nern dann.

Einzelner Oszillator

Aus der Quantenmechanik wissen wir, dass die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators
durch die Hermite-Polynome H, (x) und eine Gauss-Funktion erzeugt werden

U, (2) = (z|n) = (";;”)1/4 \/zln_me%xzﬂn (\/Eh“’x) . (8.170)

Die quantenmechanische Aufenthaltsdichte ergibt sich aus dem Betragsquadrat dieser Wellen-
funktion

Po(z) =W, (). (8.171)

Vergleicht man die klassische Aufenthaltsdichte eines harmonischen Oszillators der Ampli-
tude A

L[ 1 [6(¢p — arccos(z/A)) = d(¢ + arccos(xz/A))
P = — d(x — Acos(¢))dp = —
al®) = o /0 (o= deosONdo =5 1= —m T vr—o
1 .
:{Wm D A< <+A | (8.172)
0 : sonst
so findet man durch Anpassen der Amplitude an die Energie
Lo 90!
—mw”A* = hw(n+1/2), (8.173)

2

dass die Wahrscheinlichkeitsdichten sich zwar im Limes hoher Quantenzahlen n immer mehr
dhneln, aber auch fundamentale Unterschiede aufweisen, vgl. Abb. 8.2. Insbesondere hat die
quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte immer exakte Nulldurchginge, und sie wird fiir
x > A nicht verschwinden. Auch erkennt man die Korrespondenz nur in der zeitlich gemittel-
ten klassischen Aufenthaltsdichte, durch die Mittelung ist die Oszillation nicht mehr sichtbar.
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Die Fock-Figenzustédnde haben nur eine triviale Zeitabhéngigkeit, d.h. ein System in diesem
Eigenzustand zeigt keinerlei Dynamik.

Es gibt jedoch auch Zustdnde, mit denen die Korrespondenz deutlicher wird, welche z.B.
die klassische Oszillation wie ein Wellenpaket nachbilden. Diese heifsen kohirente Zustéinde
oder Glauber-Zustédnde. Sie sind normiert bestimmt durch eine komplexe Zahl o € C und
formal definiert als

e e |oz|2
o) = e "T2Y " ——|n) = exp (-— +aa’f> 0) . (8.174)
n=0 \/_' 2

Sie sind normiert, aber nicht orthogonal und werden gebildet aus einer quantenmechanischen
Superposition von unendlich vielen Fock-Zustidnden. Man zeigt leicht aus

a(a)™0) = (1 + a'a)(a")" 1 |0) = n(a")""0) , (8.175)
dass die koharenten Zustande Eigenzustdnde des Vernichters sind
ala) =ala) . (8.176)

Da a # a', sind die Eigenwerte o im Allgemeinen komplexwertig. Weiterhin kann man leicht
zeigen, dass die Unschérfe der kohédrenten Zusténde

h mhw

~2 A\ 2 ~2 ~\ 2
_ - - = — 8.177
() - @) = 5o (- ) =T .177)
gerade minimal ist und die Heisenbergsche Unschérferelation saturiert
h
AzAp = 7 (8.178)

Die Schwankung des Teilchenzahloperators wird mit
a'aa’a = a'(1 +a'a)a = a'a + a'a’aa (8.179)
7u
((a'a)?) = (aTa)” = |o|" + |af* = |a|" = |o/?. (8.180)

Insbesondere verschwindet das Verhéaltnis von Varianz zum Mittelwert wie

Ji@aR) - @a)* 1

= — = ) 8.181
(a'a) o (ata) ( )
Je mehr Photonen der Zustand enthilt, desto geringer ist seine relative Schwankung.
Der Erwartungswert der Energie in einem solchen kohérenten Zustand ist
(H) = hw {a| (aTa 4+ 1/2) |a) :hw(\a]2—i—1/2). (8.182)

Betrachtet man den zeitabhingigen Erwartungswert des Ortsoperators, wenn man den Oszil-
lator bei t = 0 in einem kohérenten Zustand mit dem komplexen Parameter

o = |ale? (8.183)
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priapariert, folgt

_ h +iHt \ ,—iHt _ h —iwt T 4wt
(z(t)) = ST (] e™(a +al)e ) = ST (a] (ae™" 4+ a'et™!) |a)

h
=4/ %2]04 cos(wt — 0) . (8.184)

Der Mittelwert entspricht also exakt der klassischen Lésung, insbesondere enspricht die Ampli-

tude
[ h
A=2 _— 8.185
\oz] 2mw ( )

gerade dem Betrag von o und die Phase ¢ liefert die Phase des Oszillators. Man kann noch all-
gemeiner vorgehen und nach der Wahrscheinlichkeitsverteilung P, () = |(z]a)|* im kohiirenten
Zustand |«) fragen. Zu diesem Zwecke kann man alternativ auch die momentengenerierende
Funktion berechnen

Mo(x) = (a] €% |a) = / XD () da (8.186)

Aus ihr erhilt man die Momente durch

(@") = (=10y)"Ma(X),— - (8.187)
Gleichzeitig erhalten wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die inverse Fourier-Transformation
1 ‘
Palz) = o / Mo (x)e™ ™ dx . (8.188)
T
ir*at +irka —

Konkret berechnet sich die momentengenerierende Funktion unter Ausnutzung von e

s _ 2
eintal gika o |k|7/2 7u

M(x) = {(qaf o TiHt o +ix\/ 5y (atal) —iHE o)

h . .

— : T tiwt —iwt
(o] exp {—HXH S (a e + ae )} |ar)

h . h . h

= (a]exp { +ixy/ =——a'e™ § exp { +ixy/ ae " |a) exp § —xP—
2mw 2mw 2mw
I h 2 A

= exp {iX —zme\od cos(wt — §) — X?_%mu} . (8.189)

Das ist eine Gaussfunktion in y und ihre Fourier-Transformierte liefert wieder eine Gaussfunk-
tion mit inverser Breite

Pu(z) = — exp{—(x_2|a|gcosw_5))2}, S (8.190)

210 202 2mw

Setzt man hierfiir die Masse des Elektrons ein und nimmt fiir iw typische Energien von 1 eV an,
ergibt sich als Zahlenwert fiir die Breite 107° m. Kohirente Zusténde folgen also vollstindig
der klassischen Trajektorie, haben dabei aber eine quantenmechanische Breite, was wegen der
Energie-Impuls-Unschérfe auch nétig ist. Da eine Gaussfunktion durch den Mittelwert und die
Breite vollstdndig charakterisiert ist, geniigen Angabe der klassischen Amplitude A und der
Phase § vollstindig fiir die Charakterisierung von P(z) bzw. a.
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Elektromagnetisches Feld

Bei der Antwort auf die Frage welcher Zustand zum klassischen nichtverschwindenden Feld
korrespondiert kommt man also auf die Idee, kohérente Zustinde anzusetzen. Schreibt man die
Tensorprodukte in den Vielteilchen-Fockzustdnden explizit fiir K’ Moden mit den Polarisationen
e+

) = |, ) @ g, ) (8.191)

sieht man dass sie Produktzustinde der verschiedenen Moden sind. Dies muss so sein, da
in dieser Basis ja die Oszillatoren nicht wechselwirken und die Eigenzustinde einer Summe
von ungekoppelten Operatoren Produktzustinde der einzelnen Eigenzustinde sind. Setzen wir
stattdessen einen Produktzustand von Glauber-Zustinden an

0) = |ag, Yo @ lag, ) =Qlog,) (8.192)
kx

so wirkt jeder Erzeuger bzw. Vernichter nur auf seinen entsprechenden Glauber-Zustand entwe-
der nach links (Erzeuger) oder nach rechts (Vernichter). Die Operatoren werden dann durch ihre
Eigenwerte ersetzt und es ergibt sich z.B. fiir das Vektorpotential (8.157) der Erwartungswert

2mhe?
A— <A> \Ij’AH|\I[ ZZ whe [O‘k/\ +i(k-r—ow( +O‘kA i(k-r—w(k)t) uiﬁ

L3w
2mhc? Lk
- Z Z L3w(k }ak»\|2(jos (k r—w(k)t — 5’{:)\) uy (8.193)
wir haben also die Entsprechung
Ax(k) = ag,, (8.194)

d.h. die kohdrenten Zusténde liefern gerade die Fourier-Komponenten des Vektorpotentials.
Die elektrischen und magnetischen Felder folgen dann analog, auch ihre Erwartungswerte ver-
schwinden nicht. Kohérente Zustinde konnen also benutzt werden um klassisches Licht gut zu
beschreiben. Dariiberhinaus zeigen auch gequetschte Zustinde diese Korrespondenz, was wir
hier aber nicht mehr vertiefen wollen.

8.5 Elektron-Feld-Wechselwirkung

8.5.1 Hamilton-Operator

Im Allgemeinen zerlegt man den Hamiltonoperator von wechselwirkenden Systemen in die nicht-
wechselwirkenden — separat auf die Einzelsysteme wirkenden — Hamiltonoperatoren H; und
einen Term Hi, welche auf beide Systeme wirkt und damit die Wechselwirkung modelliert

H=H, + Hy+ Hp. (8.195)

Betrachtet man als System 1 ein durch das Potential V' (r) gebundenes Elektron

=2 1y (8.196)

2m
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und als System 2 das elektromagnetische Feld

Hy =Y hwy(ajar +1/2), (8.197)
k

wobel die Frequenz wy, die Energie der Mode k (welche ein Multiindex aus k,, k,, k. und X ist)
beschreibt, so ergibt sich der Gesamt-Hamiltonian durch die minimale Kopplungsvorschrift

pop—-A. (8.198)

Ol ®

Ausmultiplizieren liefert

2

A, (8.199)

€ [ & A .
H{:Hl_ch(p.A+A.p>+2m02

und wegen der verwendeten Coulomb-Eichung kann man weiter vereinfachen
p-A=A.p+(—ihV-A)=A.-p. (8.200)

Der Wechselwirkungshamiltonian wird damit zu

ez .2

A (8.201)

€ A
H=—A-p+
! me T P ome
Hier wird der erste Term oft auch paramagnetische Kopplung genannt (er tendiert dazu, die
elektronischen Spins mit dem Magnetfeld auszurichten) und der zweite Term diamagnetische
Kopplung (Tendenz zur antiparallelen Ausrichtung).
Wir vernachldssigen jetzt einerseits die diamagnetische Kopplung

62

A ~0 (8.202)

2mc?

und nehmen weiterhin an, dass die Wellenldnge der Strahlung grofs gegeniiber den typischen
Abmessungen des Atoms (Bohrscher Radius) ist, so dass wir in (8.159) die Ortsabhingigkeit
im Operator des Vektorpotentials vernachlissigen kdnnen

~ 2mhc? T

Der Wechselwirkungshamiltonian wird zu

e 2mhc?
-‘— . A
H; = __mc Ek 3 (k;) (ak + ak)uk p. (8.204)

Dies ldsst sich durch Einsetzen der Energie-Eigenbasis von H; auch schreiben als

u u e | 2mwhc? .
Hy =33 hol’ ) 1@ (), hglt ==y [ Gl Bl . (8:205)
k

ab

Die Konstanten g erfiillen aber gerade g = 0, was man zeigen kann indem man den Impuls-
operator darstellt durch den Hamiltonoperator des Elektrons

~2
p=is [Hy, 7] =12 [p— 4 V(f'),fﬁ] , (8.206)
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was man leicht durch Nachrechnen der einzelnen Komponenten bestétigen kann. Also gilt in
der Energie-Eigenbasis von Hy, definiert z.B. durch

Hy =Y E,|a){a| (8.207)

fiir die Matrixelemente des Impulsoperators

. im . m .
(alug - plb) = Uk (a| [Hy, 7] |b) = f(Ea — Ey)uy - (a| 7). (8.208)
Solche Matrixelemente hétte man auch bekommen, wenn man von Anfang an fiir die Wech-
selwirkung zwischen Elektron und elektromagnetischem Feld H; = —e# - E angesetzt hétte,

was der Wechselwirkungsenergie eines Dipols mit dem externen Feld entspricht. Dieser An-
satz heifst daher auch Dipolndherung. Man sieht an dieser Form der Wechselwirkung, dass sich
durch das Erzeugen oder Vernichten von Photonen fiir das Elektron Ubergiinge zwischen den
Energie-Eigenzusténden |a) ergeben, klassisch entspricht dies der Absorbtion bzw. Emission
von Feldenergie.

Speziell wenn man nur zwei gebundene Zustinde |g) (Grundzustand) und |e) (angeregter
Zustand) beriicksichtigen muss, entweder weil die Art der Bindung des Elektrons nur zwei
gebundene Zustidnde zulédsst oder weil energetisch hoherliegende Zustidnde kaum besetzt werden
und daher vernachldssigbar sind, kann man den Hamiltonoperator auch mit Pauli-Matrizen
darstellen, z.B. wird

oo=lebtel—lantol = (51 2 ).

01 o+ io 00 oy — 10
oo=lol= (g o ) =252 o=lotl= (1 §) = "5 =0,

oy =04 +o0_, oy =04 —0_. (8.209)

Unter den Annahmen

=g =g, gF=gr=0 (8:210)

wird letztlich — bis auf irrelevante Konstanten — der gesamte Hamiltonoperator zu einem Spe-
zialfall des Spin-Boson-Modells

hw
H = — 0 + Xk: hwka,tak +(o_+o0p)® Zk: hgr(ar + a,t) ) (8.211)

Dieses Modell ist der Ausgangspunkt fiir viele Beschreibungen offener Quantensysteme. Es ist
im Allgemeinen nicht analytisch l6sbar. Oft wird die Konstante A in den Frequenzen w und
wy und auch den Kopplungskonstanten g, absorbiert, welche dadurch die Einheit einer Energie
erhalten.

8.5.2 Fermis Goldene Regel

Fermis Goldene Regel ermdglicht es, die Wahrscheinlichkeiten fiir durch eine Stérung induzierte
Ubergénge approximativ zu berechnen. Man betrachtet einen Hamiltonoperator

H=Hy+V (8.212)

wobei V' klein im Vergleich zu Hj sein soll. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei das System in einem
Eigenzustand von Hy, so dass Hy |V(0)) = E; |¥(0)). Zum Zeitpunkt A¢ > 0 kann die Stoérung
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aber Ubergéinge zu anderen Eigenzustinden bewirken. Die Wahrscheinlichkeit, nach der Zeit
At das System in einem Eigenzustand |f) zu beobachten ist

Piyg (AL) = [(f|Z(A))[* = [{f| U (A [)]*. (8.213)

Da die Storung klein sein soll, werten wir dies im Wechselwirkungsbild aus, welches die Schro-
dingergleichung transformiert auf

‘\If> — —%(HO V) = ’\1/> - ——v ‘xp> (8.214)

Im Wechselwirkungsbild kénnen wir den Zeitentwicklungsoperator fiir kleine Stérungen appro-
ximieren durch

: At
U=1-— %/ etnHoty e nHolgy 4 (8.215)
0

so dass sich fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit (f # 1) ergibt
2 1 sin2 ((Ef_zgi)At> ’
T2 (Er—E;) 2
(“5)

Wenn die Ubergangsenergien von H, kontinuierlich werden, kann man diese Ubergangswahr-
scheinlichkeit unter Ausnutzung von

P (At) ~ IV 2. (8.216)

At .
| e (v )
0

2 Q
Tlggo Tsinc?(Qr) = Th_{glo T% = mo(12) (8.217)
auch in eine Rate umschreiben
Rivy = [lim — === —0(E; = E)[(fIVID]" (8.218)

Dieser Ausdruck ergibt natiirlich nur unter einem Integral Sinn, die J-Funktion zeigt aber
auf, dass vorzugsweise die Ubergangsraten fiir Prozesse nicht verschwinden, welche die Energie
erhalten, also welche mit F;, = Ey. Oft wird dieses Resultat als Fermis Goldene Regel
bezeichnet, wenn entsprechend iiber die Anfangs- oder Endzustinde summiert wird, durch
eine Wichtung der Energieeigenzustinde kommt beim Ubergang zum Integral dann noch die
Zustandsdichte ins Spiel.

8.5.3 Grundlegende Prozesse

Betrachten wir das gebundene Elektron und das freie elektromagnetische Feld als Teil von Hy
und die Elektron-Feld-Wechselwirkung als Stérung

=Y Eala){al + ) hwajar,,
a k

V=+>"> hgla) (b ® (ar +a}), (8.219)

so werden durch die Stérung nicht nur Uberginge zwischen Energie-Eigenzustinden des Kom-
plettsystems, sondern damit auch Energie-Transfers zwischen dem gebundenen Elektron und
dem elektromagnetischen Feld induziert. Wenn man die Terme im Wechselwirkungshamiltonian
V' ausmultipliziert, erhdlt man vier qualitativ verschiedene Prozesse
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Operator Elektron Feld Bemerkung

a) (b| ® ax mit E, < E, | Abregung | Absorbtion eines Photons k unterdriickt
a) (b| ® aL mit £, < E} | Abregung | Emission eines Photons k£ | wenn wy, =~ E; — E;
a) (b| ® ax mit £, > E}, | Anregung | Absorbtion eines Photons k | wenn wy, ~ E; — E;
a) (b| ® al. mit E, > E, | Anregung | Emission eines Photons k unterdriickt

Nach Fermis Goldener Regel sind die beiden duferen Prozesse stark unterdriickt, denn wegen
wr > 0 erhdlt der Prozess gleichzeitig ein Photon zu absorbieren und das System abzuregen
nicht die Gesamtenergie beziiglich Hy. Gleiches gilt fiir die Anregung des Systems und Emission
eines Photons. Es sei jedoch gesagt, dass dies nur eine Naherung fiir kleine V' ist, denn durch das
Schalten einer Wechselwirkung V' wird ja auch die Energiebilanz des Gesamtsystems verdndert.

Nur die beiden mittleren Prozesse sind nach Fermis Goldener Regel zugelassen, sie erhalten
auch die Summe aus der Anzahl der Anregungen im Atom und der Zahl der Photonen in der
Mode k. Dies ist die Grundlage fiir die rotating-wave Niherung, indem man diese Terme
gleich von Anfang an vernachliissigt, da sie ja in den Ubergangsraten nicht beitragen, z.B. fiir
ein Zweiniveausystem Vawa = >, hgr(04 @ a + 0 ® aL). Ob wir die nach Fermis Goldener
Regel erlaubten Prozesse nun mit V oder Vgwa ausrechnen ist unerheblich, das Resultat ist
dasselbe.

Wir berechnen zunéchst die Rate fiir die Absorbtion eines Photons der Mode k und die
damit einhergehende Anregung des Elektrons vom Energie-Eigenzustand |1) in den Zustand
|2) (mit Energien Fy > E). Da |i) und |f) Eigenzustéinde von Hj sind, hat man

iy = [1) ® |n}...nj,...n%) , fy=12)®ni...(np—1)...n%),
E;=Ey+nlhw + ...+ (n, — Dhwy + ... + nhhwg . (8.220)

Nehmen wir an, dass nur eine Mode in der Nihe des elektronischen Uberganges liegt, wird die
Ubergangsrate zu

2

2 . ,
Ry = —0(Ey — ZZhg a) (bl1) (ni — 1] ax |ni.)
= 27rh\g,§1\ §(Ey — By — hwy)nl, . (8.221)

Die umgekehrte Rate fiir die Emission eines Photons und gleichzeitige Abregung des Elek-
trons mit den gleichen Zustinden berechnet sich zu

i) = |2) ® [n}...n),...nk) 1)=& ni...(n,+1)...n%) ,
E; = Ey+nlhw + ...+ (nk + Dhwy, + ... + nhhwg . (8.222)

Mit Fermis Goldener Regel wird daraus

2

o
3™, = —-0(Ey — ZZ@ (1|a) (b]2) (nj + 1| a]
= 27h| gi2|*8(Ey — Ea + hwy)(nf + 1) (8.223)

Diese Raten bediirfen einiger Diskussion.

e Bis auf den Faktor n}, oder ni + 1 sind die beiden Raten identisch, denn [g}2|* = |¢2|*.
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e Man sieht dass, wenn im Anfangszustand in der entsprechenden erlaubten Mode gar keine
Photonen vorhanden sind (n} = 0), nur noch der Prozess der Emission iibrigbleibt, man
spricht in diesem Fall von spontaner Emission. Die Kopplung an das elektromagnetische
Feld ermdglicht den Zerfall eines angeregten Zustandes, selbst wenn gar keine Photonen
da sind. Im Gegensatz dazu wire in einem geschlossenen QQuantensystem jeder Energie-
Eigenzustand stabil.

e Wenn in der Mode £ jedoch schon Photonen vorhanden sind, wird die Emission verstarkt,
man spricht daher von stimulierter Emission. Insbesondere stimulieren Photonen der
Mode k die Emission weiterer Photonen derselben Mode k, was z.B. im Laser mit einem
Resonator ausgenutzt wird.

e Umgekehrt kénnen nur vorhandene Photonen absorbiert werden, daher ist der Absorbti-
onsterm immer proportional zu n.

8.5.4 Lebensdauer

Um die Lebensdauer 7 eines angeregten Zustandes unter der spontanen Emission zu berechnen,
kann man die Raten zu allen moglichen Zielzustdnden |f) addieren. Wenn man dies nur fiir
den angeregten Zustand |e) in einem System hat, welches nur einen Grundzustand |g) hat,
unterscheiden sich die moglichen Zielzustdnde nur durch die erzeugten Photonen, wir haben
also fiir die Lebensdauer die Grofe

= Z R™ (8.224)

wobei [i) = |e) ®]0...0) der Anfangszustand und |f) = |g) ® [0...1...0) ein mdglicher End-
zustand wire — mit einem erzeugten Photon der Mode k. Es ergibt sich nach Fermis Goldener
Regel

1 2m .
—:Z— hlgi’)*o(Ee — Ey — huwy)

ZZL;:WG ‘ |UA P|9>‘ 0(Ee — By — hw(k))

—ZZM eLJWE E)‘ <|r|g>‘ 5(E. — By — hw(k)). (8.225)

Wenn wir das Quantisierungsvolumen L? gegen Unendlich gehen lassen, liegen auch die erlaub-
ten Moden k des elektromagnetischen Feldes und damit auch die Energieeigenwerte w(k) immer
dichter, und die Summe {iber die erlaubten Endzustinde wird zu einem Integral

1 1
EZ[...H(%S
k

Dieses Vorgehen ist auch generisch fiir die Beschreibung offener Quantensysteme: Das Reser-
voir wird oft als kontinuierlich angenommen, was durch Funktionen wie z.B. die spektrale

Kopplungsdichte beschrieben wird. Fiir das zu berechnende Matrixelement kann man die Pola-

risationsvektoren ui‘j so withlen, dass z.B. u§5 senkrecht auf d = (e| 7 |g) stehe, so dass effektiv

k[ ]. (8.226)

nur eine Polarisation uk beitragt. Dann wird das Matrixelement zu

2
= dul(e| #]g)|” cos® ¢ = bl (e| # |g)[*sin’ 0, (8.227)

uf (el 719)
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wobei ¢ der Winkel zwischen u{“ und d und 6 der Winkel zwischen k und d ist. Das Integral
lasst sich somit elementar berechnen

Lo drelFec E>|<|r|g>|ﬁ/du@’k&&—@—%(%))jﬁf
(E2 WE \/ 5(E. — E, — hck)dk /O " sin’ 0o / s
;‘%ngn—/o 3B, By~ )2

L (8.228)

Man kann diese Rechnung natiirlich fiir komplexere Systeme mit mehr Energieeigenzustinden
machen, man sieht jedoch schon am Resultat, dass ein Zustand |e) umso langlebiger ist, je
kleiner das Dipolmatrixelement zu energetisch tiefer liegenden Zustédnden ist. Schafft man es in
einem Medium, einen solchen langlebigen Zustand |e) von oben zu bevilkern, so wird dieser ver-
starkt besetzt: Sein Zerfall in energetisch tieferliegende Zusténde ist verzogert und Anregungen
sind nicht moglich da im Reservoir keine Photonen passender Frequenz vorliegen.

Insbesondere spricht man auch von Besetzungsinversion, wenn der angeregte Zustand stirker
besetzt ist als der Grundzustand. Dies ist n6tig, damit der Prozess der Emission von Licht der
Frequenz (E. — E,;)/h wahrscheinlicher wird als der Prozess der Absorbtion. Um das Laserlicht
zu verstirken, setzt man daher das Lasermedium in einen Resonator, einmal erzeugte Photonen
der gewiinschten Mode stimulieren dann die Emission weiterer Photonen derselben Mode —
ohne Besetzungsinversion hingegen wiirden sie schnell wieder absorbiert. Um einen Laser zu
realisieren, muss man also das Niveau |e) von oben herab bevolkern, dazu benétigt man im
Allgemeinen mindestens drei Niveaus: Durch Pumpen werden die Populationen von |g) und
|2) angeglichen, das Niveau |2) zerfillt aber durch schnelle spontane Emission in das Niveau
le), welches nur sehr langsam durch spontane Emission wieder in Niveau |g) zerfallen kann. Es
entsteht die gewiinschte Besetzungsinversion, was durch Ratengleichungen leicht nachvollzogen
werden kann. Das ist das grundlegende Bauprinzip eines Lasers.
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